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Der  Brocard  öche  Wiukel  des  Dreiecks. 

W.  Fttlirnaiiii. 


Vorbemerkung. 

Id  neuester  Zeit  sind  Mathematiker  verschiedener  Läuder  aa 
Eigenscliaftea  des  Dreiecks  g<>8toss0a,  welche,  ohviol  die  Unter- 
suchuugeu  verschiedene  Ausgangspnnkte  hatten,  einen  merkwürdigen 
ZusammeubaDg  zeigten.  Dieser  Zusanmieuhang  warde  durch  einen 
merkwarüigen  Punkt  und  einen  merkwürdigen  Winkel  des  Dreiecks 
hergestellt 

■  Wihrend  der  Paukt  die  3  Namen:  der  Gfebe^ecbe  Punkt,  le 
point  de  Lemolnet  tbe  symmedian-point,  erhalten  bat,  wird  der 
Winkel  wol  allgemein  nach  dem  yiinckU^^  der  ICib  C.  A.  Scott 
(Edncational  Times)  als  der  Brocard'scke  Winkel  beseicbnet  Un- 
sweifelhaft  gehAhrt  Brocard  das  Verdienst,  die  genauem  Unter- 
suchungen, die  sich  anf  dieaen  Winkel  besieben,  anger^  sn  haben, 
doch  ist  der  Winkel  schon  Yon  van  Swinden  (Grondbegiaseis  der 
Meetkande  door  J.  H.  van  Swinden  c.  1S16)  angefllbrt  Derselbe, 
hat  nicht  aar  die  Relationen 

cot^  —  cot«4~^i^+<^^y 

and 

_i  ^.1.1 

sin«*     sin^     slnV"**  sin^ 

angegeben,  sondern  auch  die  Punkte,  welche  mit  diesem  Winkol  in 
innigem  Znsammenhange  stehen  nnd  die  als  Brocard'sche  Punkte 

AMh.  S.  MMMa.  »la.  8.  Mk«,  T.  fL  1 
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Fmkrmamu!  Ihr  Bneantuhi  WiM  de*  I}rmek$, 


beieicluiei  werden.  Ebenso  giel>t DesboYes  ]n  aeinein  Werke:  Qnea- 
tions  de  ti1gononi6trie  rectiligne  die  Grnndrelttiotten  an.  Die  Unter- 
snchongen  dagegen  Aber  den  Kreis,  der  dnrch  diese  Punkte  nnd  den 
vorher  angegebenen  Orebe*scfaen  Pnnlrt  geht»  rahren  von  Brocard 
lier,  weshalb  dieser  Kreis  mit  Recht  als  der  Broeard*sehe  beseicfane 
wird. 

Nachdem  Brocard  schon  1880  in  der  Zeitschrift  ron  J.  C.  Y. 
Uoffmann  fUr  mathematischen  und  naturwisseDschaftlichco  ÖDtcrricbt 
einige  merkwQrdige  EigeoRchaften  dieses  Kreises  angegeben  hatte,  Ter 
öffientiichte  er  eine  darauf  bezügliche  Abhandlang:  Etnde  d'an  noa- 
vean  oercle  da  plan  da  trian^Ie  (Association  fran^aise  pour  Taven- 
cement  des  sdences;  Congres  d'Aiger  1881).  Andere  Abhandlangeo, 
die  mehr  oder  weniger  mit  den  Pnnkten  dieses  Kreises  zusammcn- 
hangen,  sind:  Prograsunabhandlang  von  Kiebl  in  Brombeig:  Zur 
The  orie  der  TlransTersalen.  1881.  Programmabhandlang  von  Artzt 
in  Becklinghaasen:  Untersncbongcn  über  ähnliche  Punktreiheu  aaf 
den  Seiten  eines  Dreiecks  etc.  1884.  R.  Tacker  in  London:  the 
tripiieate  ratio  circlo  im  Quartcrly  joarual  of  mathematics.  1883. 
Denselben  folgten  andere  von  Brocard  und  R  Tncker.  Der  letztere 
veröffentlichte  dieselben  in  den  procecdings  of  the  London  mathe* 
matical  society,  während  Brocard  seine  Hauptabhaudlung  noch  in  der 
Association  frangaise  ponr  Tavaucement  des  Sciences,  Cougr^  de 
Ronen  nnd  eine  andere  im  Journal  de  math^matiqucs  speciales  er- 
schienen lioss.  Kleinere  Sachen  machte  er  noch  in  der  genannten 
Zeitschrift  von  J.  C.  V.  Hoffmauu  bekannt.  In  derselben  Zeitschrift 
Ter6ffentlichten  noch  mehrere  andere  Mänuer  iu  Gestalt  von  Auf- 
gaben geometrische  Lehrsätze,  welche  sich  an  den  Brocard'schcn 
Kreis  anschlössen.  Es  waren  dies  ausser  den  schon  genannten  Brocard, 
Artzt  und  Kiehl  noch  besonders  Stull  iu  Beusheim,  dann  Böklen  in 
Reutlingen,  Dewulf,  G.  Tarry  in  Algier,  Neuberg  in  Lüttich  und  der 
unterzeichnete  Verfasser,  wobei  au  der  Lüsuug  sich  noch  andere 
Männer  (Stegemann  in  Preuzlau,  Eunuericli  iu  iMUhllieim  a.  K., 
Godt  in  Ltlbcck,  Capelle  iu  Oberhauseu)  beteiligten.  Kleiuere  Sachen 
Warden  noch  in  den  uouvelles  anuales  de  math^Muatiques  von  Le- 
moinc  und  Maurice  d'Ocagne  augegebeu;  dieselben  bezogen  sich  be- 
sonders auf  den  Grebe'scheu  Puukt.  Endlich  ist  noch  eiue  Arbeit 
von  Neuberg  hervorzuheben,  welche  mir  leider  nicht  zugäuglich  war. 
Nachdem  derselbe  in  der  belgischen  Zeitschrift  Mnthesis  mehrere 
Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  veröttentlicht  hatte,  schrieb 
er  in  einer  Zeitschrift,  welche  von  der  königl.  be!j^'isthou  Akadcmih 
herausgegeben  wird,  eine  Abhandlung :  Memoire  sur  lo  tt'traedre.  Ich 
habe  nur  erseln^n  können,  dass  der  Grebo'sche  und  die  Brocard'achen 
Pnnkto  hier  eine  grosse  RoUe  spielen. 
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Otee  behMptea  so  woUea,  dm  alle  Publicatiouen,  die  sioli  vd 
dietra  GggMiitaBd  befiehen,  c^namil  sind,  dQrften  doch  die  wesent* 
UekateD  genannt  sein,  nid  diese  iVnfaton  dftrilen  die  Mittel  angeba«, 
wm  di^janigen  Werke  aasfiidig  an  aMcben,  welche  wettere  Ualar» 
aachuigeii  darüber  enthaltei,  ae  dass  ich  hoffen  könnte,  daaa  die 
aagfligebatte  Uebenidit  keine  gua  iberfliaa^  Adieit  iat 

Diese  Untersacbungen  bieten  besonders  der  elementaren  Mathe- 
matik interessante  ResultaU^,  so  dass  ich  glaube,  dass  die  Sammlung 
derselben  aoch  in  weiterem  Kreise  Interesse  eiuüugBeu  wird.  Da  die  Ab- 
leitung der  ULsultato  auf  elementar  trigonoraetrischom  Wege  die 
k'ii  h teste  ist,  so  schien  es  mir  am  vorteilhaftesten,  die  Eigenschaften, 
die  sich  auf  den  Brocard'schen  Winkel  beziehen,  zunächst  einheit- 
lich zusammenzustellen.  Das  Thema  erhält  dadurch  eine  augemosseae 
BeschraukuLig  und  führt  am  leichtesten  in  die  weiter  gehenden  Eigen- 
schaften ein. 

Der  Uebenleht  halber  teile  ich  die  Eigenachiflen  in  2  Teile. 
Der  ertte  beliebt  sieb  auf  qrimiietriacbe  Relationen  zwisehea  den 
Winkelii  dea  Dreiecks  nnd  dem  Brocard*schen  Winkel.  Der  2te  giebt 
LiDgen  and  GrOaaeii  dea  Dreiecks,  die  ilch  durch  diesen  Winkel 
aosdrUcken  laaaen,  aowle  einige  sich  daran  anschliessende  Eigen- 
»ehnften,  also  immer  nur  solche,  wdohe  mit  dem  Winkel  in  Verbin- 
dang  ateheo. 

A.  Belationen  swiaehen  den  Winkeln  dea  Dreiecke  und  dem 
Brocard'schen  Winkel. 

Erklärung.  Das  Dreieck  werde  mit  Aiiv  (Fig.  1.)  bezeichnet, 
die  Winkel  mit  «,  /?,  y;  die  Seiten  entsprechend  mit  «,  ä,  c.  Fällt 
man  von  einem  Punkte  P  das  Lot  auf  eine  Seite  a,  so  heisst  der 
Fasspunkt  ia,  analog  ist  dio  Bedeutung  A,  Pc.  Der  Mittelpunkt 
dea  umgeschriebenen  Kreises  ist  //,  so  dass  die  Mitteliiunktc  der 
Seiten  //a,  Hb,  sind.  Liegen  mehrere  Punkte  aut  dem  Lote,  so 
erhält  der  einfachste  und  bekannteste  d«'n  Vorzug.  Der  Höhen- 
schnittpunkt sei  H\  doch  bezeichnen  wir  die  F  uB»punktc  der  Höhen 
mit  Aa ,  Bk,  Cc  Der  Schwerpunkt  sei  (t,  und  O'  der  Grcbe'sche 
Punkt.  Bildet  eine  Ecktraiisversale  mit  (Miier  Seite  einen  Winkel 
qo,  80  bezeichnen  wir  die  durch  dieselbe  Kcke  gehende  Transversale, 
welche  mit  der  andern  Seite  den  W  inkel  (jp  bildet ,  als  Gegentrans- 
versale, so  dass  also  diese  Transversalen  dieselbe  W  inkelhalbirungs- 
iinie  als  die  Dreieckswiukcl  haben.  Schneiden  sich  3  Ecktraus- 
versaien  in  einem  Punkte,  so  bekanntiich  auch  dio  Gegentransver- 
sale, Diese  so  von  einander  abhängigen  Punkte  nennen  v.ir  Gegen- 
ponkte  in  Bezug  an!  das  Dreieck.  Dass  U  and  H'  solche  Punkte 
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M  biftiaii,  ebaato  wol  lit  «t  «Mi  tob  0  od  bekannt 
Eridirt  wm  dem  GnbcCaelMs  Pttikt  wmA  all  des  Oqgoapmkt  des 
fliliwwywitti,  M  kraa  MBduiM  die  Etfeaaehtil  «bMea,  dm  die 
dvck  fkafthiead«  EAtnMfWMtondmh  die  Pale  der  Gageaaeitfia 
ia  Beiag  aaf  dea  aatgeactoipbeaca  Knii  sahaa,  aad  daas  lie  die 
Gegea^dten  aacii  dem  YoMtite  der  Qaadiate  der  aaliegaadaa  Seilfla 
teileB.   Der  lahalt  dei  Dreiecfcs  «ird  ntt  J  beaekhaet 


1.  Betttauat  aias  daea  Winkel  ^  derartig,  daai  die  Belatloa 
itattfiadet: 

iia(«r— ^)iin(^— ^)iia(X'^)  —  ain^ 

nnd  tr&gt  diesen  Winkel  fortlanfend  in  den  Ecken  an  den  Seiten 
naeh  innen  an,  bo  werden  sich  diese  Geraden  in  einem  Punkte  schnei- 
den. Solcher  Punkte  giebt  es  2,  da  man  an  jeder  Ecke  den  Winkel 
an  2  Seiten  antragen  kann.  Diese  Schnitipankte  der  entsprechenden 
Transversalen  werden  die  Brocard'schen  Punkte  genannt,  sie  sollen 
mit  o  und  o'  bezeichnet  werden.  Die  Ponkte  sind  offeaher  Qegea- 
puakte,  denn  es  ist: 

OAB  -  OJiC  -  OCA  =  O'AC  =  O'BA  =  O'CB  =  ^. 
S.  Aai  der  Relatiea  ia  1.  folgt  leicht: 

*A     1  +  Cosa  COS/?  COS  y  a»-j-6*+<?' 
eet^  =  — - — .  a  •  — *  Ä  cöt«-|-cotÄ4-coty  =  — -r-i — 

Blw.  Indem  man  tJie  Sätze  anweiidut,  welche  ein  Prodact  von 
2  Functionen  Sinns  oder  üosiaas  ia  eine  Sunuae  oder  Differenz  Ter- 
waadela,  erhält  maa: 

4iia(e— *)iiBüJ— ^)Bin(y-*)  -  8la(2«+*)+»M2/l+*) 

+  8in(2y+^^)— •inj»' 

Die  Gieichong  in  1.  laotet  also: 

8in(2a-J-^)4-8iQ(2/3+^)-f  8iu(2/4-^)  — 8in3^  -  48in»» 
Eatwiökelt  man  die  eiuelaea  Glieder  liakB  aad  benntzt  die  Formel 

liaSd^  — dsini^— 4sin^ 

(rin2«+8in2/J+8in2y)cos#+(coi2«+00Ä2/3+co82y)8iB^  -8aiB»  -  0 
oder 

4flaaiiB/Jiinyco8^--a(«iB»«+flnV+«nV)»ia*  -  0 

alio 
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sip'g  +  aig^^  4-  sin^     2(8i  d  'ct     gi  n    -f-  sin'y) 

£«  ist  feiTier: 

*a»(a4-/J+j^  «  oo8«coi/}coB/— co8<riin/Suii/  — sinacos/^sin^ 
in  also  ' 
80  folgt; 

l+cosdCOB/Scoä)'— cosasiii  ßAüy-\-%iiiacQ%ß  siny-fgioo  lin/^cosy 
"  aia«iB?Sy~  "  4-cüty 

88iii«8iB/l8iii]f       8p*8iB«8ia^8in/  ^  Q 

a  Ans  2.  folgt: 

riB(«  —  ^)  _  Bin  (|?+y) 


ftlio 

Oder 


sin'o 


sin  (g  —  sia^a 

Bin^     ^^Bin/Sfliny  Bmosia^siuy 

Bin(/i-»)  ^  __8inV_  _  sin»^ 
8iii^       8iay8in«  8i]i«8iii/iBiiiy 

Bip  (y — ^)          sin'y  sin^ 

£8  ist  also: 

8in  (er— ^) :  8iii  (/I— ^) :  Bin  (y — ^)  —  Bia'a :  sm»jj :  sinV 

4.  Erhebt  maa  die  Gleidiaag: 

oot^  —  eota+6ot/i-|*<ioty 
ia's  Quadrat  nad  addirt  1,  bo  findet  man ; 

l+^^t'B' »  eot^+oot*^4-cotV+3 

da 

oot^eot/+ootf  eol«-f  eoC«  eottf  —  1 

i8ti  aUo  aacb: 

A  ,   1   ,  1 
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5.  Aach  durch  die  halben  Winkel  l^t  sich  cot^  elegant  ans- 
drackea.   £&  mi 


a      8      y  a      ß     y  o      ß  V 

er 


Bew.  1.  Eb  Ist 


also 

4(coU^f  oot/H-ooty}Äeot|+cot|+cot|+  (cotg-  tg  |  - 


Ferner 


+  (cot^  -  tg?  -  tgQ  +(cot|  -ttl-  tgf) 
«•t|+cot|+cot|  ««otj .  oot|.eot| 

a         i?         y  o     ß  9 

cot j  -  t«  2  -  tg|  -  cot^.tg|.lg| 

also 

4(cota4-coti3+coty)—  cot^.cot|.cot|  +  cot^.tg|.tg| 


+  cot^.l«^.t«|+cot|.tg^.tg| 


Bew.  2. 


4  Cüg  ß  CU8  /JCOB  y  =  (1  +  COS  n)  (1  -f-  C08^)  (1  +  COS  y) 
4  (1  +  COW)  (1  —  C08  ß){l  ~  cosy)  +  (1  —  00««)  (1 +00«/})  (1  —  OOS 
+  (1 008  a)  (1  —  009  A  (1  +  COSy) 

Dividirt  man  dorch  sinatin^Bin/,  so  erhilt  mm  die  Fomol 

sin'a  gin*^  sin'y  |  |  sin'cr  sm^ß  sin^y 
COBa  Gosß  cosy  1  :  '  sina  sin/3  siny 

i     111  11 


6.  cot^  = 


Bew.  Die  erste  Determinante  kann  dargestellt  werden  durch 
2J8in*aco8^  —  8in^/5cosa,  die  2te  durch  ^smVsini5  — sin'i^sinor, 
wo  das  Zeichen  £  bedeuten  soll,  dass  die  andern  Glieder  dadurch 
gebildet  werden,  indem  ß  Iült  y  tOr  ß ,  «  für  /  gesetzt  nnd  to 
fortgeBcbritten  wird,  bis  man  zam  ersten  Gliede  zorttckkehrt 

Es  ist  mui 
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siü^o  COS  ß  — sin'/J  cos  «  -»  sin  a  cos  /J  (1  —  cos  *a)  —  »in  ^  cos  « (1  —  cob*^) 
«  dBacos/l—oo8«sin/)^oot«coi^(iitt«eo8ii— iUb/SooiA 

—  afai(«— j3)(l4-coi«eoB^iMii7) 

8inttBin/38in(a-f-/')8Ui(tt~i3) 
"*  sui(a— jSjsiQasin/^siny 

also 

dB^alB^— liiiV  tin«  "    iiii«riii?Snr"  " 
Da,  wenn  ^ 


—  =  ^  —  auch 


ist,  so  folgt  daraos  der  Satz. 

7.  Wir  wollen  einfahren: 

siiiS^sinV+ainVBiii^+iMiiiBV  —  1' 
liiia.sin/l.siay  —  fi 

Diiin  folgt  «08  dsr  Gleidmiig  in  4. 
■o  data  ^  stets  spits  ist  Also 

Da  Mcb 

Sit,  80  folgt  noch 
also 

8in*«+8in*/J+8in*y  -  2il«— V  -  2a*- 

8.  Ans  den  Formeln  in  7.  folgt  nocii  leicht 

sin  2^  — 
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tllO 

«V  ltai]i«BlB^iio/(iiB%+sinV+6iAV) 

9.  £ 


Bew. 


sma 


 ■ja^  Riay      |i  1 

_8in(o— ^)  ^ 

10.  £  ^»2co8» 

Bew.  — gjjjpas  coa^^-cotosin^ 

11.  XsinaBiliCa 

Bew.  Bi]ioaiii(o  -  ^)  —  sm'ocos^ — sinacotaiio^^ 

alio 

sin  ^ 

Xiin asiD(ci — <0     «'cos ^  jp-  (iiii2a  -j-  8ifl2^  -f- 

—  »^OOB^— 3|l8illd 

12    S  _  Afl  -}-4co8»») 

*  Biii(<i+^)  —  »s—fin«» 

 n   ' 

"  k 

da 

lin^     sin'/J + rinV  —  Ssiii  /J  sin  y  cos  a  ist 

Somit 


sin»        _  A 

■»(•+^)  (ria'|i+iiii'r)(iiBV+iiaW(iia^+iitt*A 

A(3Ay-2a»--2ii«)} 


14  JEÄ.iiK.+*)  -  jgL 

Bvw.  iii«iii(«+^)->giB%m^4.iiii«coi«dii» 


■in«    —  Bin^ 
„         cob(«  — ^  . 

X  ^  2  COS  3» 

Bew.  —  cotacoB«— ün^ 

*   jjjg^ — 4—  cot  VCOi^ — 3aUI^  

aeot3(cot'^-^aifa<») 
£b«Mo  ibzoleitea  ist; 

18.    Xsijiacoft(o-^^)  «  0 
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Ukäae  poäüre  oto  a^giMhe  gun  ZtU,  so  folgt  ^beoio 

sma        «iwiwr-r  ^o. 

1.  B. 

110«  C0l9 

am  a  iui#       Ä  BMI  «V 

-  co.'*+cot/fcoty  smV  - 

^        ÜhßTnr  '  "  3coi«^+Bm«d--2cot^Äi^coB^  -  1 

24.  jg>än(^+»)8in(y+^) 

^  co8(^+^)coa(y4-»)  COiB^ 

Diese  Beweise  sind  gßm  analog  den  vorigen. 

37.  £€0itteoi(^^^)co8(y~^)  =s  9oo0^(eesffeos/fcos7ooi9 

sin  a  siu  ^  sia  y  sia  i^) 

Bew.  coectooi(/i— ^}co8(y-*^)  €OS«ooB/lco8)rco8% 
El  Ut  aber 


^    _  o  i.y  Google 
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Es  9Mcht  keiiie  SohwierigUt«!!,  «nf  antloie  Waiw  folgende 
^'nan  so  bewdaM. 


28,   Z  cos  «  CQB(ß  -f  ^)  coß(y  -f 

^'     tt(^-«)tiii(r-«)  lEü"* 

dl.  ^amHa+^) »  8iiaSfr4>^eot^ 

32.  8iii(«+ *)8inOJ + ^)  tiik(r + ^)  —  S^i  cos  » — sin«^ 

—  8iii^(ss--iiii^) 

33.  coß(a— >)co8(j8-d)coB(y--d)  —        —  CM«^ 

34.  C08(a-f  ^)cos(/J  +  ^)co8(y+») 

,  ftcot3#  ,^ 

35.  Z8in»aam(«-;^)-^i^5S+8|iä»* 

36.  XilA8lo(«+(^-?^^?-.3^riii* 

B0W.  ilii%iiii(a-^)»iiii«veoi^— lin^oossBiii^ 

alio 

XMnVtM«^»)  a  0M4Ksüi««+iiii«/f+iiDV) 

_  ^8tii#J?ilii%rüM« 
Et  in  ab«: 
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wn*a-f  sin*/? +  8111  *y=  2;»»*  cot     —  Vcot2^cot^; 
—  imViooflct »  8iA^eos(/S+)F)  —  liiiVreoB/^cosy— 8iii'«8ia/iiiii/ 
—  8in«co0^ooBf — 8iii«co8«eo8^coi/— liBttBiBildsynii^ 

alao 

— Xiia^oosa  —  pi  — 2ftoo8aco8/Jco8y  — 

3fi  - 2^(1 -|-coöa cos /3 cos y)—fi»* 
=  3f» — —  3f» — 4;**  cot^ 

Somit 


Ber  folgende  Satz  bedarf  nun  Beweise  rar  einer  kleinen  Ver- 
üideruis.  Mtii  erhltt  sulflliit 

""Tn^  ^"^^ 

Leicht  ergeboii  flieh  ferner  noch  folgende  BektioiMB: 

37.   278uia8in^a+^^  -  iZ^*«r+iV3J&Bln2« 

2jlC08(|— 

-,icote+V3,*=   rti^— ^ 

3B.   2;  Cosa  sin  (a+^)  =  f  V3  —  ^"^(3  "^j 

^  -«(.-f>n(|»-!)sin(y-?)-|V8J^^) 


41.  Xil«.coi(.+f)--  ^^^^ 
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42.    Zun  «cos 


■in» 


48.  ^.+  |)co.(/.+  |)co,(,+j)-!^^**fei^-4 


f   ^\       ^\   (  '»\  ''^f-*) 

44.  C08  ^«  -  3  j  CO.      -  J  cos  (^y  -  3  j  riiS-^-» 

45.  Die  Schwerlinien  eines  Dreiecks  ABC  seien  <c  und 
die  Winkel  eines  Dreiocks,  deöäeu  Seiten  <a,         sind,  seien  n^,  /S^ 

Man  üudet  dann : 


et  ist  ferner: 
also 

oder  da 
and 

10  isl 
oder 

Fenier 


also 

und 

oder 

ebenso 

also 


4ib<eaii«^     ^  8>«ain« 

9a*  =  4(<4^  4~     "i-^^c  cot  Oq  sin  a 

5a«  =  i«+  c»  +  12/fcotoo 
6a9  =  a*+»s+0'+12'^eotfl^ 

«•      M  +  e*  ~  26c  cos  a 

••ItfCeoltf— cot«) 

6a«  =  12J(cot*-coto)  —  4^(cot^4-3cotao) 

8cot»»8oot «  —  cot^+Seot«^ 

Soot^  s  8(col«+cota^) 

2cot^  =  3(coti3  +  cotft) 
2cot»  —  8(GOty+cot/o) 

6eot^  —  a60t«^+3(cota«  +  cot/?o  +  «ot|'o) 


■0  dass  auch 


oot«^+oot/i^+eotyo  4Sot^ 


Das  Dreieck,  dessen  Seiten  die  Schwerlinien  eines  andern  Drei- 
ecks sind,  bat  mit  diesem  denselben  Brocard'scheu  Winkel. 


14  Fuhr  Mann:  Der  Broeartftcke  Winkel  du  Drtieckt. 

B.  lkstimmung  der  Läugüo  von  Linien  im  Dreieck  and  dAmit 
zu&ammeüliaugeude  EigeDsclmlteu  dei  Dreiecks. 

1.  Ans  Dreieck  ABC  folgt  leicht 

c8in(^  — 2rglny8in*(/f— 

Sin  p  sm  p 

Mit  BefiutzaQg  der  Gleichnogen  in  A.      ^  fiudet  man 

  ähnlich   v40  =  ~[~  

ein«    *  sie« 

Ebenso 

y  si»^  2r8ip  g  sind- 

fiinp  sinp 

_       2rsinosin^   ,  2rsiDd8iu^ 

CO  —  i   CO'—  r  

Hierene  folgit  noch: 

BO.CO'^  CO  AO''~'  AO.BO'  4r*s\Q*9 
4r^  sin  ^  sin  y  sin*^     4r*  sin'^ 


BO,BO'  " 
CO.CC^  - 


gin'o  8in(a— i^j 

4r«din»^ 


8iB(^— IT) 

4^*  sin^^ 
8in(y— i^) 

ACBO.CO  —  ilO'.BO'.CO'—  8r»iiB«^ 

ulO.^O'aiaa-f  i30.i/08iniS4-CO.CO'8iuy--4r*|*  —  2J 

AO^      «B^  •      ilO'""     titt^  ' 

M     sind?  —  »)        CO'      8iD«3  -~ 
BO'"     sie«    •      -ÖO*"      sin^  * 


iro      8in(y-  -»)       A€t      ilB(y— ») 
eo"    sind    •      CC^     sind  ' 

^O'.CO  —  4r>slB^siii(«— 
CXy.ÄO  -  4r*iia^iiii(jl-«), 
ACf,BO^  4r*8in»iin(y  -^). 

2.  Abs  dem  Dreieck  ilOO'  erhftlt  man: 

OO's  -  ^^^^(iiB<^+iiBV— 3tiB^iiayoei(«-S»)) 
letst  nun 
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e<»(«-a»)  —  oos«+S8iQl»-8in(«-») 
so  wird  die  Gleichang 

(8iiiV-4Biii/3Miiyslii4>iinCft— «)) 


BS  4f^*»(l*-48iii«») 


3.  Es  mögen  sieb  nnn  BO  aod  in  X',  CO  imd  AO'  m  B\ 
AO  und  BO'  i»  C  schneiden,  dann  bezeichnet  man  A*B*C'  als  das 
Brocard'adM  Dreieek.  Ans  der  Conatnietion  lölgta 

Wir  nehmen  der  pridaeB  yorstellnng  halber  ein  spilswinkUgea  I>rei- 
eck  «>^>60P>r  n). 

Daun  ist  B' OA'  =:  B'O'A'  y,  also  liegen  A'U'OO'  anf  einem 
Kreise,  von  dem  sich  ebenso  beweisen  lasst,  dass  er  durch  C  geht 

Der  durch  A'B'C*  bestimmte  Kreis,  welcher  als  Broeaiti'acher 
beMchnet  wird,  geht  alao  durch  die  Funkte  0  nnd  O*.  Da  die 
Winkel  des  Dreiecks     A  Y         so  ist  es  ABC  ähnlich.  Ferner 

«eil  HC  senkr.  anf  AB  nnd  HA'  senkr.  anf  BC^  A'HC' » 
A'B^C*  =  A  also  geht  derselbe  Kreis  auch  durch  H, 

4.  UA'O  -90"-^.  ebenso  //if'O  =  90*^ da  Qber  HO 
nnd  //o'  gleiche  Winkel  im  Kreise  von  Brocard  gespannt  sind,  so 
viX  HO^  UO'.   Aucli  ist  OHO'  —  2^. 

Dies  lässt  sich  auck  durek  direele  Berechuttug  fioden.  Aua 
AHO  findet  man: 

HÖ^  —  AO«+r*-2r^OcoB(i/AO) 
^HAO  — $0»+/J  =  90»-y— ♦ 

alao 

4r«sm«gsln»^  .    ,  4r«sln/>sin»slu(y+») 

—  'jg^  i  ^  '^'^'^  ^^'^^  ^  4"       ~  4  sin  sin  a  sin  /  sin  ^  cos  ^ 

4  siu  a  siu^  cos  j'äiQ^&l 
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Setzt  maa  aao: 

liikttCOtjr     lin/l— CMcriiiiv 

10  wird 

*r*(l-4dll^) 

Beredmet  man  HO'  ebenso,  so  ündet  sich: 

6.  Die  Eektr»ii8V6naleD,  weldie  die  GegenseiteD  QAcb  dem  VcT- 
hiltoiis  der  Qutdimte  der  «DStOfsenden  Seiteo  teilen ,  sind  zugleich 
OefeatfMivenidMi  der  Bchweriiiiien  wd  aekaeideu  sich  im  Grehd*- 
ichm  Pankta  CP,  Wir  beMldneft  dieie  EcktransversaleQ  mit  ao»' 
BOff^  CG^\  Denkt  man  sieb  bvii  Dreieck  AG^  c  durch  iic,'/ 
geiämitlen  und  wendet  den  8eti  des  Menelaiis  an,  so  folgt: 

also 

AG".  AG^  -  (<i*  +  c«)  :  (a»+&«-J-«i) 

Darau  folgt: 

:  /lii(/a  -  (A'  +  c»)  :  (a» 4- Ä« 4. c») 

alfo 

-dÄ<?'  j  AUC  -     :  (a2+Ä=«+«>) 

Qod 

Ferner  ist  aacb: 

also 

oder 

-  |tg^  =  fsiiiytg^ 

ebenso : 

Cr'  6^a'  —  rsinatgd", 

£s  folgt  aber  ans  BA'Ht  sofort: 

'd'JB^^rilBtitg^, 
»Bk  -  rsin^lg^. 

ebenso 
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Daraus  folgt:  Zieht  man  dnrch  die  Ecken  A\  J?*,  C  dos  Bro- 
card'scheu  Dreiecks  die  Parallelen  zu  den  entsprechenden  St  itoii  des 
arsprünglicheo  Dreiecks,  so  sdiueiden  sieb  dieseiben  im  Grebe'scbeu 
Pankto  (?'. 

e.  Nach  Kr.  5.  ist  ^  BÄ'G*  ein  rediter Winkel,  also  geht  der 
iher  HG'  alt  Dnrehmesaer  beschriebene  Kreis  dor^  A*\  ebenso 
gehl  er  dareh  if  nnd  durch  C\  nad  dieser  Kreis  ist  also  der  Bro- 
von  dem  wir  jeCst  7  PnnkCe  haben.  Da  HG'  ein  Darch-* 
ist,  und  H  von  O  and  gleich  weit  entfernt  ist,  so  nach 
G^,  Ist  daaa  8  der  Mittelpnnkt  von  OO',  so  liegen  also  HSG* 
aaf  einer  Oeradeni  Es  ist  femer,  da 

^  OHO'  -  2^, 

also 

OHS"»  ist. 


H8  —  HOeos^  —  rcos^Vl— 4«»^ 
G'O  —  1/Otg^  =•  rtg^Vl— 4siu*ö^ 

8in*d 


/        .  sin«^\       _— ^  rVl-4sin»d 
HG'  -  r  (cos^  Vi  -4sin^  

also  erhilt  man  fllr  den  Baüias  n  des  Brocard'schen 

n  -^yi-3tg«* 

7.  Man  Olle  Ton  A'  die  Lote  anf  die  Seitea,  nämlidi  A'H^ 
A'M\  A*At'\  dann  ist: 

A'H» :  A'Ai  =  sin^  :  siu(y  - 

ebenso 

A'Ha  :  >4'Jc'  —  »in*  i  8in(/l—  ^) 


^'A'  s  ii'ii.  -  aliKr-*)  •       -     -  »n(/-»)'slD(y^^) 
sin^ß'siii»/ 

Es  teilt  also       denWiukel  a  80,daB8  sich  die  Sinns  der  Teile 
umgekehrt  wie  die  Kuben  der  anstossenden  Seiten  verhalten.  Aualog 
werden  BB'  und  CC  die  Winkel  ß  und  y  teilen,  so  das^  sich  AA\ 
CC*  in  einem  Punkte  D  schneiden,  dessen  Entfernungen  von 
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den  Seiten  sich  amgekehrt  wie  die  Koben  derselben  ?erhiUteB.  Wir 
scbreibea  dies  Besaltat  in  der  Fonn: 

1 


siQ(a — Biu{ß  -     '  8in(y  —  ») 
Himiit  Itflsen  sich  diese  L&ngen  Idcbt  berecbnen.  Es  ist  nftialich 

aDüm+bDlh+eDDt  —  2J 

aUo: 

/     sin«     .       sin^      ,      siny    \     ^  „  .         «  . 

WO  X  noch  ein  onbestimmter  Factor  ist,  es  ist  aber 

sin*  l»_ 

8lii(«-d)  —  sin«* 

alio 

somit 
also 

2rsin«/f       ^„        2r8in"l^  2rsin»l> 


(8in(«— "     8ltt«l— •  8in(x— 

8.  Es  schneide  AD  die  Seite  a  in  Z7«,  ilD  die  Seite  6  in  D^^ 
CD  die  Seite  C  in  Z>y.  £s  ist  dann 

Dreieck  ABDm  i  ADJD  =  B  Ai :  X>«C 

ferner  ueh 

<dBl>«  :  ADtiC  —  csin(i^i4Z;)  :  bwn^DAC) 

c_h       \  \ 

also 

/>«  teilt  also  nach  dem  umgekehrten  Verhältaiss  der  Qoadrate 
der  anstonenden  Selten,  während  Om  dieselbe  Seite  nach  dem  Ter* 
htttniss  der  Quadrate  teüt;  daher  ist 

also 

/j  gg*  _   6*  — c*       tinttsin(/g  — y) 
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El  YHThill  lieli  fener: 

alao 

**        sin  /J  cos  (f^ 
sin  y  sio 

9.   BereclraiiDgstt  von  AZ?«  =  Ta,  i'X)^  —  fi,  C'Z>y  s=  r«. 
Da  Ü^C  -»  8i^l>t       Draleek  ADmC  leicht: 


&c-f  2^V4~Z>2c*+aV  -2&^  ac-  C03y  — 2a6g*  C08y 
—  ft'+2&»c»(6--aC0sy)f^*(/>^-i-o-  ~  2aC08y) 

Es  ist  aber 

&  s  a  cos  y-|- coos  «, 

also  erhalten  wir: 

(sinV+sin^y)*"  J 

£b  iät  ferner: 

sin«/l+sin«y  -  (8inS^+u>^¥^'3>^VBUi!y(siB<^+MAV) 

Nach  Nr.  12.  in  A.  ist 

.  ,^  ,    .  .       8in(a-f  |*8iD(c 
slnV+Bin^y  8ia«sin^ 

also 


Digitizedb^öftogie 
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20            Fukrui^nni  Ihr  ßtomr^^dm  WüM  dü  Dmttk». 
ttnV+ttn'^y  ^  

alio 

Et  Iii  dann: 

g|ai(ii^)--38in^d8m(a+d^)+2co8o8in»*--sin(a-f-i^)l9iii-(a  I  ^)-sin2i:^ 
s  iin(ft4^)iin<^nD(«+24^)— 2sib^8m«cosd 

«iin^«Bin(«-H^) 

Diea  giebt 


oder 


gOMtft, 


Bin  ^  sin  y  sin^a 
Bln4^  "iin(«— 

4f^8in*a  8iu(a  -|-  3^) 

2r  sin'^a  V  äiu{  a  4-;i.i^)8iü(a  — ^) 
8in(a-Fi^)  siu(o  - 

10.  Um  zn  finden,  betraditen  wir  Dreieck  ACDm^  welches 
dnreb  BD^  geechnitten  wird.  Wir  finden 

AD  o^+qM 

_      aHl^+<^)          rinVeing/g  +  sin^y) 

gin'g «ip( A + ^)  sin ß  sin  y     ^i^ösinja  i^) 
—  Ä^sin*  ■*   /l-siu(o  — ^) 


nlto 


sin  ß  siuy 
ein'« 
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iD  -i  Ar  yrill(«4.a»)8ill(«-^) 

C/>  -=  2r  )/siü(7+3^ü(y  —  CT) 

Wir  merkmi  enUidi  noch: 

11.  Indem  wir  die  Flächeninhalte  der  Dreiecke  AßDm  uad 
AA'Dm  Tergleidieü,  findan  wir  die  Proportion: 

ATk  .  A'n  28in/J8iny  Ssinasin^ 


Swi'sini^       sinatg^  8iD(a— ^)t^^ 

aiio 

_^  2Mngco3fr— 8in(a— siDfc-H?) 

AD«  Sainocosir^  ^  äänA  oos^ ' 


rtin« 


«od 


^8in(a-|-a^)  ^  raiflg  V 8iü(a4-3¥)8ing— ^) 


8in(«-»^)  C08d8in(«~^^) 


AA'  8ia(a-[-5) 
-i'i>«"Bifl(«— ^) 

Ferner  lat 

13.  BeneiiimK  tob  />JK 

Es  ist  A'iTssl'Ki-Afi^-rtiocIv»— rOM« 

rcoe(g-|-^) , 

Dm^A'B^A'Eß—%A*H.  A*Dcot(A'S,A'D^ 

8in^8iD(g-f^) 
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,  3McOB(H-^)8>P(«--2»)8inO»ii(«+^ 


r- 


Nun  Ist 

8il|S(<t<-2^}  Bi]i(a+ 3^) + 8iii(ft-  2^)tift  1^  tlil(2a+2») 
—  8iB(« — 2»)  1 8in(«— 3^)  Bin(  o + 3^)  +  8iD(2o  +  29)810^  | 

also 

"  i^l«o»*(«+^)+«J»(«-2i^)"iii(«+4*)J 

=  2^2^U+C08(2«  +  2^)+C0SW-C08(2«  +  2i^)} 


r  00§3^ 


13.  £8  ist; 


.  2r8iny  sin^^ 

al8o 

OOt+CO«'—  -^^-{8io)f8iD^+«to«sin|'Mf^  — 8iaaeo«|9riii9) 

=  2r8iQ^{8iuocost^>{-C08«8ia^) 
2ir8i]i<^8in(a+^) 

somit  erhalten  wir  Kür  den  Mittelpunkt  S  von  OO'i 

S8a  —  r8in^8in(a4-»), 

<Sfi^  r8in^8ui()'+^) 
88miS8k:88,  -  8in(«+^):ilB(/(+^):«^(7+^) 
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14.  Em  itt 


=   ^rnuß^ur  ^  AA^ 

Tollt  man  Dtin  SD  nach  dem  Yerh&Itniss  1 :2  aodliült  TomXeil- 
piuikte  das  Lot  aui  a,  so  findet  man  l&r  dasselbe 

8  ""3 

Dieser  Punkt  hat  also  von  den  Seiten  dieselben  Abstinde  als  der 
Schwerpunkt  G  dea  Dreiecki.  Somit  iit  der  Schwerpvakt  des  Dni- 
ecka  «acb  der  des  Dreiedn  DO<r. 

15.  Fällt  man  von  C  das  Lot  auf  A'B'  und  von  A  anf  ß'C% 
Bo  müssen  diese  Lote  den  Winkel  ß  einschliessen,  woraus  leicht 
folgt,  das»  sie  sich  auf  dem  umscbriebenen  Kreise  schneiden  mttssen. 
Auih  folgt  kicht,  indem  man  von  yl  auf  B'C  und  von  B  auf  CA' 
Lote  fillt,  dass  sie  sich  ebenfalls  auf  dem  Kreise  schneiden  müssen, 
and  da  der  Puukt  durch  ein  Lot  und  den  Kreis  bestimmt  ist,  so 
rottssen  also  die  Lote  von  A  auf  h'C\  von  n  auf  (yA\  von  C  auf 
A'B'  sich  in  einem|Pankte  i^dea  ungeschriebenen  Kreises  schneiden« 
Auch  folgt  leicht 

WkL  (AN^^  AB)  SS  {A'H^  A'B')  —  m 

und  hieraus,  daas  N  in  dem  uiDgeschriebenen  Kreise  in  Bezug  auf 
die  Ecken  von  ABC  dieselbe  Lage  hat,  als  H  im  Brocard'scben 
Kreise  in  Bezng  auf  die  Ecken  des  Brocard'schen  Breiecks  A'B'C' 
Daher  ist 

BN'  Bfn^  9:yi—  SliP» 
_2£^  ^        arC0S«g+d)     ^  _  arCOs(/?  +  ^) 

Dann  ist: 

im  —  BNiia(BN^BC)  —  ASriiB(«4> ») 

Weil  alwr 
tot»  Mist 
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24  J-uhrmann:  Der  Brocatdtcke  Wtnkel  de»  JJreuck»^ 

HC  =  2r»8iB(a+c-)  =  r  yr-3t^siB(«+») 

alBO 

jyjy^=    ^iy.gC  2rcosiß  +  &)  rC08(y+^) 

 2rcog(/?4-^)co8(y+^) 

Verlängert  man  nun  DH  bis  zum  Qmgesfshriebenen  Krdio,  so 
mag  der  Schnitti)unkt  mit  dem  Kreise  mit  F  Torlinfig  beieicbiiet 
werden.  Da  nach  dem  vorigen: 

DUiHP'^  co83^:co8^ 

lat,  80  findet  man; 

2r8in'ö-co8^ 


recXeoe^+cosSI^)-  ^^^^^ 

C083l^ 


aetst  man  hier 


öü  wird 


co8t^4~coB3^  =  2  008^  cos  2^ 
2rC08j^ 

i'ia  =  "^5J35"  l C08 a C08  2(^  -  8iii(^  —  ^}8in(y  - 9)  \ 

2rC08(/J -f- 0 jcos(y  +  ^j  ^ 

l-48in2^ 

Darau8  folgt,  dass  P  der  Punkt  N  itlL  Es  liegen  alßo  die  Ponkto 
DBN  m  einer  Geraden. 

Tom  Punkte  N  bemerken  wir  noch  Folgendes;  ^%  ibt 

2rcoi(/3+»)co8(y+^) 

^    2rC08(ff  +  ^) 

albo 

^  ^  4r^C08(a  +  »)C08(/3  +  ^)  (C08(y+^) 

80  da88  ' 
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Bern.  Bei  ünsem  Annalime  liegt  A  in  dem  Bogen«  der  rar 
Seile  AC  geliM  Mao  findet  im  nUgemelnett: 


^  In  dem  Bogen  liegen  wird,  Ar  welchen  das  Zeichen  be> 
tretenden  Corinna  abweidiend  ist;  denn  offenbar  mnaa  ein  Goainni 
eis  ander«  Zeiehen  als  die  andern  haben.  Ea       diea  ana 

l>8in«coa(«+^)  =  0 

16  Sowol  BH'  ala  8D  whrd  dnrch  G  nach  dem  Verhiltnisa 
1 :  2  getailf)  alio  ist  8Hi  DH%  anBserdem 

DH'  —  23H 

Nau  ist 

8H  —  HO  ws^  —  BXGOifB^ 
also   

iSi/ reos^Vi — 8tg>» — cos^  yr^^^äi^, 

DM'  -  2rcoe^yi  —  iin«*  =  2r  VcöiävösS^ 

17.  Sind  4  Ecktransversalen  harmonisch,  so  müssen  auch  die 
Gegentransversalen  harmonisch  sein.  Man  denke  sich  nun  den  Spie- 
gelpankt^i'  von  yl' in  Bezog  auf  «bestimmt,  ziehe  Äs'C  and  Ag'B 
und  betrachte  A,'ÜC'.  Dasselbe  ist  dem  Dreieck  ABC  ähnlich, 
weil  es  im  Winkel  ß  und  dem  Yerhältnisä  der  eiuBchlicsäuudca  Seiten 
übereinstimmt   Da  nun 

^^'■"200«^ 

ist,  ao  also 

A.'C  =  — AB* 

Ebenso  ist 

Am'B"  - 

also  AB'AtC'  ein  Parallelogramm,  daher  geht  AAt'  durch  den  Mit- 
tolponkt  Ut!  von  B'C 

Es  ist  femer  AC'£^  ^  AO<y  in  umgekehrter  Lage;  in  A0& 
ist  nnn  AS  die  Sehwerlinie,  also  ist  die  Schweriinie  AB^'  in  iJET'C 
die  GegentransYersale  von  AS  in  Dreieck  AO€t^  und  da  AO  nnd 
A&  In  ilBC  Gcgeutnasrersalen  sind,  so  Ist  die  Linie  AB^*  oder 
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Fmkr  mann;  Dv  hrocardtckt  Winkel  des  Drttttka. 


AA,'  die  Gegentransversale  von  AS  iu  ABC.  Bestiairat  mau  nua 
B,\  C,'  analog  wie  .1/,  so  ergiebt  sich,  dass  AA^'^  BB,\  CC,'  »ich 
in  einem  Fankto  S'  scbueiden,  welcher  der  Gegenpunkt  von  <S  ist. 

Es  sind  nun  AA\  ABm^  AAg%  AH'  i  hftnnoiiiseho  Stnbleii, 
oder,  was  dasselbe  sagt,  AD^  AG^  A8\  AH\  also  anch  die  Gegen- 
transvenalen  derselben;  nennen  wir  nnn  den  Oegenpankt  von  i>, 
so  sind  also  AI/^  A0\  AS^  ilff  4  harmonische  Strahlen.  Von  dieaen 
liegen  h;  5,  G*  aal  einer  Geraden,  also  gebt  AJy  darch  den  4ten 
harmonischen  Pnnkt  von  J?,  5,  G^,  Da  wir  fibr  Ecktransversalen 
ans  B  nnd  C  dasselbe  folgern  kdnnen,  so  ist  also  der  Gegenpankt 
von  D  der  4te  harmonische  von  BSG\  eoqjngirt  sn  fi.  Da  ferne 
00'  senkrecht  sn  BG*  Ist,  so  ist  der  Pol  tob  0<y  in  Besag  nof 
den  Brocard'schen  Kr^. 

18,  ABC  und  A'B'C  haben  denselben  Schwerpunkt  Wir  be- 
weisen dies  leicht,  wenn  wir  uns  erinnern,  dass  '2  Dreiecke  den 
selben  Schwerpunkt  haben,  talls  sie  nar  eine  Schwerlinie  mit  An- 
fHigs-  nnd  Endpunkt  gemein  liaben* 

Nuu  haben  ABC  und  AA'A/  die  Schweriinie  ABa  gemeinsam; 
nA'As'  und  A'B'C'  haben  aber  die  Schweriinie  A'B^  gemein,  also 
hat  ABC  mit  AA'A,'  und  dieses  mit  A'B'C*  denselbea  Mwerpnnkt* 


19.  Es  Ist: 


B8:SG'=^Hiy  iG'ly^ 
G*8  "  G'Onn»  —  drisln^ 

HS  =  HOcOB9^  =  2rtC08^ 


Setit  man  nan  G^lf  =»,9o  heisst  die  Froportloo: 


also 


2nsin^  ,  2r»cotfa> 
"ISäT'  "   cos2»^  • 


rcos^ 


Vl-4«n»^ 


Da  nans 


DB*  SS  3f  C08<^>1— 4aia>» 


so  Ist 


DB'i  ffir^2cos2»:l 


Feraer : 


C08l^+  C08  3^^ 

cos^ 


1  :acos2^ 


also 


BBiND^Biy  iDB' 
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Da  dir-  letzten  Lioien  parallel  sind,  aod  NHD  in  einer  Geraden 
li«lgen,  80  auch  ND'H'. 

901  Da  />'  Oegenpnnkt  von  X7  ist»  lO  folgt: 

DDm  :  ryih' :  I^Dt  =  iin(«— ^)  :Mntf— :flin(y— ^) 

lyDa'  =  ar8in(«  - 
jyDk'  =«rinO-n 


odor 

«r{riMin(c-^)+8iD/'sin(^-^)+dii]fiin()r-^]^    ^  =r  S^fi 
A.  N.  11. 

D'Dh'  = 


r8ln^8i&(/!^<- 

C083^ 

r8iii{)-sinfy  — 

C082^ 

21.  Man  lege  aan  dnreh  &  die  Ptnlieten  m  den  Seit«», 
welche  dieselben  dann  In  X,,  jL^,  iv/,,  3/^  isr,  treioii  mögen.  Um 
den  Index  festzustellen,  failcen  wir  die  cyklisdie  Beihenfolge  der 
Mtea  mheß  ...  fest^  diejenige  Seite,  «elehennGh  dieser  Bdhenfolge 
waa  geht,  erhitt  den  Index  1.  Es  sehneidet  also  die  Farallela  tu 
«  dia  Sslla  a  in  JL,  and  h  ia  M^,  die  Parallele  sa  a  schneidet  h  in 

nnd  0  in  iV^  die  Parallele  zu  h  schneidet  «  In  Ng  nad  «  In  £|« 

Dia  Synunediana  AGa  irird  dareh  die  andeca  in  (T*  so  ge- 
sdnillfln.  dnan 

ist,  ebenso 

Gfi*G'  i  Gß'B  —  ^  ;  (4r>       + o>), 


Digitizec 


2B  Fuhr mmmui  Dar  lirocar^uk»  Wutkä  d$$  Drmeek$, 

Ilaraas  folgt: 

^^.=  ^pä^  otc 
Es  folgt  daraus: 

ebeofo: 

.         :  BL^  «-  0  :  a 

also  sind  BL^Nt  ttBd  ahnlieh  onler  rieh  oad  dem  Dreieck 

J^a  Durch  L^N^,  N^L,  Iftsat  sich  alio  eiii  Kreis  legen,  lOr  wel- 
chen  LiNg  nnd  I^^A^i  antipandlel  sind,  daher 

Da 

M,  ae_  

BÄ  ~a«4-i^+c2 

so  ist  also 


oder 

V         «fttf  2^sitt« ritt y  sin  y        .  ^ 

-^-Wf  -  alf4Ä+ci  "  rin«ii+riii«/J+s^ 

Es  ist  also  auch 

Die  Entfemaogen  der  so  bestimmten  Punkte  auf  je  2  anstossesden 
Seiten  sind  gleich,  wobei  der  Index  1  dem  letsten  Bochsteboo  nach 
der  qrkliachfliL  Reihenfolge  gehArt 

Die  Stocke  auf  den  Seilen  salbet  Yerhalten  sieh  wie  die  Koben 
der  Seiten.  Es  ist 

q*  sin^g  ^  rBm(a  —  ^) 

^ ^     ^+6-' +    "      Bin>«+8in>/3 -f  sia-/  "     cos ^  * 

juni  r  sin 
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V  V  <^       _  0  8inV    rgiii(y— ») 

'  *     ««-M»-Ht  ~    titf«  +  »iiiV+»iii«y  oot^ 

22.  Ljl^NjN^  liegen  aaf  einem  Kreise;  da  nan  L^M^WAB 
VDd  .^/.  =  A,  J/j,  ist,  80  liegen  auch  L^N^N^M^  auf  einem  Kreise, 
der  durch  Z^jA,  A',  schon!  bestimmt  ist.  Derselbe  Kreis  muss  auch  durch 
iV,  A'j  3fjL  gebeu,  so  dass  die  ü  Funkte  L,  Af,  M,  Aj  auf  einem 
Boti  demselben  Kreise  liegen,  welcher  von  R.  Tucker  der  triplicate- 
ratio-circle  genannt  wird  (vielleicht  mit  Kreis  der  Steo  Potenz  zu 
äbersetzen).  Er  beisat  jetzt  der  erate  Kreia  von  Lemoine. 

Darana  folgt  noch  aofort: 


also  die  Oreiedm  l^m^n^  und  l^m^n^  eliunder  coigraont 
ml.  Ea  ist  dabei 

aas  analogen  Schlflsaen  folgt,  dass  die  andern  Winkel  des  Dreiecks 
L^M^N^  ß  und  o  sind,  so  dass  die  Dreiecke  dem  Dreieck  ABC 
Ibniich  sind. 

£a  mOgea  aieh  ferner 

Z«i  und  A^f  in 
M^N,  ^  L^M^  in 
NtLg    „    Jfsi^,  in  Q 

schneiden,  dann  folgt  aus  dem,  wüh  oben  von  L^L^M^M^N^N^  ge- 
sagt ist,  dasä  die  Dreiecke  A^L^L^^  B^.^f^M^^  C^N^N^  gleich- 
schenklig sind,  und  dass  die  Winkel  an  den  Groudlinien  immer  die- 
selben  sein  mOssen,  da  sie  als  Peripheriewiukel  auf  denselben  Bogen 
stehen,  z.  B. 

83.  LgMf  gahi  duch  G\  alao  Mch  durch  C.  Nvm  iit 

illO 

D«  fsnur  |  iX^  iat,  io  dMülA^  LtC  eU  FanllelogrMiin  iit, 
da  JC  mil  jUr  dea  Winkel  ^  bildet,  tacb  L^Ifg  mit  die 
iMMtokUgea  Dreiecke  A^LgL^,  B^M^  J^,  C«^^!^^«  beben  alao 
le  dar  Onndliaie  den  WiBkal 
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F^kr mannt  £kr  Broeard^Mkt  WiM  dt*  DnUdu. 


24.  FUlt  man  das  Lot  Q^Qm'  an!  a,  so  «rgiebt  nch  fta  die 
LftDge  £|<?a'  offenbar: 

Ferner 



also 

Es  ist  also  der  Mittelpunkt  von  z,j  aneh  der  von  li^<?a'.  Er- 
richtet man  im  HittdiNinkt  von  l^l^  das  Lot,  so  gebt  dasselbe 
durch  den  Mittelpnnkt  des  Kreises  der  3ten  Polens,  wählend 
das  im  If  ittelpunkte  von  BmOm'  errichtete  Lot  durch  den  Mittetpankt 
des  Brocard'scben  Kreises  geht  Da  diese  Schlnssfolge  fttr  alle  Seiten 
gilt,  80  folgt,  dass  die  beiden  Kreise  denselben  Mittelpaokt  haben. 

Dieser  Mittelpunkt  sei  ^,  der  Radius  des  Kreises  der  3ten  Po- 
tenz ist  ZLj.  Es  ist  nun: 

ZZa  —  Jlrsinatgd'  +  rcosaJ 
 rcos  (tt  — ^) 

rgin(«  —  ^) 

2~  "  2C08^ 

also,  wenn  rt  der  Radios  des  Kreises  der  dten  Polens  ist, 


oder 


^  _  fgjcosS«— ^)+sin»(g— _  r« 


r 

ri  = 


S6.  Betrachten  wir  noch  die  Dreiecke  tiMjNt  und  L^M^N^ 
niher$  XfJlff  congr.  LiM^If^  ähid.  ABC,  Die  Seiten  der  ersten 
Dreiecke  bilden  mit  den  entsprechenden  des  andern  Winkel  =  9-, 
es  ist  femer 

Wkl  A»Jl^  O'ssM^NtA^^ 

ebenso 

also  G'  der  erste  Brocard'scbe  Punkt  des  Dreiedn  M^N^Lt,  Dft 
ferner  Z  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  M^N^L^  nmscbrfobeneB 
Kreises  ist,  so  liegt  Z  auf  dem  Brocard'scben  Kreise  dieses  Drrf- 
ecks,  uud  dreht  man  ZG'  uro  2^,  so  ist  die  dadurch  bestimmte  Lage 

von  G'  der  2te  Brocard'äche  Punkt,  es  ist  nun 
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G'ZO'  =  2^ 

also  <y  der  2te  Brocard*Bche  Ponkt  dlfliM  Drdeckf. 

Im  Dreieck  N^LiM^  sind  ebenso  O  and  &'  die  beiden  Broeard'- 
Beben  Pnnkte. 

Ks  sei  endlich  noch  bemerkt,  dass  BOlL^Afi,  CO  \\  M^N^, 
AO\\N^L^,  so  (lass  die  Seiten  des  Dreiecks  L^M^N^  den  Ecktrans- 
vrrsalen  dorch  o,  dagegen  die  Seiten  des  Dreiecks  Lgld^ü^  den 
EcktraosversAleA  durch  o*  {Murallel  sind. 

96.  Berecbouog  von  NU*. 

£i  treffe  das  Lot  von  N  anf  die  Hobe  AA^  dieselbe  in  A% 
dann  ist 

Air"  -  2wr«+J5f*jr«  -  na^-ax^+h'x^ 

—  «A*  —  {AX  —  H'X y{AX+  H  X)  —  iV.!»— /!//'. (^J:-|-H'JC) ; 

.V               a;x.'      o    •  ä        .  2reostf-|-^)co8(y-f  jf) 
=  ^-ila  — iVAa  =  2r  SIU /3  Stil  ^  l--48in*^   * 

H'jr ^  Ä'il.-.  NN.  -  2reosf  00S/+  l^ism4  • 

AH'  —  2rcoaa, 

2rCQ8(»-f-<^) 

yi  -  4  sin''^ 

£s  ist  also: 

^U't  .  4r\:osHa+l»>^  .  Sr^s«cOB(/?i<»)cos(y»» 

"   l  -4ein^         cosacos^^p  y;—  i^^nM 

-  iii^^|cos«(«+d)-cosaco80J-y)(l-4sln«^) 

— 2c08OC08(/J+^)C08(y+<>)| 

cog^(«-f-^)  «=»  C08^acos*d-j-8in*a8in*^ — 2Rinnco8a8in*9^co89^ 
2cosaco8(^4~^)<^X+^) 2cosoco8i3cos/Los^Cf  -2cosa8iii«8in^cos^ 

+2co8«Bin/3Üny8in^ 

also 


t 


I4r« 


NH'      j^^gi^looa'a— 2co8«cosßco8y— co8«co8(/i— y) 

-fBin<8<sin^---eosV|-4coa«eoe(/3-  y) 

-|-2co8oco8^co8y— 2co8«r8in^siiiy  )| 

4r' 

—     ^^^ii^t— 4coBgcoBj?eosy+(l+8eoa«cosjteoay)ain^ 
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2r» 

=  £114^^1«^'  -8co8aco8i3co8y+(l  +8co8ac;o8^cosy)(l  -  cos2*)} 
iZTHP?'^  — (l4-8co8aco8jScosy)co82^J 

—  ÖC08OC08^C08j^)COSi^--(l-l-8ü08«C(lS/Jc08y)CO83^J 

27.  £8  lä8st  sich  uuu  aus  dem  Dreieck  NH'Hder  Winkel  ^ 
berechnea,  den  die  £uler'sche  Linie  HH'  mit  der  Linie  bilder. 
Setzt  man 

C08aC08/3cO8y  = 

80  ist   

also 

2r» 


lIl4^-,^|l~(l+%)co82aHr«(l-^j)-fr«-2r«  Vi--Hg.  cos  g> 
Hieraus  folgt  nach  einigen  Umformungen:  • 

(1— 4gin«a)Vl— 8? 

Ebenso  leicbt  dor  Winkel  ^,  den        and  DU'  bilden. 
Man  findet  ans  Dreieck  DHH' 

C08  W   y-      ■      =-S  • 

28.  Es  war  gefnndea : 

Dieee  Längen  können  angesehen  werden  als  Diagonalen  von  Parallele« 
gramiDen  BN^G'L^,  N^AM^G\  CL^G\  Zieht  man  also  durcb  den 
gemeinschaftlichen  Eckpunkt  G '  die  Parallelen  zu  den  Linien ,  so 
sind  die  Stücke  dann  innerhalb  der  betreffenden  Dreiecks  wink  cl  ^, 
«I  y  doppelt  so  gross,  also  nuter  sich  gleich,  nämlich  —  Srtgd^.  Be- 
schreibt Hian  also  mit  rtgi^  als  Radius  den  Kreis,  so  werden  je  2 
Seiten  immer  unter  dem  Durchmesser  geschnitten.  Nennen  wir  die 
Schnittpunkte  entsprechend  L^^      auf     i^,      auf  6,  i^s,  anf 

so  ist  also  a.  B.  L^N^  ein  Durchmesser,  ebenso  ^^i^, 
Daraas  ergiebt  sich,  daas  die  Seiten  des  Dreiecks  LgM^Ü^^  so?ri6 
die  von  L^M^N^  senkrecht  in  den  Seiten  von  ABC  stehen  Diese 
Dreiecke  sind  also  zn  ABd  ähnlich^  and  da  sie  demselben  Kreise 
einbeschrieben  sind,  so  sind  sie  einander  eongment 
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Da  der  Radial  rtg^  iit,  so  ist  tg*  das  Yerbältniss  der  Seiten 
dieaea  Dreieck!  sa  de&  Seiten  des  arspriagUoben  Dreiecka. 

Bern.  Dies  BeMÜtat  konnte  direct  ao§  den  EigeoBchaften  des 
Grebe'schen  Ponktet  O'  abgeteitot  werden,  wenn  man  nocb  bemerkt, 
dass  die  resp.  Durchmesser  MgN^^  ^iJ^%t  Seiten  des  Hdben- 

fnaspnnktdreiecks  parallel  sind. 

29.  Man  lege  fortlaiifind  an  den  Ecken  eines  Dreiecks  Getad« 
an,  welcbe  mit  einer  anstossenden  Seite  den  Winkel  <p  bilden^  es 
•oU  mtefftncbt  werden,  wie  aleh  das  nea  entalandene  Dreieck  AiBi(\ 
Bin  aMea  ABC  f eiWL 

Es  soll  deia 

{AB,  AtB;)  -  (na  B^Ci)  -  (CA,  C^At)  -  y  (Flg.  S). 

Zunächst  ist  leicbt  einzasebcn,  dass  diu  Winkel  dos  oeoen  Drei- 
ecks denen  des  alten  gleich  sind,  die  Dreiecke  sind  also  einander 
AhuUcb.  Es  ist  ferner 

also 


A^ßy 


6sin|3sinq)icsin«ain(g-|-y) 
■iBMln/l 


*  iinaiiA/l 

«•-^  (ilnMis/hinyeoi94<l*feoi«eoi/lcoav)iin9) 

^  ^      o8iD(y+»)     ^  -  *sin((p-K) 
sin^     *  ain^ 

Das  Aebnlichkeitflverh&ltniss  ist  also  — » 

Ist  9  —  ^»  80  ist  dies  YerblUtniss 

^  =  2cos» 

ftbereinstimmend  mit  dem  Besoltat  in  B,  Ii.  SM. 

Setzt  man  femer  ^  «  90*^  lo  iit  eot^  das  Aebniichkeitsfer- 
hftltnisff- 


lit  9  ae  — M  Ist  M16  Dveleck  0,  die  3  Linien  «dmel- 
den  steh  sich  in  einem  Funkle,  nie  heknnnt  Ist  noeh 

80  giebt  dies: 


siu»      -  * 
»•0.2 

Zeichnet  men  endlich  2  Dreiecke,  von  denen  des  eine  dne  be- 
stimmte C|  ist,  während  die  Seiten  eines  ten  Q  zn  den 
Sellen  des  Dreiecks  X|  B^  C|  senkrecht  stehen,  so  Ist 


A,B,C,:=ABC^-^^, 


«n^ 
nlso 

30.  Man  fälle  von  G'  du  l.ote  auf  die  Seiten,  also  0'Ga\  G'Ch\ 
G'G'cy  wodurch  man  das  Dreieck  Ga'Gh'Ge  erhält.  Das  Dreieck 
zerfällt  iü  die  3  Teüe  G'Ck'Qt\  G'QtO*m,  0'Q»Ok.  Da 

G/G'-rsinetg^ 

ist  etc.,  so  Ist 

O'Qk'O^'  =  jte^sin/Ssin  ysina 


denn  der  Winkel  an  &  eiigänst  a  in  2  Rechten;  also 
and 

Da  durch  G'Ga\  G'Gk\  G'Ge  das  ganze  Dreieck  in  3  gleiche  Teile 
geteilt  wird,  so  ist  G'  der  Schwerpuukt  ?on  Ga'Gb'Gc. 

Hin  hat  also  ancii  nmgelMhrt:  Erriditet  man  in  den  Endpunkten 
derSchwerllnlen  eines  Dreiecks  die  Lote  sn  denselben,  so  ist  in  dem 
nen  entstandenen  Dreieck  der  Schwerpunkt  des  ersten  Dreiecks  der 
Grehe'sche  Pnnkt  des  andern.  Das  Yerhältniss  der  Flächeninhalte  ist 
j  tg'^.  Auch  folgt  leicht,  dass  die  Seiton  des  Dreiecks  Gm'Gh'Gi' 
den  Schwerlinien  des  Dreiecks  ABC  proportional  sind. 
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Fällt  man  vom  Schwerpankte  (r  die  Lote  GGa ,  6r(/»,  GGc  auf 
die  Seiten,  so  erbiUt  man  ein  Dreieck,  desaeu  Inhalt  . 

ttt  Die  Seiten  desselben  sind  proportional  den  Prodncten  ans  Seite 
Md  angehöriger  Schwerlinie  des  orsprangüchen  Dreiecks. 

31.  Zieht  man  ferner  die  Transversalen  AGa\  ßGß\  CGy  durch 
G\  80  bestimmen  die  Punkte  Ga  G^' Gy  ein  neues  Dreieck,  dessen 
Inlialt  sich  leicht  bestimmen  lässt. 

Da  Gl'  die  Seite  a  nach  demVerhlltniss  ^ih^  teilt,  so  findet 
man  leielit,  indem  man  die  Dreiecke  A(f^'Oy\  BO^*Qu\  CGu*Gfi' 
von  gaaseii  Dreieck  absieht,  fflr  das  gesochte  Dreieck 

(«H-«*)  («*+*■) 

 2/f8in*arsin*/?8in*y  

(sin*lH-«inV)(«i>>'H-sinM(«n*«+8in<A 
 gjsin»» 

~  8iD(«+^)sin(|3-K)sinYy-|-^; 

Denselben  Inhalt  gleht  das  Dreieck  DaD^Dy,  welches  durch  die 
Eektransversalen  nach  dem  Punkte  D  erhalten  wird,  wie  daraus 
leidil  folgt,  dass 

etc.  ist. 

32.  Constrnirt  man  Ober  den  Seiten  eines  Dreieclcs  (Fig.  2.) 
ABC  die  gleichseitigen  Dreiecke  BCAj^  CABgj  ABC^^  so  sind  die 
L&Dgen  AA^^  BB^^  CCi  einander  gleich. 

Man  erh&it: 

AA^*  —  CA^*'\-CA*'-^CA.CAy  cos(600  +  y) 
—  a«-f  Ä*  — 2iiico8(G<)'^-f 
=s=  o*4-4*  — a6  cosy-f"  oittnyVS 

nun  ist 
also 

Sbemo  also 
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CoDstruirt  man  die  gleichseitigen  Dreiecke  BCA^,  CAB^,  ABC^ 
welche  mit  dem  Dreieck  ia  denuelbeii  Flftcbeateile  liegen,  so  findet 
man  ebenso 

tlto 

AA^.AAg  -  BB^,BB^  =  CCj.C'C^  -  (X— 3tg*i^) 

33.  Diese  Geraden  AA^^  BB^,  CCi  schneiden  sich  in  einem 
Ponkte  Pt  bekannt  und  leicht  zu  beweisen  ist.  Die  Winkel 
am  Punkte  P  sind  alle  einander  gleich  and  betragou  also  120*.  Be- 
kanntlich hat  ferner  Punkt  P  die  Eigenschaft,  dass  PA+PB+PC 
ein  Minimnm  ist,  wenn  kein  Winkel  grösser  als  120''  ist 

Gonstniiit  nuui  hmw  durch  Af  C  die  Lote  sv  den  Ltaieii 
jiP,  BP^  CP^  80  flchliessea  dieselben  ris  gleichseitiges  Dreieck  ein, 
welehes  ziigleioh  das  grOsete  ist,  welches  um  ABC  oonstniirt  weiden 
kami. 

Um  dies  zu  beweisen,  schicken  wir  folgenden  Satz  voran,  der 
leicht  zn  beweisen  ist.  Von  allen  SecanteUf  welche  man  durch  den 
Schnittpunkt  zweier  Kreise  legen  kann,  giebt  diejenige  die  grösste 
Sehnensnmme,  welche  parallel  der  Centrale  ist.  Nun  schneiden  sich 
die  Kreise  durch  ABC^  und  ACB^  in  A  md  P,  also  ist  AP  die 
Cbordale  jener  Kreise,  die  Centrale  ist  also  zu  i4P  senkrecht,  and 
die  8ecante  durch  A  senkrecht  zu  AP  giebt  die  grOsste  Summe 
der  Sehnen,  d.  h.  die  grOsste  Seite  eines  gieichseitigfiii  Drdecln  nm 
ABC, 

Wir  setzen  uuu: 
dann  ist 

APxh  -  sSnMl^tf) :  sin  W 
ferner  folgt  ans  dem  Dreieck  AMBt 

sinUiiji') :  sin  (600+  «)  _  c  :  iL 

also 

hMniAB^P)  ^  ^_^£6in(GÜ«+_o)  ^  o^c  sin ( 00*^+  a) 

sin60«  jl  sinöO«  aX.biuai«' 

4rAsin(6U"  +  a)      2z/ 8in(600-fa) 
2r.A.sina8in6l/»  "  AsinasintK/' 
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Ebenso 

„  a^8iii(6o*+^) 

2^gin(6(y>+y) 
AniiyBiiieoi» 

Benlchnet  man  nun  das  grosstc  umgeschriebene  gleicbseitige 
Dreieck  mit  AmBrnCmt  so  ist  znnächst  i'B,^  cm  Durchmesser  des 
Kreises  am  ACBi  oder  ACBm.  Derselbe  ist  also 


sin  60» 

Dann  ist 

 »  ftt 

Bin^eO** 

wir  können  aber  setzen 
also   

IÜ90 

wo  die  Seite  des  «ngeacbriebeiieii  gieidueitlgeD  Dreleckt 

let  Es  veiliftlt  alcb  AA^  mr  Seite  dee  gesuchten  IMe^,  wie 
Hdke  uid  Seite  in  gMekseitigen  Dreieck. 

Der  Inkalt  des  Dreiecks  ist  aiso 

2^cos(e(y—^) 

—  sin^.sineo^ 

Bsnertnng.  Dalllr  ilPs«,  BF  — CP— sdieQMckmigeB 
beiteken: 


I 

^    ..L  o  i.y  Google 
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80  lind  diese  Gleichongen  hierdorcb  aufgelöst,  da 

geseut  werden  kann,  r  aber  ans  der  Oleicbnog  bestinuat  wird 

abc 

34.  Ist  ein  Dreieek  zwischen  3  ähnlichen  und  ahnlich  liegendeii 
Dreiecken  hesdirieben,  so  dass  es  dem  einen  nmgeschriebca,  dem 
andern  ungeschrieben  ist,  so  ist  es  die  mittlere  Proportionale  iwiscben 
beiden.  Ist  daher  ein  Dreieck  von  bestiramter  Gestalt  das  grOsate, 
weiches  nm  ein  anderes  beschrieben  werden  kann,  so  ist  das,  welcfaee 
jenem  fthnlich  und  Ähnlich  gelegen  nnd  dem  Dreieck  dngescfariebon 
ist,  das  kleinste  von  jener  Gestalt  Das  kleinste  gleichBcitige  Drei- 
eck also,  weiches  einem  Dreieck  eingeschrieben  werden  kann,  mnas 
Seiten  haben,  welche  eben&Us  sa  AA^^  BB^^  CC^  senkrecht  stehen. 

2Jco8(€0*--4^) 

Da    ginj^änCoT""       Inhalt  des  grdsstcn  amgeschriebcnen  ist»  so 

mnsB  ^  4^(00^^  Inhalt  des  kleinsten  eingeschriebenen  Drei- 
ecks sein  nnd  die  desselben 


i/sin^ 


coa(eO»— ^) 

Jnim  rkuiig.  Das  kleinste  gleichseitige  Dreieck  sei  j^oB^Co. 
Daun  i?iüsseu  sich  die  Kreise  um  ABqCq^  BCqAq^  CAqB^  in  eiueni 
PiMiktc  schneiden.  Da  AqBqCq  das  kleinste  Dreieck  mit  den 
Winkeiu  60®  ist,  so  ist  ^/?Cdas  grösste  um  .lo/^o^u  tienWiukelu 
o,  y,  daher  siud  die  Sri  ton  den  Ontralen  der  genannten  Kreise 
parallel,  also  sind  die  beitcu  rcsp.  senkrecht  zu  i^'A»,  -'^'Äh  P'C^- 
Verbiudet  mau  also  /*'  mit  A,  C,  so  gehen  diese  Linien  durch 
die  betrefleiuli  11  Mittelpunkte  jeuer  Kreise.  Da  nun  die  üöben  und 
«lic  Durchmesser  der  umgrsrhriebeucn  Kreise  an  den  Ecken  eines 
Driipcks  Gcgentransversalen  sind,  so  tolgt  also,  dass  die  hier  be- 
stimmten Pankto  r  und  F'  Uegonponkte  des  Dreiecks  ABC  sind. 
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Die  Lissajous'schen  Curven. 

Von 

Heim  Dr  H.  Ekama 

ia  Aiaerifoort. 


Untiom  >}  bat  aclioii,  als  er  ^eae  Cnnren  beschrieb,  etwas  aber 
die  analytisdieo  Eigeneebaftea  pabUdrt,  jedoch  sehr  nnToUstandig. 
Es  seheiat,  dass  aacb  ihm  Aber  diese  Sache  ifealg  oder  nichts  her- 
aoüogeben  ist,  bis  1864  aa  der  Uaiversittt  sn  GMtingeo  eine 
Diasertation  von  A.  Himstedt  erschien^  betitelt  „Ueber  Lissfji^as'sche 
Cnnren*'.  Ia  dieser  wird  noch  genaaat  eiae  Dissertation  tob  Wilhelm 
Braan,  betitelt:  „Die  Singnlaritatea  der  LissaJoae'sefaea  Stimmgabel- 
ennren/'  Nach  Himstedt's  Andentaag  ist  es  mir  aicht  gelangen,  diese 
Dissertation  in  ^aer  Bibliothek  zo  finden,  aad  ich  weiss  nicht,  wie 
Braaa  die  Lissafons'sehea  Cnrven  bebandelt  hat 

Himstedt  betrachtet  gleich  wie  Lissajons  nur  den  Fall,  wo  die 
beideu  S(  h\viiiguiigsrichtongen  senkrecht  zw  einander  stehen;  ich  habe 
versucht  diese  Cur^'en  so  allgemein  wie  möglich  zu  behandeln  bei 
der  Annahme,  dass  die  Schwingnngsrichtungen  ciin  u  Winkel  m  mit 
einander  machen,  so  dass  wir  w  1>0^'  oder  w  —  0  setzend  die 
LissiUoaa'scheii  oder  die  üimatedt'schen  Formeln  bekommen. 

Die  Ampiitadea  der  beiden  Bewegnngen  selsa  a  ond  b  aad 
nehmen  wir  an,  dasa  ia  der  Zeit,  ia  welcher  die  eine  Bewcgaog  n  ' 
SchwingoDgen,  die  andere  m  Schwingungen  macht,  indem  diese  Zeit 
80  hleia  genommen  wird,  dass  »  tad  m  gaaie  Zahko  shidf  welche 
keinea  awafllaHfliaftlichiwi  Factor  habeiL 


1)  Aan«  d«  Cbini«  st  U  Fhyiiqit  JU^  Btah  LI.  p.  47. 
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Die  beiden  SchwiDgangsrichtangen  sollen  die  Coordinatenachscn 
Mio,  dann  haben  wir  ein  schiefwinkliges  Coordiii&t6iiB^st6iii|  boi  wel- 
chem der  Winkel  zwischen  den  Achsea  u  ist. 

Den  Augenblick,  von  welchem  wir  die  Zeit  reehneiiY  kdnnen  wir 
wülkfirlich  wählen;  nehmen  wir  an,  daas  in  diesem  Aligeiiblicka  der 
Punkt  sich  auf  der  Y  Achse  befindet,  io  werden  nach  einiger  Zeit  i 
die  Coerdinaten  des  Punktes  sein: 

«i-asin2»'^  nnd  ^  -  *sin2»  (1) 

In  dieser  Formel  ist  p  der  Weg,  welchen  der  Punkt  in  der  Richtung 
der  F  Achse  sehen  beim  Anftng  der  Zeitrechnung  EuUckgelegt  bat,  also 
ist  j»  Phasendiffereos  der  beiden  Bewegnogeo.  Welter  Ist  7  die  Schwin- 
gnngsaeit  nnd  k  dieWellenlinge  der  Bewegung  der  X Achse  entlang 
nnd  T'  nnd  X'  die  entsiweehenden  Grossen  der  F  Achse  entiaug 
Durch  Elimination  der  l  finden  wir  die  Gleichung  der  Curve ,  doch 
erst  werden  wir  die  Formeln  verdnluhen.  Wir  wissen,  dass  nT— mr' 
und  fU— mX'  ist 

Wir  wissen,  dass  »2*«  mT'  nnd  lU  —  «a'  ist,  also 

asin2»  ^  und  y,  — 

Sei 

»^-fi6  nnd 

60  wird  . 

«Bf  ->  asin2ii6  und  jti  =  6 sin  {2m0 -f  ^)  (2) 
Ans  diesen  Formeln  mnss  B  eliminirt  werden;  dies  gibt: 

9         arcsin  - 
2»  a 

ilso 

jfi  -  *8in| ^arcsin (3) 

Diese  Formel  Ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Lissigous*schen  Curven 
in  dem  oben  gegebenen  Goordinatousysteme.  VorlAnfig  werden  wir 
Jedoch  die  Fonnein  (2)  gebraochen. 

Die  Cnr?e  whnd  dnreh  den  Coordinatenaufangspunkt  geben,  für 
«I Ä  0,  y,  —  0,  also  ftr  2mB  —  kn  und  2wia+ =  in. 

Durch  Qiminatton  der  #  finden  wir 


Es  war 
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ilM  iii 


9m^  8 


k  und  /'  sind  i;:iaze  Zahlen;  /  kann  alle  Werte  von  m  bis  1  haben 
uud  i  alle  WiTte  vun  u  bis  1.  Wenn  /  grösser  als  m  ist,  so  ist 
die  Phasen differon/  cini^M'  Wellenlängen  und  irgend  ein  Bruch 
solcher,  so  diiss  wir  dicsolbü  Curvu  tiüden ,  als  wenn  die  Phasen- 
differeriz  jenem  Hnirhe  gleich  wäre,  k  wüido  auch  n  Werte  haben 
küüuei],  allein  aus  der  Formel  geht  hervor,  dass  wir  nur  verßchiedene 
PbaseDdiffcrcnzeu  für  =  ü  uüd  =  1  Huden  werden.  Also  gibt 
es  2m  PhasendifTerenzeu ,  bei  welchen  diu  turve  durch  den  Coordi- 
Datcnanfangspunkt  geht. 


I>tr  Zihler  kann  alle  ZaUea  you  1  bis  9m  sein,  alio  miiM  idn 


worin  B  alle  Werte  von  1  bis  2m  hat.  Die  Curve  wird  also  immer 
bei  einer  Phasoudiffercnz  gleich  0  oder  gleich  oder  ik'  durch 
deo  Goordioateoanlaagspaiikt  gehen. 

Au  den  Formeln  (8)  folgt,  dass  nie  grosser  sein  wird  als  a 
nnd  nie  Uefarar  als  -a;  eben&Us  dass  jri  nicht  grosser  als  h  nnd 
Bklit  Ueiser  als  —6  sein  wird.  Die  ganie  Cure  wird  also  in  einem 
PaiaUelogramnie,  dessen  Selten  2«  and  36  sind,  and  dessen  Winkel 
•  ist,  eingeschlossen  sein.  Wir  weiden  jetzt  nntersnchen,  wann  die 
Carve  dntck  die  Ecken  dieses  Fanllelogramms  geht  Kennen  wir 
die  Eck«,  wo  =a  und  yi  —  6  ist,  P\  wo  C|  «  — a  nnd  wi^h 
ist,  Q;  wo  «1 »  — a  nnd  yi  = — 5  ist,  J?,  nnd  wo  «|  *  a  nnd 
M^-6lst,& 

Soll  die  Corve  durch  F  gehen,  so  mnss  sein: 


P 


oder  weil  l 


t  _  U+1 
T'^  4 


nnd 


nU   ^  mp  4/-|-l 

•r  +  ni  4 


k  nnd  l  sind  wieder  ganze  Zahlen. 


1)  Oefter  werden  k  uod  /  io  dieser  Weue  gebriiuciit  vrordeo,  jedoch  be- 
■Mit  twiadMa  den  Tenchiodonen  k'»  and  l'g  keine  Beiiebnng. 
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mp  m  ik+l  U+1 

oder 

II  ksan  MiB 

!4r+l  /  4«-|-l 

4r+3  i  4i+a 

4r  (4t 

r  und  «  tiod  ganze  positive  Zahleo. 

IHese  venehiedeneii  Werte  in  obiger  Gleichaog  sobttitnirt  geben 
die  Pbawndiilereiizen,  bei  welchen  die  Cnrve  durch  P  geht.  In  einer 
Xibelle  zosammengesetzt: 


I  m  =  4rfl.{  m  -  4«+2  {  m  -  4H-3  |   m 4t 


0  1 

^A'  oder 

n 

1»  -  4r+2 

fiUlt  weg*) 

ftlllt  weg 

iis:4rf3 

oder  ik' 

0 

i»»4r 

fint  weg 

mit  weg 

In  dieser  Tabelle  siud  gleich  wio  in  den  folgenden  nnr  die  wich- 
tigsten Phasendifferenzen  aafgeoommen. 

Die  Gor? e  wird  darcfa  Q  gehen  fta 

y-nn    ^  nT+nl  4" 

also 


Die  Werte  von  n  und  m  snbstitnirt,  gibt 


! 

M==4«-|-2 

»s4H-3 

j    «t  Ä  4# 

n  =  4r+l 

iAoderir 

0 

}*• 

«  =  4r+2 

fUK  weg 

aut  wag 

„  =  4r+3 

0 

JA' 

fi  =  4r 

fällt  weg 

Mt  weg 

1)  WiQ  «  ud  M  abwa  gtmtiBsdialllfchta  Faclor  bab«a. 
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alio 


S«U  lUe  Cimre  dnreh  R  gehen,  lo  mw  sein 

t       4^4-3        .    wt  .  mp  4Z-f3 
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 m-4-J  [n   iTj  ^ 

Durch  Sabetitntion  der  Werte  von  «  nnd  m  Baden  wir: 


i 

m  =  4tf+3 

1  m=s4tf 

fl=5  4r+l 

0 

oder  |X 

n  ^  4r-f  2 

fällt  weg 

mit  weg 

n=ir+3 

Uder  ik' 

0 

»  ^  4r  1 

fiUlt  weg 

Die  Corve  wird  dnrch  S  gehen,  wenn 
I       4*4-1        ,  .  m« 


4Z+3 
4 


_  )4jI-4^1  4/-}-3i  4H-i 

14  4     j  4     """^4  )* 

Dnrdi  finbetitation  bekommen  wir: 

m  =  4<4~1  I  m  =  4«4~^  |  ^  ^  44^^  |   m  =  4« 


«  =  4i+l 

1 11  oder  iV 

jr 

0 

n  =  4r-f  2 

n 

fällt  weg 

JA' 

fkiit  wog 

»  =  4r-j-3 

0 

W 

oder  iA' 

I* 

»-4r 

fällt  weg 

iA  ' 

i^t  weg 

Die  Curve  wird  durch  ^  und  Q  gehen  für 
n  =.  4r4-l    ttiid    im  =  4s-{-2  i 


ii=s4r-i-3 

»  =  4r-f  l 
H  =  4r+3 


»1 


bei  Ik'  Pbasendiffereuz 
j  bei  }A'  Phasendüferens. 


lU  -r-  4«  \ 

m 


Sie  gehl  durch  R  und  <S,  wenn  die  Phasendifferenz  ^l*  grösser  ist 


Im  tWftmiTlnirn  gehl  die  Gnrve  sar  dnrdi  P  nnd  Q  oder  dnrch 
Jl  ind     wen  n  nagende  nnd  m  gcfsde  ist 


Soll  die  Gnrre  dnreh  PjuAB  gebsn,  ae  mnas  sein 
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«  s  4r>f  1  ood  m  =  4m+1  die  fhasctfidiffereii»  =  0 

» =  4H-3    „    M  —  4*+l    „  „         =  JJi  oder 

Soll  die  Ciirve  durch  Q  und  S  gehon,  80  rofisscn  dio  Phaeen- 
differenzen  iu  derselben  Folge  sein:  ^A,  oder  |A';  0;  0  und  odqr 
i^'.  Dass  die  Curve  dorch  die  gegcnüberliegendoD  E<;ke5i  des  Pa- 
rallelogramms gebt,  ist  Dor  möglich,  wenn  n  and  m  beide  angerade 
sind. 

Endlich  wird  die  Com  doreh  F  und  ß  gehen  filr 


»«-4H-S 
ii=4r 


Die  Curve  wird  durch  Q  und  /?gelien,  wean  die  Phaseudiffcrenz 
|i  grösser  ist  Dieses  ist  nur  möglich  Itir  n  gerade  und  m  ungerade. 

Um  die  Schidt^ninkto  der  Car?e  nit  der  Jf^  Achse  m  finden, 
mnas  yi  ^  0  sein,  ibo 

worin  k  idle  ganie  Zahlen'  Tim  1  bis  2»  sein  kann,  wir  finden  also 
2»  Sebnittpankte  nil  der  Achse.  Die  Werte  der  y t  Ar  diene 
lind 


Bei  den  Schnittpankton  mit  der  X  Achse  mnss  jfi  «  0  sein,  also 

worin  l  alle  gauzen  Zahlcu  von  1  bis  2m  &üiü  kaun,  also  2»»  Schnitt- 
punkte mit  der  JCi  Achse; 

.••«I  »asin^ll«— ^1 

Oft  fallen  einige  dieser  Schnittpnnkte  zusammen.  Gebt  die  Curve 
durch  2  Ecken  dos  Parallelogramms,  so  ist  die  Zahl  der  Schnitt- 
puükte  mit  der  Achse  m  und  mit  der  Achse  n,  von  diesen 
können  aacb  wieder  einige  zusammen  iallen. 
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Nin  werdeo  wir  bestimnea,  weos     den  Wart  +a  hal;  dm 

sein,  worin  k  alle  Werte  von  1  bis  n  haben  kann,  also  berührt  die 
Conre  diese  Seite  des  Paralieiograoims  »  mal.  FQr  diese  Puakte  ist: 

9^  wird  gleich  — a  fOr 
nod  80  ist 

Soll  Vi  =:  5  Min,  SO  niiifs 

Min. 

4^+1  ffr 


8m  Sm 


.•.r,-aiin-|-^ii-tj 

fOr  ft  —  —6  ist 

.  n  <4Z+S  » 


uod  also 


l  kann  alle  Werte  tob  1  bis  m  Men,  also  berflhri  die  Conre  Jede 
der  Seiten  dei  Paeallelogramaui,  weldie  gteKeh  2»  «lad,  m  mal 

Bei  verMliledeaeii  PliaieBdiffareaien  werden  wir  Jedoch  dieaelbe 
Cnrre  Ündea.  Wir  »aaeen  iwel  FUe  *valmcbeideB,  dae  hefant, 
die  Blöhtnag,  In  welcher  die  Canre  dorehlaafea  wird,  Ueiht  die- 
wlbe,  oder  die  Carve  iadert  ihre  Fonn  twar  nicht,  wird  eher  ia 
einer  Bichtaag  entgegengeBOtit  jener  im  ertten  Falle  dnrcUaafen. 

Whr  haben  gefanden : 

«^«-aiittS«^  nnd  fi  — »•In2w^^,+  ^ ,J 
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Nach  einigen  ganzen  Schwingungszeiten  J  wird  2,  wieder  dasselbe 
sein,  also  genfigt  «|  der  Gleichung 

Zj  —  a  nn  2«  — y — 
in  wdcher  /  eine  gtnsa  Zahl  ist 


oder 


So  ist  in  einem  Zekpankte  i-i-/T 

y,  -  6Bin2ff  — y7-  +  -jr ) 


=  i»sin2«^^,4-*^,  + 

Also  ist  die  aligemeine  Formel  fttr  die  Pbasendifferenzen »  bei  wel- 
chen die  Cnrve  dieselbe  ist,  und  in  derselben  Richtnog  dnreh- 

laufen  wird,  ^  f^l\  to  welcher  »  >  /"  ^  1  «t,  dieaee  ist  in 

Wellenlftngen  der  anderen  Bewegung  ausgedrfleht  (^/^  +  ^^^ 
welcher  ^  eine  ganze  Zahl  von  1  bis  m  ist 

Ist  die  ursprüngliche  Phaseadiffnvnz  ss  0,  so  wird  diese  Formel 


-pA,  was  Ubereittstimmt  mit  der  vorher  gefundenen  Bedingung,  dass 

die  Cnrve  durch  den  Coordinatenanfhngspankt  gehen  soll,  wenn  in 
dieser    —  0  ist. 

Wfrd  die  Cnrve  in  entgegengesetzter  Richtung  dnrcblanfen,  so 
hat  man: 

I  2 
*-aain9»^-^  aalnS»  jr  


und 

=  6sin2»  (f -h^,)  -  AiinS«   ^ 


Snbsütuiren  wir  in     für  <  den  Wert  — ^      <;  so  hat  man 


Google 
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»+1  T'-^f-^^T^L 
y,-»a8in2]i(  Y>  i#- 

oder 


1, 

IT'"*"  4*  I 


oid  also  ist  die  erforderte  Pbaseudt£[ereiiz  gleich 

ni:2g+l)  -(2/--f  Ij»-^ 

in  welcher  g  ood  /  wieder  gaaze  Zahlen  sind. 

In  WelleulAogMi  der  anderen  Bewegong  aoBgedrtlckt  findet  man 
die  PlmeiidÜNmni  gieidi 

 ^1 

2m  * 

DieM  Forael  winl  «Br 


oder 


Ski  * 


and  weil  /  keinea  Eioftoas  hat, 

y  kann  m  Werte  haben,  also  finden  wir  hier  auch  m  Phasondiflfe- 
renzen;  diese  kommen  ttberein  mit  den  früher  gefundeneD,  wenn 
Ir  —  1  ist 

Die  Formol  (3)  gibt  die  Carvo  in  einem  schief  winkligen  Coor- 
dinatensysteme,  wir  werden  sie  jetzt  auf  ein  rechtwiukeliges ,  von 
welchem  die  X  Aehse  mit  jener  des  ursprünglichen  Systems  zusammen 
üfUlt,  and  also  die  Y  Achse  aof  dieser  senkrecht  steht,  ühertragen. 

Kon  Ist 

c     «rj-{-f^coss>  und  fo-ifiSiae» 

aber 

oe^  —  asin2nd  nnd  n  6sin(2iM9-|-^) 
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.  -  .   y  1-  &tiiii»8iii(2m6-(-lP) 

und  also 

m  -  «81«^  {•rcüii^-  ♦  j+jfcotg«  (4> 

Diese  ist  die  allgemeine  Formel  der  Lissajons'schen  Corveo  in  einem 
rechtwinkligen  Coordinaten Systeme.  Nennen  wir  den  Winkel,  welchen 
die  Tangente  in  einem  Punkte  der  Cnnre  mit  der  JCAchse  macbt, 
T,  80  ist: 

(5) 

dx      na      n  f       ,       ff  \  1 

Wir  werden  diese  Formel  gehrauchen,  um  die  Richtung  der  Tangente 
für  den  Coordinatenanfaugspunkt.  wcmiu  die  l  urvc  durch  diesen  Punkt 
gebt,  za  bestimmen.   Dauu  muss,  wie  wir  gefunden  haben,  p  ^  0 

oder  ^il  oder  {l*  sein,  also  oder  *  —  ^n.    Diese  sind 

die  wichtigsten  Phasendifferenzen,  die  übrigen  hierzu  geforderten 
Phasendifferenzeu  kanu  man  nach  den  oben  gegebenen  Formeln  finden. 
In  dem  Coordinatenanfaugspunkt  ist  x  0  und  y  —  0.  Substituiren 
wir  dieses  in  der  Formel  (5),  so  liuden  wir  allein  auf  diese  Weise 
könucn  wir  uiclit  Qber  das  Zeichen  der  2ten  Seite  urteilen,  dafttr 
bringen  wir  die  Gleichung  in  die  Form: 


cos 

IUI 

col«»— COtg«  «  -jT  — 


-  (arcsin  ,  ^  v  | 

m  \  Äsin  ü)  / 


cosarcsu 


ftsia« 

Ist  y  ->  0,so  kann  arcsin ^^V-  i-  0  oder  —  mn  sein;  also  für 


finden  wir  im  ersten  Falle 

'na 

im  zweiton  Falle 


na      COS  nrc 


^         ^       m^sino  cosrnTt 

Ist  II  oder  m  gerade  und  das  andere  ungerade,  so  wird  die  leCxta 
Formel 

COtgT'-COt««  =  -ÜJ^ 

die  beiden  Tangenten  macheu  einen  Winkel. 
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SM  mwadm  beide  ugeradd»  so  wird  diese  Fonnel: 

na 

eotgr  —  cotg  •  —  i^sitt  CO 
die  beiden  Tangenteii  fallen  zusammen. 

Ist  ^  —  — ^x,  so  ist  im  ersten  Falle 

6e<gT-C0l«»  

im  zweiten  Falle 

eotK«"— eote«  -  co8(n  +  l)» 

bt  «  gmde  md  m  luigmde  oder  umgekehrt,  so  wird  die  letste 
Gkiehimg 

«  na 
COtgT-COtg«-;;jjjj^ 

Diese  Tangenten  machen  eiueu  Winkel,  aber  sie  fallen  mit  dan 
saerst  gefuudeaeo  zusammeu. 

SM  «  md  m  iMide  nngenide^  so  Ist: 

eol«T-cot««=-;g^ 

die  beiden  Tangenten  fallen  wieder  zusammen,  allein  sie  machen 
einen  Winkel  mit  deiyenigen,  welche  wir  fOr  ^     0  fuiden. 

Bestimmen  wir  den  Winkel  welchen  die  Tangenten  mit  ein- 
ander machen. 

tS^  -  tg  (T-f)  1351  


.  na 


tg^s  sini»  tg  |2arctg^| 

2arctg —  ist  der  Winkel,  welchen  die  Tangenten  ouuihen,  wenn 

m^WUt  Veneiiedene  Teile  der  G^e  werden  einander  sdmei* 
te;  toi  folgende  W^  können  wir  diese  Deppelpnnkte  finden. 

awk.  Au  MAth.  XL.  Fhft.  2.  iUilie,  Teil  TL  4 
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In  aliieai  Doppelponkte  mnaB  «ei  afliii2ii#  aiiiifti#'  mtd 
Dem  genttgen: 

2^©  —  »»e'+S«»  uQd  2m©4-v  —  2«^  +  ^+25>i 

2»^  -  (2p  — 1)»  — 2«e'  2««+^  =  (%>-l)»— 2me'— ^ 

oder: 

e- .  •  .(«)     e— ^j»  ....(/) 

Aua  (a)  uud  {6}  iiudet  man  aus  (/:^)  und  (6) 

Himstedt*)  bat  die  ZiU  der  Doppelpankte  der  LiMi(JoiiB*Bclien 
Canren  bestimiiit  und  er  fiind,  dass  diese  Zebl  im  allgemeinen 
jlmn— (m-l-ii)  ist,  aber  in  dem  spedellen  FaUe,  das«  die  Canre  dorcb 
die  Ecken  des  ParaUelognunms  gebt,  ist  die  Zabl  nnr  )  (m  — l)(fi— 1). 

Die  Fermel  (5)  können  wir  ancb  scbreiben 

na  COS  2nS 

cotgf-cotg«  -  ^^„^^2me+^) 

Seben  wir  In  diese  Formel  die  Werte,  welcbe  S  nnd  6'  In  einem 
Deppelpnnkte  baben,  ao  finden  nir  für  I: 


COtgf^— col|g#  — 


n  /2p -1  \ 
na  COss^^cQB-^ 


m^sin»        .  20—1     .  in 

n  II 


1)  DiM.  pftg.  lt. 
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.     ,       .  na 

n/2p— 1  \ 


ftr  II: 


tfa' *  g    ff  Sin  -  ^js 


cos 

^  mösiaai 


(2p— Im     ,        ,  * 
l»S^=^-i»+3»+tj 

^  sm-*=s — »sin-«* 

IM  31  III 


COtg  74  —  cotg  U 


•16  sin« 


/2p -Im    ,  \ 

(2p  —1         n  ) 
COS^-^^^-«  — 5»-f 

sin  ^2  sin-g« 


008  {-     —  «4"^  J  cosgjv 

Also  ist  immer 

cotg Ttf -J- cotg td  — '  2cotg  M  (x) 

Wm  bm  in  einem  Dq^pnnkte  die  bdden  Tingenten  sieht, 
10  ist  die  Snmme  der  Cotangenten  der  Winkel,  welche  sie  mit  einer 
der  Adisen  machen,  gleieb  sweimnl  Gotangens  des  Coordinaten- 
wiakeb. 

Irt  8»  8  90^,  80  wird  diese  Formel 

welche  mit  der  voq  Himstedt  gefundenen  Formel  übereinstimmt 
Weiter  folgt  hieraas,  dass  die  Linie,  welche  den  Doppelpunkt  ver- 
bindet mit  der  Mitte  der  Achsen- Strecke ,  die  zwischen  deu  bt;ideu 
TsQgenten  liogt,  der  anderen  Coordinatanachse  parallel  ist. 

Sei  <4  der  Doppelpunkt,  in  welchem  AC  und  AB  die  Tangenten 
saien.  Nehmen  wir  CD  —  BD  nnd  sei  WU.  ADB  »  {,  so  ist,  weil 
im  CAB  *  ist,  in  ^  ADB 

4* 
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oder 

CBiAB  ^  tünitd'^ti) :  tliiTii 

SS  siDY/COtgftf  "  GOSf^  :  1 

.  •  .  2  sin  Td'  cotg  ^ — 2eos     —  sin  t^'  cotg  T«i — cos  j/ 
al«o  iiach  (x) 

waa  m  bewelBeit  war.  Auf  dieselbe  Weise  wie  Yorber  flir  den  Winkel, 
den  die  beiden  Taagenlen  dnreh  den  Coordlnafteaan&ngypnnkl  ge- 
sogen mit  daander  maehen,  kann  man  jeCst  im  allgemeinen  ibr  Jeden 
Doppelpnnkt  beweisen,  dass  der  Tangens  des  Winkels «  weldien  die 
beiden  Tangenten  in  diesem  Punkte  an  die  beiden  Teile  der  Onrve 
gezogen  mit  einander  machen,  dem  Tangens  des  Winkels  awischen 
den  Tangenten,  wenn  das  Coordinatensystem  recbtwinkUg  war,  mit 
dem  Sinns  des  Coordinatenwinkels  mnltlplidrt,  gleich  ist 


Um  die  Wendepunkte  za  bestimmen,  müssen  wir  (5)  nochmals 
differentiiren,  so  ünden  wir: 

€Px  na 

y^^sin*«  -y* 
Für  einen  Wendepunkt  mnss  ^  °*  0  sein,  also 


oder 


(6) 


Aendert  sich  der  Wert  des  30  wird  der  Wcndepankt  einen 
Kreis  mit  dem  Radius     böschreiben.   (Fig.  2  und  3.) 

Fahren  wir  in  GL  (6)  die  B  wieder  ein,  so  wird  sie: 

n  tß 2»e  «  mtg (2m^  +  V)  (?) 
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Darch  Beslimiiiuug  vuti  aas  dieser  Gleichung  finden  wir  die  Zoit- 
puüktc,  in  welcbea  der  Punkt  durch  einen  Wendepunkt  geht.  Diese 
Zeiten  aind  unabhängig  von  a. 

Dieser  Gleidnmg  werden  uneBdlicb  viele  Werte  der  B  genflgeo, 
sQter  «etebee  jedoeh  w  eine  beetimmte  Zalil  verseliiedeiie  Tor- 
kommen,  die  Zahl  der  Terschiedeeen  reellen  Werte  der  0  mm  aan 
beetimiDeD,  um  die  Zabl  der  Wendepmücle  n  wiaieiL  Wem  wir  die 
Formel  (7)  in  Polemeii  dei  Siiiiis  der  B  entwiekelii  und  die  im- 
tionaleii  Fanetionen  durch  Qnadriniiig  fortscbeffen,  so  bokommeii 
wir  eine  elgebraieehe  Oleidumg  höherer  Ordamig  in  Besag  aaf  ifai#. 
Die  Zahl  reeller  Waneln  swfeehen  +1  and  —1  giebl  die  Zahl  der 
Weadepnakte.  Aaf  dieee  Welie  werdea  wir  ea  Jedoch  eehwer  dadea, 
and  darch  die  Qaadrirang  Iftbren  wir  Werte  tOr  B  ein,  wekhe 
aidit  der  Formel  (7)  geaflgea. 

Die  Cnrve  bat  an  jeder  Suito  der  1', Achse  n  mal  ihre  grösste 
EntfcrnuDg  und  an  jeder  Seite  der  JC,  Achse  i»  mal.  Geht  die  Curve 
von  ( ineiii  Paukte,  wo  sie  ihre  grösste  Entfernung  von  der  Ij  Achse  hat, 
nach  einem  solchen  Punkte  in  ßezug  auf  die  Jf,  Achse  oder  umgekehrt, 
so  hat  die  Curve  keinen  Wendepunkt;  dies  ist  zwar  der  Fall,  wenn 
der  Teil  der  Curve  zwei  Punkt'',  welche  die  grösste  Kotferanng  von 
derselben  Achse  habeu,  verbindet  Nun  sei  n  grosser  als  m,  so  wird 
die  Cur^e  2(h  — r«)  Teile,  wel<  be  Punkte  mit  der  grössten  Entfernung 
von  der  Achse  verbinden,  haben;  demzufolge  hat  die  Cnrve  2(n-~m) 
Wendepunkte.  Die  Formel  (7)  hat  dann  auch  2(«  —  m)  reelle  Wur- 
zeln  für  siu^.  Geht  die  Curve  durch  zwei  Ecken  des  Paraüelograni- 
mes,  80  fallen  die  Wendepunkte,  mit  Ausnahme  derjenigen,  ^^c]cho 
gerade  in  den  Ecken  liegen,  je  zwei  and  zwei  zusaimnea,  and  Yer- 
2  in  —  in) — 2 

schwinden  alio  — ^5  Pankte,  denn  bat  die  Garve  in  dieeem 

specieUea  Eaile  nor  n—m-^-l  Wendeponkte. 
Abb  (4)  and  (5)  folgt  darofa  Dividimag: 


X  —  y  COtg  m        m  ^  H 


COtgv  — colgai  n 

nad  wenn  wir  (6)  gebraacben: 


COtgT-^OOtg«  COtgY— COtg« 

Bringen  wir  die  Carve  «af  PoUrcoordiBateB,  so  ist 

«■■rcos^   and  y^riin^ 

and 


54  ^  kamai  DU  Lu*qjon***ek9H  Curvtn, 


2 


COtg  <p  —  COtg  tJ  w 
COtgT  — GOtgo»  n* 

oder 

Bin^       1?     ainv  ^  ' 

Diese  Formel  lebrt  uns  dio  Boziehang,  welche  in  einem  Wende- 
punkte zwiflchen  dem  Winkel,  welchen  die  Tangente  mit  der  X  Achse 
macht,  und  der  Anomalie  bebteht. 

Geht  die  Conro  durch  den  Coordinatenanfangspoakti  «o  ist  dieser 
Punkt  auch  da  Wemdeinuikt,  jedoch  dieser  Punkt  geaflgt  nichl  der 
Formel  ($)*,  der  Gnmd  daAr  wird  epiter  gegebeo. 

Wir  werden  jetzt  die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung  in 
jedem  Punkte  der  Gurvc  beetimmen.  In  dem  schiefwinkUgcn  Goor- 
dinatensysteme  war 

xi  SS  afMmB  und  ft^h  «{11(2^6-)-^) 

wo 


ist,  also 


md 


dl'"  nT 


die  Geadiwlndigkeit  ist 

S  ei  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  in  Bezog  auf  die  X  Achse  P, 
so  ist: 

Bla(at— y)  tiacos2n6  sin  (n»  —  x) 

•Vj""     day     ^m(oo8(9M6-f     ~  sia« 

Dio  Componenten  der  Beschleanigang  sind; 

dvx,  dB           in^a  ,   ,^  „  4»' 
P»»""         d»  Jasmin©  =  

oad 

und  also  die  Beschleanigang: 
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Sei  die  Biditiuig  der  Beechleanigang  snr  Z  Aebae  d,  so  ist: 

&»  (•  —  ^)  rt^o  sin  2i»^  n'a?) 

niid  m>^8in(9fiia+i|f)  m»f| 

^11*  ein  (od  —  fp) 

Diese  Forme)  gibt  die  Beziehnng  zwisdion  der  Anomalie  aod  der 
Kichtung  der  Bescbleanignng. 

SoDeii  die  Biditaiigeii  der  Oeediirindigkeit  luid  der  Beedilewii- 
gimg  msammeii  fiUIen,  also  in  einem  WendepnnlcCe,  lo  mue  sein 

na  COS  2nS  n*a sin  2n9 

oder 

mtg(2me  +  i|;)  =s  iitg2nd 

Bieee  Formel  ist  der  Formel  (7)  äbnllcli. 

Ist  die  Phasendifferenz  so  gewfthlt,  dass  die  Cnnre  dnrcb  den 
Coordinatenanfaagspankt  geht,  so  ist  in  diesem  Punkte  p^,  nnd 
p^^  =0,  folglich  ist  die  Beschlonnigung  in  diesem  Punkte  auch  0. 
lü  aUen  übrigea  Punkten  ist  die  Beschleunigung  grösser  als  0.  Die 
Geschwindiglteit  ist  in  den  £cken  des  Paralieiogramms  0. 

In  einem  DoppelpnnlLte  Ists 

gin(«d— -d)      w^a;,  flin(ca  — d')   

aber 

ät,  =  X|'  nnd      =  yj '  also  auch  d  d* 

WAS  uns  lehrt,  dass  in  einem  Doppelpunkte  die  fieBCbleiinjgiingen  in 
den  beiden  Teilen  dieselbe  Bicbtang  beben. 

Jetzt  werden  wir  den  geometrischen  Ort  der  Wendepunkte  aller 
Cnnren  bestimmen,  welche  bei  bestimmten  n  nnd  m  vorkommen. 

Die  Cure,  ««lebe  dieeea  geometiiicben  Ort  gibt,  weide  leb 
die  Corre  der  Wendepunkte  nennen. 

Ans  (7)  folgt  durch  Snbstitnüon  der  Werte  (2) 
oder 

DiMe  FonMl  eotbftH  nSdit  die  ^,  ilio  iit  dieie  CHeicbnng  jene 
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der  geflachten  Corve  in  dem  schicfw'inkligen  Coordinatensysteme. 
Die  Corve  ist  vom  4ten  Grade  und  symmetrisch  zu  den  Achsen. 
Sie  geht  durch  den  CoordinateuaDfangsponkt  und  dorch  die  £cken 
dm  PanMogitmiiiei.   Fig.  2  uid  3. 

Bringen  wir  die  Curvo  auf  PolamordlBatBii,  ao  Iii 

 sr»    """^  *  «II» 

Soll  r  imU  aein,  lo  mm  leias 
oder 

Die  AaonHdie  Ist  bei  dieiesr  Cwfe  «asletig. 
Fttr 

^  sin  CO 

COS» -4-ma 

ist  r  —  0,  also  geht  die  Corve  durch  den  CoordinatenanfangsponlKt. 

Sei  der  Winkel,  welchen  eine  laugeute  dieser  Corve  mit  der 
X  Achse  macht,  t^,  so  ist 

^,-rtgv'  r^-rngfi' 

Dnrch  Substitation  dioses  Wertes  und  des  Wertes  von  r'  in  die 
Formei  für  tg^i  findet  mau 

"  w»6*8inH« -yOicotgy'^tgy  J4-TO*a*8in*9  {cotg(ai  - 9')— tg^l 

n*6'  sin'(»— 9O 
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Nacli  (8)  iü 

ila^  ■in» 
«Ito  mü  in  eineiii  Wendapunkte  9  —  ^'  ist 
tin(c0>-t^)  _  1*^«  än9(m^%) 

Diese  Formel  gibl  «bs  die  fieiMinif  mriiciieii  den  Winkela, 
welehe  die  TiagenteB  in  einem  Wendepukte  an  die  Cane  and  an 
die  Cnrre  der  Wendepaakte  gezogen,  nacheo. 

Fonnel  (8)  fii  niciit  im  CoordiiiatenaalHigflspQiikt;  liier  ist 

C0IK9  —  eotg»  — y^gijj^  —  THn«  dm2  wTe 
Fir       «iia  die  rechte  deito        daieh  INffeveotiattott  fiad^ 

Siii(iiaocos9»9 

also  mr  6  —  0  ist 

ein(a» — y)  iw 
sing»  «ift 

Kadi  (6)  ist  mr  a  —  0 

Bm(tt —  t)  «a 

sin  T 

•  * .  im  CoorffioataaaDftagsiwBkt  ist  y  »  f . 

Bei  der  Conre  der  Wendepunkte  haben  wir  fttr  r  =  0  gefanden 

8in(w—  qj')   ma 

and  aacft  (10;  ist 

Bin  (m  —  Tj)  ma 

also  ^ 

Weiter  folgt  aas  diesen  Formeln 
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Formel  (11)  gilt  also  in  der  Tat  im  C< 

FfU:  2|  —  a  und     =  6  oder  y  —  6  sinui  ist 

a :  d  =  smCw—^'):  8iii9' 

also 

aia(i»— ^)  »•**^_ii"a 
nn^     ^  mV 

Aas  (5)  folgt 

eo^r  -  cotg<D  =  % 
Die  DÜBrentiatioD  der  rechten  Seite  gibt: 


vikd  dkiei  nird  ttr  y  =  ftiia<i  gleich  ^^^^^ 
also 

gm(T  —  m)  tt*  g 

sinv 

folglich  haben  wir  in  der  Ecke  des  ParaUelogranuns  t  —  Vj :  dass  die 

Formel  in  der  rechten  Seite  %  wird,  ist  nar  möglich,  wenn  die  Werte 
mg  =  ±,a  and     -»  ±b  der  Formel  (3)  genOgea. 

Die  Formel  (9)  gibt  nnr  den  Ort  eines  Wendepnnktes,  wenn 
a  >  >  — a  nnd  6  >  >  —ft  ist  Die  Gnrre  dehnt  sich  Jedoch 
weiter  ans.  Sie  wird  eine  Asymptote  haben,  wenn  C|  bei  einem  be- 
stimmten Werte  der  yi  oder  omgekehrt,  onendllch  gross  ist 

Sei     wie  wir  angenommen  haben,  grOseer  als  in. 

Ans  (9)  folgt 

 mi^a   mya  

also  ist    »0  fttr 

5n 

y     +        — «dne 
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Für  eine  Asymptote  mnss  r  anendlich  gross  werden  bei  einem 
bestimmten  Werte  von  q>\  dieses  wird  der  Fall  bei  9'  =  0  (denn  bei 
—  •  wird  r  imtginir),  also  ist: 

cotgT,  — cotgw  —  OD   nnd  also   r,  =0 

Die  Asymptoten  sind  der  Ä  Achse  parallel  und  die  Gleichong 
der  Asymptoten  wird  also  sein 

hn 

In  Fig.  (3)  sind  die  Linien  OO'  nnd  PP'  die  Asymptoten;  hier 
ist  »  —  5  and  w  =  3,  also  y  =  ±  ^/^ftsin». 

Um  den  Krümmnngsradius  jedes  Punktes  der  Canre  za  finden, 
haben  wir  die  Formel 


Nnn  ist: 


djf  tflx       dx  dhf 


dp  eh  dx  ifly 
rfÖ  d0*  ~~dS  d§» 


jr  =  6«iii»8in(2«e+^)   and   x  —  a8in2»iö+* cos •8in(2ma+i^;) 

dp   

^  =  2iiiÄ  8iA«cos  (2n«  -f  ^)  =  2«      ÜD*m  — =  2»»iin  o/V^^ 


^  =  2iMico6  2««#4-2M&ccw«cot(2OT^-f  if;) 


d0» 


weil 
md 


=  2i.y a»  -  (x  —  f  cotg  r «•  cotg  •  y lin»«— f« 
=  2»  Va«— +  2»co6«  y*»^/ 

=  — 4«*a8ia2*«— 4»6cosM8in(2iiiÄ+<;) 

=  — 4««(«— jrcotg«)  — 4»V<»tg  • 

X — jreotgw 


Skmmms  1Mb 


Fmel  (11)  gßt  Alto  ift  der  Tal  im  rnarrfintair**'irr^*^ 
f  ir  ^  —  a  wMi  jüi  =  ^  oder  jp  —  ^  tu»  ist 


also 


•     =  sine»— ^'):  tu  f' 


INb  DMiiiMlliiim  dar  leckta  Seile  sphi: 


(T  -  •) 


«I  =  ZI' 


»I  — X 


Seite      vint  ist 
4  der  Foraal  (3)  $ead^e« 
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Für  «  ss:  dC^  i;elit  diese  Formel  Uber  in 

Für  »  0  und  alle  Krflmmangsradion  anendlich  gross.  In  den 
Wendepunkten  muss  ^  unendlich  gross  sein;  dieses  ist  auch  der  Fall, 
denn  nach  (5)  i^t  dann 

«yj  Va»- V  -  n«,  Vä^^^ 

Fftr  Pinkle  in  den  Mten  de«  PtraHelogramiiii  l«t  x^  ->  ±a,  iIbo 
_     1     tm»(ft'-yi')}'^  _    «*'  ft'~yi' 

vad  für 

y,-±Ä  ist  Q-i?^—r^ 

Wir  baben  gefimdeD:  das«  in  elfteiii  Wendepvskte 

nsin  cos2n6 

▼oin  Werts  dee  si« 

Sehen  wir  was  dieses  bedeutet,  wenn  oi«-  0  ist.  Der  Punkt 
bewegt  sich  dann  län^s  einer  gern  den  Linie,  und  es  kann  daun  nicht 
von  einem  Wendepunkte  die  Kcdo  sein.  Das  Verhalt niss  der  Go- 
flchwindigkeiten  jeder  der  beiden  Bewegungen  ist  in  jedem  Punkte : 

nod  dM  VatältDias  der  BesclüeiinlgiiDgen: 

/>xi  sin  2nS 

Stellen  wir  in  die  erste  Fonnsl  den  Wert,  den  9  haben  mass  Dir 
einen  Pnnkt,  der  flbsntatenen  «lid  mit  einem  Wendepnnirte,  so  ist: 

v«i  n^asin  2»0  

Der  Wendepunkt  wird  im  Falle»  dass  0  ist,  ein  Ponkt,  wo 
das  Terhiltniss  der  OeschirindiiMM  ^  Yerhittnisse  der  Be- 
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schlennigniigen  der  beiden  Bewegangen  gleich  ist  Wir  werden  auch 
im  aUgemeinen  2(n— m)  solche  Punkte  finden.  In  Fig.  2  sind  diese 
Pnnkte  durch  J^o  ang^b^a;  die  OBCiUiraiide  BewQgung  findel  Üiiga 
der    Achse  ttatt. 

Die  Curve  der  Wendepunkte  schneidet  die  Curve  in  mehreren 
Pünkteu  und  zwar  in  in  Punkten,  denn  2n  Teile  der  Curve  liegen 
zwischen  den  Seiten  dea  Parallelugranimes,  welche  der  Fj  Achse 
parallel  sind,  und  jeder  Teil  schneidet  die  Curve  in  2  Punkten. 
2(n-\-m)  von  diesen  Punkten  sind  Wendepunkte,  da  bleibeu  also 
noch  2(«  —  m)  Schnittpunkte  übrig,  und  im  specielleu  Falle,  dass  die 
Cnrve  durch  zwei  Ecken  des  Parallellogrammes  geht,  gibt  es  nur 
n-\-m  —  1  Schnittpunkte.  Dass  wir  diese  Punkte  auch  finden,  hat  sei- 
nen Gmnd  darin,  dass  wir  die  Formel 


qnadrirt  haben.  Zieht  man  ans  der  Formel  (9)  die  Warael,  so 
bekommt  man  lacb  fiiilabniig  der 

mtg(2m8-f  ^)  —  ±  Htg2fi6 

das  poeltiTe  Zeichen  giebl  die  Wendeponkle,  das  n^gattTO  die  flbrigeo 
Sdinit^vnnkte. 

Für  tf;  =  0  genügt  6  =  0  in  beiden  Beziehungen ;  die  Cnrve  geht 
dann  durch  den  Coordinatenanfangspunkt ,  folglich  genügt  dieser 
Punkt  der  Bedingung  eines  W  endepunktes  and  der  eines  Schnitt- 
pauktes. 

Wir  finden  für  das  aegniive  Zeichen: 

eosmO  n8ln2n9 


cos(2m8-|-^)  msin(2m9-f-^) 


na 


UsLch  MalüpliciroDg  mit  ^*  finden  wir  durch  Substitution: 

In  den  Bchuittpunkten  sind  also  auch,  wenn  man  das  Zeichen  nicht 
achtet,  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  uud  das  der  Beschleuni- 
gungen einander  gleich,  jedoch  hat  eine  dieser  4  GrOssen  das  ent- 
gegengesetzte Zeichen  der  'd  anderen. 

Nnn  ist 

V,,     8in(w— y)  p?,     sin  (cd  —  6) 

=  —  "   nnd  — ^  r — 

also 
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siu  (m  —  y)  ^     am(ta — i) 

dies  giebt 

Diese  Formel  Idhrl  m  die  Biridiimg,  wflIdM  in  einen  Schnittptiakte 
der  bcuden  Cnrveo,  der  kels  Wendepwikt  in»  iwiiehen  den  Biehtnn- 
gen  der  Oeidiiriiidigkelt  und  der  BeeddeiiBigniig  beiteiieii  mue. 

Für  »  -  90«  wird 


Wir  hmten  gefanden,  den  die  Coordiaateii  eines  Ponktes  einer 
Llss^loni'scben  Corve  «ind: 

««a8u2nd   and  y  —  68in(2»64-^) 

Setsen  wir  S9  —  ^  lo  «iid 

s  — asinni}   und   y -»  6sm(mi;24-^> 

Ana  dieaen  Gleicirangen  mnn  ^  eünUiürt  werden  9  nm  die  Gleidinng 
der  Curre  in  finden. 

in  und  n  sind  ganze  Zahlen,  welche  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben,  so  dass  wir  also  folgende  Falle  nnterscheiden  können: 

I  n  gerade  m  vngernde 

II  n  ungerade  m  angerade 
ni  n  nngerade  m  gerade 

Sei  die  PkniendiffarenB  gleidi  0,  so  ist 

—  asinnii  nnd  y  —  bnnm^ 

Nun  iät 

sin  m(mi)     ein  n  (mtf)  (1 ) 

Ißt  es  möglich  sin m(n?/)  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  sinnt/ 
und  &mn{mrj)  in  cino  Reihe  von  Potenzen  von  siomij  zu  entwickelu, 
so  haben  wir  die  gewünschte  Gleichung  der  Cnrve  gefanden.  Nun 
ist  jedoch  die  Entwickelung  des  Sinus  eines  vielfüLchen  Bogoas  in 
Potenzen  des  Sinus  des  einüacken  Bogens  nnr  möglich ,  wenn  das 
Vielfach  ungerade  isU) 


I)  ScblOerildi«  Alg.  Aaaljdi  pag.  lae. 
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Nur  im  Ilten  FaUe  wird  die  Entwickelmig  mdglioli  eeia,  und 
vir  bekomineii: 


i  ^  X       2         3     ...  1  aä^F-i 

1   ^    ^    i     ä       8    ...        1  ^ ' 

Die  Cnm  bt  ftr  «  Tom  mten  Onido  und  filr  y  vom  »tea  Onde. 

In  den  beiden  andern  Fallen  ist  eine  der  Seiten  der  Formel  (1) 
aneotwickelbar.  Erbebt  man  die  Formel  (Ij  in's  (Quadrat,  so  be- 
koamen  wir; 

Wir  mflageo  nmi  «ntenacbeii,  wdehe  die  Reihe  lei,  weldie  nir 
bakoBineB,  lo  wir  die  Ste  Potenz  eines  Sinns  eines  viel&cben  Bogens 
«■twiekelii  in  eine  Beihe  von  Potenien  des  Sians  des  einfiuiien 
Bogens. 

•iBfit  -  »sinlcos-^—^^*^^^^'*^'^'^*^^''"'^ 
also 

siii«n5     »»sin'gcos^-^-      "^^^3  ""—sin^^cos«»-^ 

^^(n-l)(,-2)(n-3).-4)n-6)(.-6)^^,^^^.,^ 
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^  ,.(.-lX,-a)(n-3)(-4)        j^.... j 

Setzen  wir  1  — sin*f  für  cos*f,  so  können  wir  die  Poteneen 
nach  dem  ninomium  Newtou's  outwickeln,  nnd  weil  in  der  Formel  nur 
gAQza  positive  Potenzeu  vorkommen,  werden  wir  endliche  Reiben  ünden. 


sin^  Ai 


i  =  »'ain'l  j— j— ^Ma*l+2 j  p      '    — Bia«| 


—  j     p        g         ^     im  «  . . , 
.  •  ^     .  f  2  .  .        4. 3 1«). 

+  r:2:8r"-p — ^^'^ 

8-7. 6.5  n»(n»~l»)(»»-2«Kii«>3») 

"1.2.8.4  1    8«       6»       ?•  • 

(8) 

bt  n  gerade,  10  ist: 

Bin« =  i  ^(-l)^-^ i      8*  ...  (»-D«  «»^ 

Für  II  «ngende  iit 

oder 
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Wenden  wir  (3)  auf  die  Oletehni« 

an,  80  bekonuneo  wir: 

♦f        ^  i  P  5«     ...  (2p-l)^  

oder 

-         .  ^  Q,  m«(ii>«-l«)(m«-2«)...{m»-{p-l)«} 
>C,5!rj  g5  p  ...  (2p-l)« 

Die  Corve  ist  also  für  x  vom  2f»  ten  Grade  und  für  y  vom  2/i  teu 
Grade.  lu  der  Formel  kommen  nur  gerade  Potenzen  der  y  und  der 
I  vor,  deswegeo  wird  die  Corve  symmetrisch  io  Bezog  aof  beide 
Achsen  sein. 

Wir  werden  Jetit  die  »pecieUen  Fftlle  nntersneheD,  d&ss  ip  —  90°, 
180*  oder  370*  itt,  wu  flbemnsttmmt  mil  einer  PbasendÜfereiiz 
d€h  iV\  \l*  and  }r. 


Ist  ^  =:  90",  80  werden  die  Gieicbougen,  welche  die  Stelle  des 
Ponktes  geben : 

%  s  asi&Mi^  nnd  y  «  (iin {mri -^^n)  coimiy 

Qebimiicben  wir  das  Axiom 

COSw»(niy)  =  C08n(mf}) 

Der  CoBiniis  des  ▼ielfacben  Bogens  kann  nnr  in  einer  Reibe  tob 
Potenzen  des  Sinns  des  einfachen  Bogens  entwickelt  werden «  wenn 
das  Viei&ch  gerade  ist^)  Er  kann  immer  in  einer  Reibe  ?on  Po- 
teaxen  des  Cosinns  des  einfachen  Bogens  entwickelt  werden.*)  Die 
Gieiehang  der  Corre  wird  im  mten  Falle,  das  ist  wenn  «  angerade 
nnd  m  gerade  ist: 

,  ,  i;?,        m«  (m*-  2«)(m«—  4«) . . .  {2p  -  2«  ,  ^ 


I)  8chl6nilch.   Alg.  AiudysiB  pag.  188. 
«  tt         »        ♦  ISS» 
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ITl  tt  (ft  3) 

(2co8i»i2)«*-- j(2co8»»f/)"-=2-f  ~— 2 —  (2co8ini|) 


•1-4 


12  3 

oder 

tJsi  ,^*»»(»n«-2«)(m«-4«)...{m«-(^-2)«l  a^» 
i-l-^t-iji'  12  3      ...         2p  €ßf 

.  1 2»  y*»  _  n  2"-8»«-g    n  (n  —  3)  2«*-*y*-< 

—  1     2        3  • '  •  W.|  W 

Die  Curvc  ist  für  x  vom     Uii  Grade,  für  y  vom  «ten  Grade, 
n  dieser  Formel  kommen  nur  gerade  Potenzen  der  x  vor,  also  ist 
die  Curve  symmetrisch  zur  K  Achse. 

Im  Ilten  Falle  sind  m  uud  u  ungerade,  also  ist  cos«(niiy)  an- 
entwickelbar  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  sium/,  wir  müssen 
wieder  gebrauchen  die  Formel; 

8in'm(iiir)  •»  siii*«(iiii7) 

Werden  diese  FanctioDen  entwickelt  nadi  den  Formeln  (3)  und  (6), 
80  finden  wir: 

-l-}£(^l)f-iC,»»j      3«        5*     ...  (2^-1)» 
oder 

1  i>«    c,»^     3,  (2j-l)« 

Diese  Curve  ist  synimetriscb  in  Bezug  auf  beido  Achsen  und  sie  ist 
für  X  vom  2mXQn  und  für  y  vom  2ftten  Grade.  Sie  geht  nicht  durch 
den  CoordiuateuanfaogBpunkL 

Ist  nnn  im  Ifen  Fnlle  n  gerade  and  m  ungerade,  so  finden  wir 
bei  der  Entwickelnng: 
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-  *f.-..-'.^r-';'-''-';";;.'V-';.V^«*'-' 

oder 

7*  *^   1       3»         5«     ...       (2p--l)«  a2p 

Diese  Gleichung  ist  der  Formel  (6)  gleich;  die  Cnrve  wird  iu  diesem 
Falle  dieselbe  sein,  als  weuu  die  PliaseaUitiereuz  gleich  0  wäre. 

Ist  ^  =        80  wird 

«»aflinniy   und   y Äßin(mi;  +  «)      —  *8illmi; 

Im  ersten  nnd  dritten  Falle  finden  wir  dieselben  Gleichongen 
fQr  die  Carven,  als  wenn  die  Phasendifferens  0  wäre;  im  zweiten 
Falle  wird  die  Gleichung  (2) 

m+i 

t  ^""^^    12         8     ...      2p-l  a«>-i 
n+t 

Die  Potenzen,  welche  in  der  rechten  Seite  Torkommen,  sind  nn- 
gerade,  also  haben  diese  Glieder  das  entgegengestellta  Zeichen  wie 
in  der  Formel  (8).  Hieraus  folgt,  dass  die  Conren,  welche  bei  den- 
selben n  nnd  m  entstehen,  bei  einer  Phasendifferenz  gleich  0  oder 
gleich       Spiegelbilder  von  einander  sind. 

Znm  Schlüsse  sei  die  Phasendifferenz  l  k\  so  finden  wir  im 
ersten  und  zweiten  Falle  dieselben  Cnrven,  als  wenn  die  Phasen- 
differenz  l  i'  wäre.   Im  dritten  Falle  finden  wir  jedoch,  weil 

m  s  asinni}  und  9  —  6sio (mi9-|**'/9 ~  '  büamii\ 

ist 

l r- 1  \P l«)(m«~2«) ...  im«-  (2p -  2)^  *^ 
*-r-^l         I       2  3      ...  2p  a«P 

_  .  (  2*  (— y)«*  _  n  2*"2  (_  y)w-2     n  (n  -  3)  2"-^— y)*"* 


2  3 


n.  s.  w.  I 
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Da  n  ungerade  ist,  so  sind  alle  Potenzen,  welche  in  der  rechten  Seite 
vorkommen,  ungerade,  also  haben  diese  Glieder  das  entgegengesetzte 
Zeichen  derselben  Glieder  in  der  Formel  (7),  also  sind  die  Cnrven, 
welche  im  3  ten  Falle  entstehen,  bei  der  Phasendifferens  }jL'  wie  bei  A'. 

Im  ersten  Falle  bekommen  wir  also  bei  jeder  der  genannten 
Phasendifferenz  dieeelben  Cnrven. 

Wir  könnten  jetzt  noch  nntersnchen  die  Fälle,  dass  di3  Phasetf* 
difforenzen  il«  und  }X  waren,  aber  wir  worden  dasselbe  finden, 
als  wenn  wir  n  nnd  m  mit  einander  wcclisclten.  Fig.  4  zeigt  die 
Richtigkeit  des  Abgeleiteten.  Diese  Betrachtungen  gelten  oben  so 
gnt  fflr  ein  schiefwinkliges,  wie  für  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system. 

Schiedam,  Jnli  1886. 
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m. 

Erweiterung  zweier  Sätze  auf  n  Dimensionen. 

Von 

R.  Hoppe, 


§.  1.  Berinaoii' scher  Satz. 

Id  ScfalömUch's  Zeitachrift  l  Math.  n.  Phys.  Bd.  XXXI.  S.  381 
enüitit  ein  Anfsats  ttbertchrieben:  «»Ein  MiaimmDproUem**  Ton 
0.  Bermann--  einen  8atx  Ober  die  BerCtbrnngiebene  dtaer  Fliehe 
der  nebst  seioem  Beweise  nichts  ?on  seiner  £inlMibeit  veriiert, 
wenn  maa  ihn  sogleich  anf  beliebig  Ylele  IHmenrionen  erweitert  Er 
lastet  alsdann: 

„Das  ndebnige  (n-f-l)eck  begrenzt  von  n  (n  — l)debnigen  n- 
eckeo,  deren  eios  eine  feste  knunme  (n  — Ddehnnng  berührt,  wäh- 
lend die  Qbrigen  in  festen  linearen  (n~l)dehnn]|gen  liegen,  ist  bei 
Tsiürendem  Berabrnngspankt  ein  Minimom,  nor  wenn  der  BerQhmngs- 
pankt  Schwerpunkt  jenes  berflhrenden  »ecks  isf* 

Zum  Beweise  bedarf  es  zunächst  eines  passenden  Ausdrucks  fOr 
den  Inhalt  eines  n  dehnigen  (»-f-Uccks  V.  Sind  die  von  einer  Ecke 
aasgebenden  n  Kanten  r|,  r^,  ...  r»  sämtlich  normal  zu  einander,  so 
ist  offenbar 

ir  ^iLlhjlTji 

Gibt  man  nnn  der  Kante     gegen  die  Kante  rj,  dann  der  Kante 
gegen  die  Ebene  rir|,  dann  der  Kante     gegen  den  Baum  r^r^r^ 
0.  s.  I.  eine  Neigung^  so  mnltiplicirt  sich  jedesmal  bei  unveränderter 
Basb  die  Hohe  von  V,  mithhi  auch  V  selbst  mit  dem  Sinns  des 
Nsignngswinkels.  Da  allo  diese  Winkel  von  der  Lage  des  (ii-f-l)l«B 
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necks,  welches  den  Ausgangspunkt  der  r  nicht  enthält,  unabhängig 
siod,  80  kann  man,  gültig  fUr  beliebige  NeigaogOD,  schreiben : 

wo  C  gegen  alle  Veriindt  ruiigon  der  r  and  der  durcb  ihre  Endpunkte 
bestimmten  (n  — l)debaang  constant  i8t 

Der  ScbniUpmikt  der  n  festen  linetreii        l)itohnaugcn  sei 
Anfang  der  orthogonalen  Coordiiiateii  or,  xj,  o;,,  ...  <r».i.    Sind  nun 
Pi%  "-  Pn-i  did'BichtaiigaoofliiiiiB  der  Normale  der  krummen  (n— 1)- 
debnnng  Ä  im  Punkte  (x,  In-i  die  Coordinaten  eines 

Punkts  der  berührenden  linearen  (» — l)debnung,  und  setzt  man 

Jlf-  £p»  (2) 

so  ist  die  Gleiehnng  der  Berührenden; 

-  M  (3) 

Sind  ferner  «*,  an,  njw,  ...  die  Richtnngscosinns  der  ^•ten  Kaute  r*, 
mithin  rt  ak,  etc.  die  Coordinaten  des  Schuittpaukts  mit  der  Berühren- 
den, so  ist  nach  Gl.  (3) 

nSpok^M  ^  (4) 

daher  ddä  Volum  des  ndehnigen  (n-|-l)ecks  nach  Gl.  (1) 


CM** 

woraus : 


Da  nim  £pdx  =  0  ist,  so  bat  man  nach  Gl  (2) 

BM  =  £xdp 

Die  DÜfereotiale  dp,  eto,  welch«  jetst  aUeia  Torkommeiii  haagen 
bloss  dorefa  die  B^tioo 

SpBp^O 

von  einander  ab.  bull  also  V  ein  Minimum  suiu,  so  ist  cräte  Be- 
dingung: 


Ä-B          —  Ip 
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Mnltiplicirt  man  diese  Gleichangen  der  Reihe  Bach  mit  p^,  ... 
/;m-i,  äo  ergibt  ihre  Sammo: 

»—£1-1  oder  laO 

ind  man  bat: 

etc. 

I>ic  Coordinate  der  A;toii  Eclce  der  bertthreodon  »dehauag  ist  uach 


gültig  für  1,  2,  ...  »  uod  lOr  alle  Coordiuaten  x.  Die  Werte 
bdriedigeu  die  (jleichangen: 

«>s=0;  etc. 

folglich  ist  der  BcrilbrangspuDl^t  Schwerpunkt  der  Ecken  des  nocks, 
mithia  bekaantUch  auch  Schwerpunkt  des  «eck»  selbst  (vexgl.  T.  V. 

Hiermit  ist  die  Notwendigkeit  der  Bedingung  bewiesen;  ob  sie 
aosreichcud  sei ,  bleibt  auch  im  citirten  Aufsatze  fUr  3  Dimensioueu 
Dueatäcliieden. 

$.  9.  Roath*8cher  Satz. 

Im  Quarterly  Journal  of  pure  aad  applied  Mathematics,  V.  XXI. 
p.  281.  sind  zu  Anfiang  eiDes  Aufsatzes  von  £.  J.  Bonth  die  Werte 
dM  latcgiaia  /i^dK,  wenn  sich  dasselbe  aber  ein  Dreieck«  Viereck, 
Tetneder  und  kflrperiicbes  Fflnfeck  erstreckt,  anfgeatellt 

Die  bemerkenswerte,  vom  Verfasser  weiterbin  fruchtbar  gemachte 
Eigenschaft  dieser  Ausdrücke,  dass  sie  nämlicli  ausser  dem  Factor 
F  nur  Coordinaten  gewisser  Punkte  in  der  einen  aRicbtnng  ent- 
halten, iiesa  veniuiten,  dasb  jene  4  sj)cciellen  Figuren  aus  einer  um- 
faisenderen  Claase  von  Figuren  hergeleitet  werden  können.  Be- 
trachtet man  zunächst  das  Dreieck  und  Tetraeder  als  Anfang  der  Rciho 
der  ndehnigen  (n+l)ecke,  so  lässt  sich  in  der  Tat  das  ebene  Viereck 
nnd  körperliche  Fünfeck  durch  Protection  des  dreidebnigen  Vierecks 
auf  die  Ebene,  des  vierdehnigen  Fünfecks  Ruf  den  Kaum  gewinnen, 
nnd  so  eine  zweite  Reihe  vou  Fijjiuren  aus  der  crsteu  herleiten.  Die 
Berechnung  der  entsprechenden  Formel  ergibt  sich  jedoch  einfacher 
uch  deqenigea  Beziehang  der  «weiten  Eeihe  zor  ersten,  in  welche 
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sie  an  der  citirten  Stelle  gesetzt  wird,  der  gemäss  das  ndebnige 

(n-|-2)cck  aas  zwei  n  dehnigen  (n-|-l)  ecken  mit  einer  gomoinsamon 
Seite  besteht.  Wir  wollen  daher  /acrst  die  FuniiL'l  für  das  ndchnige 

berechuen,  darans  durch  Addition  die  Formel  für  das 
jididinigc  (;i-|-2}eck  ableiten  und  scliliesßlich  aui  die  urstgcuannte 
liezieiiuug  naher  oiugohen. 


f.  3.    Erweiterter  Bontb'scher  Satz  tür  ndehniges 

Substituirt  maa  für  die  Abscisse  x  des  Elements  eines  udehuigeu 
(7i-|-l)eck8  aaf  beliebiger  Axe  mit  beliebigem  Anfang  (nachX.  V. 
ö.  419)  folgende  Function  der  Unabhängigen  uj.  ti,,  m» 

wo  ick  die  Absdsse  der  j^ten  Ecke  von  Fbezeiclinety  und  macht  An- 
wendnng  auf  n  orthogonale  Axen ,  so  lautet  die  Fonctionsdeteimi- 
nante 

and  das  Element 

erfallt  K,  wenn  alle  u  von  0  bis  1  variiren. 

Sei  tton  «  AbscisBe  von  dFin  beliebiger  Richtang,  in  oder  auser 
dw  ndehnimg)  so  dais 

•  —      £     («  — «*+l)Mkt«fl    ...  U»  (*Mf2=0) 

und  man  setzt 

=  ^    in  ...  Um  ♦ 

80  wird 

+         — ...  Um 

daher  insbesondere  (£ikr  |i  =  1;  i^     2,  dann    «  1,  3;  vssd,  etc.) 
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«F+ia,8)-«i^'(2,3) 


1  1 


•  0 

(«J  —  Sj)       —  j  (Wa  ... 

Cj»+1) (P+^)  U*i-^)  («1  -*«) - •!)(%-••) 

i»i'^g(3,4)     ^  1 

deomacb,  wio  ielcbt  za  ersehen,  allgemeiu 
1  III 


(P+l)  •••  (p  +  A)(nA4.i ...  tt«)* 


»=*+»  «Pt»        + 2) 

4S> 


woram  lllr  &  =  n: 

1  1 

n!  F 


»=»+1 


$.  1.  Erweiterter  Roath'schor  äatz  fUr  ndebuiges 

(n  +  2)eck. 

Nelunen  wir  nun  das  (n  —  1) dehnige  «eck 

(2,  3,  ...  n+l) 
aU  gemeinsame  Seite  der  zwei  n  dehnigen  (n-{-l)ecke 

F'S(1,  8,  3,  ...  n+l),     VSÄ  a,  ...•+») 
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80  Stellt  die  Gesamthgur  K—  V'-i-V"  ein  ndcbniges  {n'\-2)eck. 
dar,  fUr  welchos 

darch  Addition  zweier  Werte  der  Function  (6)  erhalten  wird  nämlich 
r^a  V  -  {  ^^^i^^" 

J  ( p-hl)     (P-H»)  l  1=1   (an— »i)...  (i»— 

Die  Summe  der  aUfemeineE  Terme  beider  Beihea  iat,  wenn  M  den 
Oeaeiileeimer  beseidmet, 

wo 

^*  —  («— *i)  ...(«—*-!)(*— «fi)  (7) 

/>  -  K'*.+»+F"»,  (8) 

Dieser  Wert  bleibt  ancb  fOr  i(>= 1  und  ib->n-f> 2  richtig,  folglich  ist 


/ 


Wird  nun  die  gemeinsame  Seite  von  V  and  V"  von  der  Di»- 
gonnle  (1,  n+S)  im  Pnnkte  (0)  geschnitten,  so  ?erhilt  sich 

daher  ist 

also  nach  Gl.  (8) 
und  man  bat: 


i  5.  Schlassbemerknng. 

Die  Projection  eines  n  dehnigen  (n4-l)eck8  anf  eine  lineare 
(n— l)dchnung  ist  entweder  ein  neck  oder  (n-^l)eck  (letzteres  mit 
seinen  Biagonalgebilden,  ersteres  mit  einem  Punkte  und  dessen  Ter- 
bindnngBgebilden  im  Innern).  AHe  ifcdehniien  linearen  Grenigehilde 
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des  ndebnigen  (n  +  l)eckt  aiod  Däntich  solche  mithin 

sftnUich  C0DT6XC  Figuren,  die  von  einer  Oeraden  nnr  in  2  Punkten 
geschnitten  werden  können.  Der  Umfang  (d.  L  Seitensamrae)  des 
»dehnigMi  (n-|-l)eck8  V  sei  Sl.  Jede  Seite  von  V  ist  ein  (n— 1)- 
dehniges  neck,  daher  ihre  Projection  auf  eine  lineaie  (n— Ddehnnng 
gleich£rila.  Kor  die  noch  fihrigo  Ecke  von  Kkann  sich  in  venehie- 
dtmer  Isgß  projiciren.  Entweder  fällt  ihre  Projection  in  das  Innere 
jenes  necks  oder  nicht  Demnach  sind  nnr  die  2  Fälle  zu  unter* 
■ebeiden:  Fällt  die  Projection  irgend  einer  Ecke  von  V  iu  das  In* 
Der«  der  Projection  der  Gegenseite,  so  ist  die  Projection  von  V  und 
Sl  ein  neck,  fällt  die  Projection  keiner  £cke  in  das  Innere  der 
Projection  der  Gegenseite,  ein  («-|-l)eck. 

Bezeichnet  Sl'  die  Projection  von  so  gibt  im  ersten  Falle 
Gl.  (6),  im  zweiten  Gl.  (10)  den  Wert  von 

wenn  man  die  n  — 1  ersten  Cooniinatcnaxen  in  die  Projoctionsbääis 
legt  und  n  — 1  statt  n  setzt. 

Die  Betiebing  swischeii  den  ven^üdieneB  F^ectlonen  ist  fol- 
gende* Das  (m  *l)dehnige  »eck  bat  eine  Ecke  weniger  aJs  A,  daher 
fidlen  in  A'  alle  Grenxgebilde  weg,  welche  diese  Ecke  besitzen.  Das 
(tt--l)ddittige  («+1)  Mk  bat  eine  Xante  weniger  als  A,  daher  gehen 
in  Sl'  alle  Qrwgebilde  in  Diagonalgebflde  fiber,  welche  diese  Kante 
benteen. 

Ein  allgemeines  isLriteriom  der  2  Fälle  läast  sich  aebwerlich 
geben. 
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IV. 

Ueber  Triederschidtte  und  Minimaltetraeder. 

Von 

Dr.  Bermann 


Vor  längerer  Zeit  *)  uotcrsuchte  ich  ia  einer  Programmarbeit 
die  OertcT  der  Schwerpunkte  solcher  Dreiecke,  iu  welchen  ein  Tri- 
eder  (Dreikaut)  von  einer  Ebene  geschnittcu  wird.   Ich  bezeichnete 

dieselben  als  .,Tried(Tschnittc*\  Dabei  uahra  ich  au,  dass  die  schuei- 
dendeu  Eljcnri]  eiiiwedtu  durcii  eiueu  festen  Punkt  oder  eine  feste 
Achse  gciicu  oder  Berahniiig^t'lx'üeu  gegebener  Flächen  seien  oder 
endlich  ein  Tetraeder  von  yLgcb^Mu  m  Volumen  abschneiden-,  auch 
betrachtete  ich  di-n  I  cill,  wu  der  Inederschuitt  eine  vorgeschriebL nc 
Gestalt  hat.  im  Foigeuden  beabsichtige  ich,  hierza  noch  Eiu^eines 

Die  Kuitea  des  Trieden  seien  die  Achsen  der  o;,  nnd  es 
bedenCe  «  den  Winkel  (i/,  z),  ß  (x,  2),  y  (s,  p),  %  ^  mögen  die 
Coordinnten  des  Schwerpunkts  eines  Triederschnitts  bezeichnen«  1, 
w,  0  die  Psnuneter  der  schneidenden  Ebene  auf  den  Achsen  der 

».   Es  ist  dann  t         u  =  3i|,  v  —*  3^;. 

L  Zar  Ermittelung  der  bei  gegebenem  Ort  dos  Schwerpunkts 
von  den  schneidenden  £benen  nmhflllten  Gebilde  ist  zwischen  den 
Gleichungen  dieser  Ebene,  des  gegebenen  Ortes  und  ihren  ersten 
Differentialglelchnngen  k     t>       »nd       zu  eUminiren.  Es  int 

aber  erstere  Gleichung 


1)  Frogr,  1974*  das  G7111B.  laegniti. 
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oder 


(2) 


Ist  der  Ort  iks  Schwerpunktes  ein  auf  die  Kanton  des  Trieders  als 
seine  zugeordueten  Durchmesser  bezogenes  Ellipsoiii 

©■+(.')■+©■-. 

so  hat  nuin 


(4) 


Ans  (2)  und  (4)  folgt 


.8 


mid  dann  am  (3) 


+1 


Die  Substitution  dieser  Werte  ia  (1)  liefert  daoa  nach  einigen 
letcbten  Umformangen 

aU  Gieicbaog  der  von  den  schneidenden  Ebenen  nmhaUten  Fl&che 

1)  Die  —  am  et  fo  enitudraekcn  —  noifekebrie  Aurgabc,  d.  h.  die  Be- 
dinffttiig,  deM  die  ecbneidendlBii  Ebeoeii  ein  den  obigen  gleichet  Blüp- 
jd  «nbftllen  tollen»  fllbrt  tu  der  FÜebe  6.  Ordnnng 


•1»  Ort  des  SchwerpunkU.    S.  Proirr.  74,    8.  11, 
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;  £7«6«r  DrudtnektaiU  und  MwimalUitraäder, 


Mit  sechs  Kückkelirpunktcn  erstreckt  diese  sich  auf  deu  Acbseo  bis 
J:3a,  3Ä,  3c  (vom  Scheitel  aas  gerechnet);  tlie  Dreikaiitflächen  nnd 
die  denselben  (innerhalb  leicht  zu  hercchncudeu  Gr(  ii/<Mi)  parallelen 
Ebenen  schneidet  sie  in  Ellipsen-Evoluten ;  nämlich  die  a-^-Ebcue 
in  der  £volate  der  Ellipse,  dereu  zugeordnete  Darchmesser  auf  den 

Achsen  der  x  und  9  bezliw.   j,    t^.   V  anderen  Flachen 

in  Evolaten  von  Ellipsen  mit  den  zugeordneten  Durchmessern: 

^TZp*  «»-«8 

Hat  man  insbesondere  ein  rechtwinkliges  Dreikant,  um  dessen 
Scheitel  eine  Kngelfläcbo  vom  Radius  r  gelegt  ist,  welche  den  Scbwer- 
pnnktaort  bilden  sotl,  so  redncirt  sich  Gl.  (5)  anf 

Es  sei  zweitens  der  Scbwerpnnkts-Ort  die  Ebene 

(6)  l+l+l'^ 
also 

Di  £.      Orf  1 

SO  bat  man  bei  Znziebiing  von  (2) 

Hieraus  durch  Subätitutiou  in  (6): 
nnd  endlich  aus  Gl.  (1): 

als  Gldchnng  der  von  den  schneidenden  Ebenen  nmbttHten  Fliehe. 
—  Sie  ist  4.  Ordonng,  die  Reciprocale  des  Scbwerpttnkts-Qrtes  der 
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Afra«««:  tUbtr  IWcAr^dhrntli  mtf  MümimmhtMudii'.  ^9 

durcli  iii;u  ftätcQ  Puukt  p  |  gehenden  Triederschiutte  ond 
lelmeidei  «U«  Triedaiflidien  in  K«gelscliBitteii. 

Es  sei  dritteus  der  Ort  dcä  Schwerpunktes  die  Gerade 

a  '  b 

(S) 

»o  eigibt  sich  analog 
mid  dun 

f-i|/?(|/f+H+v«) 

Durch  Substitution  in  (8)  ergibt  sich  endlich  die  Gleichung  der 
Gratlinie,  deren  ScbmiegungaebeDeii  die  Ebenen  der  Trieder- 
acbniUe  sind: 

(9)  (( -\-yi^x)  {y  adx  -f  y  bcy  -\-  y  ötiz)  «=  Sa^Vd 

« 

Die  IMtUIoh  der  einen  dieier  Oleicbungen  in  die  andere  ftbrt  n 

eVäd        aVic  Vy  »  («— «»^Mv"«  (10) 

der  Gleichung  eines  Kegels  zweiter  Ordnung,  der  mit  dem  Trieder 
den  Scheitel  gemeinschaftlich  hat  und  mithin  auch  seine  drei  Flächen 
geradiiaig  schneidet,  jede  der  beiden  FUichen  vierter  Ordnung  aber, 
welche  durch  eine  der  Gl  (9)  ausgedruckt  werden,  in  der  obigen 
Gratlinie. 


1)  Progr.  74.    S.  S. 
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30  B^rmammj  Utk»  TritdartduaU^  mtd  MimiMalMratder, 

Durch  Elimioation  je  t  iiier  Variabein  zwischen  den  beiden 
Gleichungen  (U),  bezhw.  Gleichung  (l()),gelangt  man  zu  den  Projections- 
gieichungen  der  Gratliiüe.  So  durch  £Uimoation  von  s  und  dann 

von  y  zu: 

a^tfiaß"  2alH!d(<;ß + e*)    + ^^^^  -  6«^  (a    «)*M2x  -  6c3  (a  e)H^dp 

{a'\-c)^a^-abcia-\-c)zz-i-bW-'^^b(a+c)x  —  Qal^cz-^da*i^  =  0 

Die  GrattiDie  ist  mithin  eine  Hanmcnrve  4.  Ordnang,  die  gemein* 
schaftliche  DarchdringangscnrYe  dreier  den  Triederkanten  paralleler 

hy[)erboli8eher  Gylinder. 

Die  Flilche  irjl;  =  a^,  deren  Tangentialebenen  vom  Trieder 
volumengleiche  Tetraeder  abschneiden,  besitzt  (S.  Trugr.  74  S.  13) 
auch  die  Eigenschalt,  dass  die  Berührungspunkte  ihrer  Tangential- 
ebenen die  Schwerpunkte  der  zugehörigeu  Triederschnitte  sind.  Bei 
dem  vorstehenden  Verfahren  muss  sieh  bei  ihr  also  wieder  dieselbe 
Fläche  ergeben  (als  von  den  schneideudeu  Ebenen  umhQlIt). 

In  der  Tat  ist  hier  anch : 

also  wegen  (2): 

Bnrch  Snbetitntion  in  Si^S  =  d?: 

"'Vi 

und  dann: 

und  dann  ans  (1): 

oder: 

s 

Yxyz  —  a,   xjf%  = 

II.  Sollen  die  Triederschnitte  flilcbengleich  werden,  so  bat 
man,  wenn  ilire  in  den  Ebenen  xy,  yi^  ars  liegenden  Seiten  bzhw« 
*i»       *a  sind:   

und  da  wegen 
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-=  9(»/2  +  ^^-i-^2r/{:coso) 

»t,aolial.iiMi,«m 

oosa—mf  OM/  mit  il 
eotß— eoB«co0f  nit  B 

cosy  —  cüaacosjJ  mit  C 

beieielNiet  wfard: 

Der  Ort  der  SchwerpoDktc  für  die  Triederscboitte  vom  luhalt 
ist  daher: 

wid  ioabesondera  fflr  das  raditwhüüige  Trieder: 

Die  vontAhMideii  Oleichangeii  lassen  sieb  Mich  schreiben : 
(«y  sin  f+u9  sin  a +«sln/J)»  -  4  sin  ^f^^ttLZ^ 

bzhw. 

(«y+,^+«)«-2(«+jf+.)iy«  -  (^y 

Fftr  ^  0  gebt  diese  flftcbe  aber  in  eine  der  von  uDsern 
groBsen  Mathematikern  Karomer  and  Weierstrass  synthetisch  erörter- 
ten (Monatsberichte  der  Kgl.  Akad.  d.W.  1863  p.  332  s^q.),^)  Kegel- 
scbnittsscbaaren  enüudtenden  Steiner'scben  Flftcfaen. 

Da  es  an  Modellen  derselben  nicht  fehlt,  so  kauu  man  sich  auch 
▼on  Flflcbe  (1)  eine  Anschanung  bildeu,  wenn  man  sich  die  tiefstcMi 
SteUrni  ihrer  trichterförmigen  Einsenkungen  nicht  zusammenstüssend, 
tondem  nm  eine  leicht  zu  ermittelnde  Strecke  von  einander  ub- 


1)  Cfr.  Schroeter  ibid.  p.  520  iqq.  und  Crelle  (Borchardt)  Jahrg.  64 
p,  64  u.  66  sqq.  —  Anrh  ihid.  Jahrp.  fi3  p  1 5  von  CrcmonH  nebst  Note 
von  C-vley  (Jahrg.  64  p.  72)  und  SalmoD-Fiedier  Analjrt.  Oeom.  d.  Kaomi 
Th.  2,  S.  356. 
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steheud  denkt  Besonders  einfach  wird  dies  bei  dem  rechtwinkligen 
Trieder  und  der  Fläche  (!■).  Die  innerhalb  der  letzteren  befindlichen 
Strecken  der  Triederkanten  sind  die  Achsen  eines  regulären  Okta- 
eders. Legt  man  nun  durch  den  Triedcrscheitel  die  vier  den  Oktaeder- 
flächen  parallelen  Ebenen  «iyi^r  =0,  so  schneiden  sie  die  Fläche 
(1*^)  iu  Kreisen.  Man  erhält  nämlich  fOr  die  Scbnittcarven; 

oder  nach  beldeneitiger  Badiefmiig: 

Eioe  Biiooeiaive  erfolgende  Drehmig  der  AehieD  io  ihrer  Ebene  un 
9f/4  läset  dieaelben  abergehen  In 


1 


Die  Fliehen  dea  Olstaedert  sind  aber  gegen  die  des  Trieders 
(hier  gegen  die  «y,  bihw.  cs-Ebeoe)  nnter  dem  dnreh  eost  »  ±  Vi 
gegebenen  Wlnl^el  t'  geneigt  Die  vorstehenden  Ellipscngleiehnngen 
sind  also  die  Projectionsgleichungea  von  vier  Kreisen  mit  dem  Radios 

nnd  3^3  giht  hier  den  Abstand  der  tiefiiten  Stellen  der 
Fläche  an.0 


HL  80II  das  Yolnmen  des  abgeschnittenen  Tetra- 
eders ein  Minimum  sein,  so  hat  man,  wenn  xngleich  die.  Be- 
dingung /(t,  «,  v)    0  beatsht: 

(1)  K     I  iuv  sin  ^  sin » 

WO  »  oder  WkL  (s,  .cy)  dnrch 


V- 


cos »  —     cos'a+cos^/?  —  2  Cosa  cos cos  y 


sin/ 

gegeben  ist, 


1)  d.  h.  da  die  FÜLcIte  au»  vier  congraentOD  Teilen  besteht^  den  Abetand 
e  sweier  eliuuKler  gegenabenitlwiidsr  T«il«. 


i^iy  u^Lo  Ly  Google 
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(2)  { 


Dt  V.  Dnf^D^  V.Di/  —  Ü 


Gehen  die  Triederschnitte  durch  einen  festen  Punkt  so  ist 

Dt  V  ^  ^uv  sin  y  sin 
Ai  V  »  ^tosinysini, 
l>,F«-iltt8iiiysUi«; 

also  nimmt  Gl  (2)  dann  die  Form  an : 

ff*9  —  »'u  — '  0 

oder 

und  miUiiii: 

Stf'  äs' 

/=^-^l-0  oder    3^— ls=0   oder    —  —  l-ü 

d.  h. 

I     3»'  t 

«  —  V  —  ^ 

Es  sehneidet  also  derjenige  Triedenehnitt,  desBen  Sehwer- 
ponktder  gegehene  fette  Punkt  Ist«  das  MinUDaltetraeder  ab. 

Gehen  die  Triederschnitte  durch  eine  feste  Gerade 
80  iat  die  Gleicbnng  einer  Triederschnitlebene: 


oder: 


z 

p 


Google 


84  0«r««ii«;  M«r  IHbdbrwftMlMi  mid  MiahuUlttntitr. 

Mithin 


1^.7-  J-^^^[p;*2+2(m^p),4-m]8iDyslllt- 

Wegen  F<«  0  lint  man  xnr  Besttmmnng  des  dein  Jfinimnm  ent* 
ipfechenden  $ti 

da  für  fA— — 1  K— 0  wird,  entsprechend  einem  dorch  den  Trieder^ 
Scheitel  gehenden  Schnitte,  nnd  da,  weil  dnrch  die  gegebene  Oerade 
eine  Ebene  gelegt  werden  kann,  die  einer  der  Triederkanten  pmllel 
ULoft,  M  dasa  V'^co  wird,  ein  Maximnm  nn^gesehloisett  iit. 

Naeh  einigen  Bednelionen  folgt  hiennt: 

Läuft  die  feste  Gerade  einer  Tric  IcrtUuhe,  etwa  der  zz-Ehcnp,  pa- 
rallel, so  wird  p  iineudlich  and  es  redacirt  sich  die  Gleichung  der 
schneidenden  Ebene  anf 

ja+rt  lil+l^) 

rnnf 

imn^sinysm»  — '—^  


Kä  ist  dann  also  ^  =  2,  wie  sich  ja  anch  nnnitlelber  ans  dem  obigen 


filr  p  =00  ergibt  Es  wird  dann: 
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woraus  ersichtlich  ist,  dtss  in  dieiem Falle  der  Schwerpanktdes 
Trierer lebnitts  iadie  Drehsagsaebie  (fette  Gerade) ÄUt 

Sollen  die  Triedorschnitte  eine  gegebene  Fläche  omhüUen,  so 
ergibt  sich  die  Bedingung  fur  das  Minimaltetraeder  ia  foigeoder 
Weise : 

L>ie  GleichoBg  der  Fläche  sei  g)(r,  »)  —  0;  sind  |,  %  l  die 
CoordiDätoo  des  Berti bruugspuaktOB  and  bedeuten  p,      r  bzbw« 

-  0+9(jr-i|)+r(«-0  =  0 

die  Glelcbang  der  TangentuUebeue.  Ihre  Parameter  i%u^  v  sind  also 
bzbw. 

pl+tn+rj^  eL+SS+d,  r^+^n+^t 
£■  iil  aomii  F  oder  itwtäüfüai  Mer 

Die  obige  JOakiialbediacnig  (S)  wird  denntdi  fftr  dieeen  Fall: 

rü^F— fJD^FsO 

Bad  dil^eatiirt  saccessive  nach  i,  i|,  ^,  so  erhält  maa: 

^  :     .  .  ÄF  —  SPJDffi— 
5»sinyBUi»^  ^ 

-^^^     n  F=aFI>.Ä-fi/).P 

Da  aber 

iil,  w  erbftlt  naa  naeb  EimetiOTg  dieier  Werte; 


■ad 


Google 


36  ß$r mannt  Uihtr  TriedtrtekniUt  und  Minimaltetratder, 

fflglay^-.  -  ^ + (2/,5  -  3^  -         P  +  pr  ( 2gf?  - p|  ~  ri:)  5 

Werden  diese  Werk^  in  (2*)  subsLituut,  so  gelieü  diu  beiden  dortigcu 
üleichuogeu  schliesslich  Uber  io 

+pq  {2ri  — —  qtlKrD^r  —pD^r)  =  0 
+|w  (291?  —pi  -  rtiirD^  q  —  qD^  q) 

Unabbäagig  von  den  (partiellen)  Differentialqaatieiiton  wird  diesen 
Qieiebnngen  dorch 

geuttgt,  wodnrdi  die  obigen  Werls  der  Pgramefer  i, 9  In  81,  Sq,  3{ 
ttbergehen,  nnd  sieb  demnncb  als  Ergebniss  beranssteUt,  dass  die 
Tangentialebene  das  Miaimaltetraoder  abicbneidet,  deren  Berftb- 
rnngspnnkt  zngleicb  der  Scbwerpnnkt  des  zngebörigen 
Triederscbnittes  ist 

Der  Minimalwert  von  V  wird  i^^/Uiuj'sinil 

Beispiele  r 

1)  Für  das  fillipsoid 

gi  ^ 

hat  man: 

k*  fl» 

i^f9--t'  iji^^v-^»  t^t«*-^ 

80  dahs  also 

wird.  Toi.  des  Minimaltetraeders  =  }     V  3  sin  y sini 


%)  f  ir  die  obige  FUcbe 

-i^=^,--ci;«  oder  f-^j/l* 
IHes  la  die  ^  l^cbeogidckaiig  eingeseut,  ergibt: 

*  ^  1  .  1 


i/'ö+wj'  ^'•(i+^+a■  i^-a+s+i) 


 f  royrii»   ©dir     *         ^  '^^^ ' 

3)  0  (PteiMoid) 

18  d*yd 

4)  i,y+A«+,V=r(|^  (f.  ata) 


Google 
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V. 

GoDstruction  der  den  Brennpunkten  eines 

Kegelschnitts  entsprechenden  Punkte 
im  oollinearen  Systeme. 

▼ob 

L.  Klug. 


K.  Poblke  bringt  in  seiner  „darst  G^omatrle*^  (zweite  Abth., 
Berlin  1876;  §  114)  ohne  Beweis  die  Construction  derjenigen  Punkte 
in  der  Ebene  eines  Kreises,  deren  Centnl-Prcjectioiiea  die  Brenn* 
punkte  der  Ceatial-Ptojectieii  des  Kreiset  werden. 

Im  folgenden  wollen  wir  den  Beweis  der  Poblke'schen  Construction 
geben  in  dem  allgemeinen  Falle  ,  wenn  statt  des  Kreises  ein  Kegel- 
schnitt angenoiniiuMi  wird,  die  Construction  wenn  das  Projections- 
Centmm  ins  Unendliche  rflckt,  endlich  die  umgekehrte  Aufgabe 
losen,  nämlich;  Projections  -  Centrum  und  Kbene  so  bestimmen, 
dass  die  Projcction  zweier  beliebiger  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  die  Brennpaukte  der  Projection  des  K^eischnitts 
werden. 

,,Schneidet  die  zn  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts  Parallele, 

die  durch  den  Bertihrungspunkt  P  gezogene  beliebige  Gerade  in 
jÜ,  den  zur  Geraden  I'B  conjugirteii  Durfhinesscr  in  J,  su  liogt  der 
Punkt  B  mit  dem  Pole  der  Geraden  i'A  iu  einem  Durchmesser  des 
Kegelschnitts.^ 

Die  Pole  U,  V  der  Geraden  AB^  BP  liegen  in  dem  durch  P, 
resp.  A  gekendea  eDnrckmeiser,  and  das  Dreieck  ABP  mit  dem 
ITFC,  dessen  Ecken  die  Pole  der  Seiten  des  ersteren  sind,  persp.  liegt, 
80  ist  BC  der  snr  Geraden  AP  conjngirte  Dnrckmesser  des  Kegel- 
Schnitts. 
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folgt,  wma  A  m  einen  Brennpankt  dei  Kegdschnitts 
-n  Betracht  lielit,  da»  der  Pol  einer  Bronnpiinktp 
Brennpiudrte  enkbteten  Senkrechteii  Itegl: 
.    u  Brennpunkt  A  einen  Kegelschnitts  in  einer 
.  ..  .1'  aie  vom  Bertthmogsponkte  P  tnf  die  Htvptixe 
:    iu    die  Tangente  des  Ponktet  Pin  C,  so  Uegen  die 
i  C  auf  dem  xor  Geraden  AP  ooigogirten  Darchneeier. 

I'  '  ;  h  l  t  man  den  Schiiittpuukt  dieses  Dnrchmessers  und  der 
.  "  i  ;i  AP  mit  /),  den  Sciiuittpoukt  der  durch  B  zur  Ilauplaxo 
var  l  -iin  und  AF  mit  A',  den  Fa??pankt  der  von  ß  mi  -4P  gc- 
I,  Mr--n  Senkrechten  mit       so  fulgt  aus  dcu  vorhandenen  ähnlichen 
I'iK'ckeu:  AD:DE^CD:1>1)\  DI*:  AD=^CD:  Iii),  weiche  Propor- 

lioLien  die  Relation  />.!*  =  hl*. DE  gt  beu.  Ferner  ist  aus  der  Figur 
ersirhrüeh,  dass  der  Punkt  Ii,  da  er  auf  der  zu  einer  Seite  des 
CAD  Dreieckes  Parallelen  sich  betinJot,  immer  ausserhalb  des  Drei- 
eckes, daher  K  innerhalb  der  Strecke  DPy  und  wegen  des  recht- 
winkiijren  Dreieckes  Dli:<  auch  innerhalb  der  Strecke  i'A  liegt,  wes- 
liaib  aoch  E  niemals  auf  die  Strecke  A'i>  gelangen  luum. 

Hütdst  der  frtheren  Relaüoii  vnd  dieser  Bemerkung  Jmnn  man 
iRe  BraBnpnnkto  eines  Kegelselmfitts,  wenn  die  Lage  der  Axen  ond 
ein  Par  eonjugirte  Borehmesser  bekannt  sind,  anf  folgende  Art 
flonsiniireas 

Bnrch  einen  beliebigen  Ponkt  O  zieht  man  Paralleie  sn  den 
Axen  and  einem  der  Dorchmesser  nnd  eine  Senkrccbto  auf  den  an* 
deren  Durchmesser,  nnd  schneidet  diese  vier  Geraden  mit  einer  an  dem 
letzteren  Durchmesser  Parallelen  g  in  A\  P,  £>,  E\  liegt  nun  E  auf 
der  Streeke  BF,  so  bestimmt  man  den  Punkt  A  vol  $  derart,  dass 

DÄ^  —  DP,  DE  nnd  f&hrt  durch  die  Berfibrongsponkte  der  n  AO 
firallel  gebenden  Ttogenten  des  Kegelscbnitts  Parallele  an  ^;  die 
Letstersn  treifen  die  mit  ON  paralleie  Haoptaxe  In  den  Bnon* 
pankleo. 

Die  Constraction  geht  bei  der  Parabel,  da  die  Darchmeaser  pa- 
nllel  sind,  is  folgende  aber:  dotch  O  flttirt  man  eine  Puallele  nnd 
Ssakrechte  aar  Axe  nnd  eine  beliebige  Gerade,  schneidet  dieselben 

mit  einer  anf  der  Letzteren  Senkrechten  in  A      ^\  bestimmt  den 

Punkt  A  derart  auf  ihr,  dasb  i>A^^  DP.  DE,  zieht  die  mit  OA 
parallele  Tangente;  die  durch  den  Berührongspnnkt  zu  i^/*  Parallele 
ediüüidet  die  Axe  im  Brennpunkte. 

Wir  wollen  nun  die  hier  gegebenen  CoastmetioBen  aar  Be- 
•timmuag  der  Brennpnakte  des  einem  Kegalachnitt  persp»  ooUlaeareii 
Kegelschnitts  benutzen. 
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Eb  aei  ib  eio  beliebiger  Kegelschnitt,  C  die  CoUineationB-Axe 
and  das  Centram,  q\  r  die  Gegen axcu,  k*  die  dem  k  entsprechende  persp. 
coUineure  Figur,  Jf-der  Pol  too  r  bezüglich  Jb.  Sind  B^,  Ji^-,  i^, 
zwei  Pur  bezflglich  k  conjugirte  Pnnkte  anf  ri,  von  welchen  daa 
erste  Par  ans  C  nnter  einem  rechten  Winkel  erscheint,  so  geben  die 
Geraden  C/?,,  CJi^  mit  den  Axen,  Ci?3,  CÄ4  mit  einem  Par  conjugirter 
Durchmesser  von  k'  parallel.  Schneidet  man  die  ersten  drei  Ge- 
raden und  die  auf  der  vierten  in  C  errichtete  SuükrecLLc  mit  einer 
zur  vierten  i)arallelen  in  A',  1\  />,  /:;,  bestimmt  auf  dieser  den  Punkt 

A  derart,  dass  im  Falle  E  auf  der  Strecke  DP  iicgt^^DÄ^^  Dr.  J)K 
im  Falle  aber  A'auf  der  Ssrecke  DA  liegt,  DA^'^^  DN.  DE  wird,  zieht 
vom  Scbüittjmiiktc  tier  Geraden  CA,  r  Taugeuten  zu  ^,  so  treffen 
die  Vcrbiuduugsliuieu  des  Puuktcs  nnt  den  Berübrangspunkten 
im  ersten  Falle  H^M^  im  zweiten  aber  H^M  in  deiyeoigen  Pankten« 
deren  entsprechende  die  Breoopankte  von  k'  sind« 

Fällt  Ri  ins  Unendliche,  ist  daher  R^M  der  zar  Richtung  der 

Geraden  coujugirte  Durchmesser  von  /. ,  so  lulic  man  von  C  eine 
Senkrechte  auf  r;  liegt  der  Fusspunkt     derselben  zwisciieu  ii'.,,  nnd 

Äj,  dann  ziehe  mau  vou  den  aus  der  Relation  R^A-  ^  li^R^.R^E 
bestimmten  Punkte  A  auf  ?•  Tangenten  zu  Ar;  die  Schnittpunkte  der 
durch  die  Borilhruugspuukte  parallel  zu  r  gelegten  Geraden  mit  MJi^ 
geben  die  den  Brennpunkten  des  ^*'  entsprechende  Punkte.  —  Dies 
ist  die  oben  erwähnte  Pohlko'sche  Construction ;  welche  aber  im 
Falle,  dass  R^  nach  D  gelaugt,  nicht  anwendbar  ist,  daher  die  all« 
gemeine  Constmction  benutzt  wird. 

Berührt  r  den  Kegelschnitt  k-  im  T unkte  ii,  und  sind  die  Schnitt- 
punkte der  durch  6' gehenden  und  der  auf  r,  wie  auch  auf  CR  senkrecht 
stehenden  (jurudeu  uüt  r,  7^^  resp.       dann  bestimmt  mau  den  Tunkt 

A  auf  r  aus  der  Relation  RE .  RR^  =  RA^ zieht  von  Rj  nnd  A 
Tangenten  zu  ^*,  und  durch  die  Berühruugsp unkte  Parallele  zu  CR 
resp.  r ,  der  Schnittpunkt  derselben  ist  der  dem  Brennpunkte  der 
Parabel  entsprechende  Punkt. 

Obige  Constrnctionen  werden  bei  Bestimmung  der  Brennpunkte 
des  emem  Kegelschnitt  afüuen  Kegelschnitts  folgender  Art  auge- 
wendet. 

Sind  k^  k'  zwei  affine  Kegelschnitte  in  persp.  Lage,  iU,  M*  ihre 
Mittelpunkte,  «  die  Affinitätsaxe ,  MS^,  MS^  die  den  Axen  M'S^, 

M'S^  von  k'  entsprechenden  conjugirten  Durchmesser  von  X;,i>der8chnitt- 
puukt  d(  b  zu  ti  cuujugiiLuu  L»urchmessers  MD  mit  «,  endlich  E  der 
Fusspuukt  der  aus  M'  auf  »  gefillltcn  Senkrechten.  Liegt  E  auf 
der  Strecke  DS^^  dann  bestimme  mau  A  auf  *  aus  der  lielatiou 
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DB.Dßf  —  DAßj  siebe  mit  AM  paraUete  Tangenten  En  &;  die  dnrcli 
die  Bertlmingipaiilde  zn  «  paralleL  gelegten  Geraden  schneiden  MB^ 
m  den,  den  Brennpnnlcten  yon  k'  entspreclienden  Pnnliten. 

Bpmprknng.  1.  Liegt  dahor  auch  M'  auf  *,  dann  worden  dio 
Schnittpunkte  von  MS^^  MS^^  MB,  MD  mit  einer  t>eliebigen  zu  « 
FaraUelen  benntot. 

i.  Geht  *  parallel  zu  den  Axen  von  /.-,  und  ist  zugleich  die  Pro- 
jectioBsrii.  litung  siiikrecht  zu  «,  daua  werden  statt  «  und  des  dieser 
GcraJeii  coiijui^irtcu  l>urchincs8ers  von  k'  tiuu  andere  Gerade  und 
der  üi£  cöujugirte  Durchmesser  angeweudeL 

Wir  weilen  jetzt  dio  nngekelirte  Aufgabe  Uteeo»  nftmiicb:  es  lind 
PfAtn  em  Kegelacbnitt  k  nnd  zwei  Ponkte  G  leiner  Ebene« 
■an  baetimwe  die  CoUineationa-Axe  nnd  das  Centntm,  wie  ancb  die 
Gigsniien  derart,  da»  die  den  F,  entsprecbenden  Panlrte  O' 
dw  Bwnpnnkte  des  dem  Kegelsebnitt  k  entsprechenden  KegelscbnitU 

Diese  Aufgabe  Icaim  nur  dann  gelöst  werdeu,  wenn  F,  O  inner- 
halb k  liegen,  d.  b.  wenn  die  durch  F  oder  G  gehenden  coojngirten 
Qenden  eine  ellipL  in?olation  bilden.  Sind  M  p  die  von  G  har- 
monisch getrennten  conjugtrten  Pookte,  II  der  Pol  von  FG^  dann 
entsprechen  entweder  die  conjngirten  Geraden  Mfi,  MH^  oder  i/^, 
^£  den  Axew  des  gewQnschten  Kegelschnitts,  wesiialb  ancb  der  Auf- 
pkn  iwei  Slysteme  fon  Kegetschaitten  eatspreehen.  Das  erste  ^j* 
Um  SBtbltt  Ellipsen,  das  zweite  Hyperbela.  lier  der  Oersdea  i^JK  5  r 
cQ^iagbrle  Dvcbnesser  scbaeide  r  in  die  Taageotea  in  einen 
der  fadpwabti^  der  dnrdi  F  oder  G  ia  r  paiaUel  gcibbrtea  Sehne 
■rbnsiis  r  fm  A,  Ist  an  der  Pnkt  £  aaf  r  so  bestianit,  dass  er 
aar  der  Strecke  I»  liegt  wad  1>#: /Mitist,  dann  wird  die  io 

Budr  erncbtele  Sealorechte  den  aber  fiH  als  Dvcbmesser  be- 
•drishewea  Kreis  rm  Cdfineations-Ceotmm  treffen;  di<;  Colliaiatloaa 
iiB  wird  in  r  paraflei  angenomiaea. 

IMeie  Constrwctioa  tit  nicbt  awweadbar,  weaw  ^  (oder  M)  ins 
CswMfbB  rtckt,  da  iw  fiesem  FaOe  die  Pukts  B,  E,  A  m- 
■iminffitk«    Maa  haan  aber  die  La^e  des  ColüacatioM-CeBtrmM 

Bttadttmsbt^dass  dmsicbim  Brrwapwlrte  scbaeideadea  cooja^rtew 
faadaa  arfriaiilii  Scafaecbt  sieben.dafcer  ama  die  Hrbatttpaakf^ 
IM  rrI  fiar  dmcfc  P  gehewdca  enaji^McB  Gcfad«a  mit  der  Polare 
«an  JT,  d.  fc.  der  Gendew  renBttdt,  darcb  die  «stspredb^adea 
yfi  riil  Ii  Mae  Ics^teea  JGitdpaafci  ia  r  li^st;  die  geaKia- 
maaaa  Paritta  dter  Kme  M  die  CoBiacatioaa  MittHpwahtsu 


Digitized  b^GÖo^^Ic 


« 

Falleu  F  uud  6r  zusammen  in  dcu  innerhalb  des  Kogelscbuitts 
gelegenen  Punkt  3/.  dann  gelangt  A,  daher  auch  E  uach  i>,  uud  es 
werden  alle  coujugirten  Punkte  der  Geraden  r  aus  C  nnter  einem 
rechten  Winkel  projicirt,  und  k'  geht  in  einen  Kreis  über. 

Im  FaUe«  das«  O  tni  h  ftogenommen  wird,  geht  k'  ia  eine  P** 
rabel  Aber,  und  die  Constniclion  ist  leicht  dem  bei  der  Puabel  ge- 
seigten  directen  Yerfhhren  nachzubilden;  im  Fatte  aber  auch  F  «of 
k  gelangt,  itt  die  Gegenaxe  r  vnbestimmt,  indem  dieselbe  dsrch  den 
Pol  von  FG  beliebig  gezogen  werden  kann;  immerhin  ftUt  aber  C  in 
diesen  Pol,  daher  1^  in  eine  Gerade  Obeigeht 

Liegen  G  auf  einem  Durchmesser  von  h  und  vom  Mittelpunkt 
M  desselben  gleich  weit  entfernt,  dann  wird  für  ein  System  der 
Kcgolschnitto  h'  die  Collincation  zur  Affinität,  und  die  Lage  der 
Affinitätsaxo  s  kann  beliebig  angenommen  werden.  Verbindet  man 
den  einen  Endpnukt  T  der  durch  F  zu  «  parallelen  Sehne  mit 
nennt  die  Schnittpunkte  der  zu  TM^  FG,  *  conjugirten  Durchmesser 
mit  «,  resp.  S^j  wie  auch  den  Schnittpunkt  von  G  mit  der* 
leiben  Geraden  /Sj,  errichtet  in  dem  durch  die  Relation  DBmmD^D^ 
bestimmten  Punkte  E  der  Strecke  DSf  eine  Senkrechte  anf  «,  ao 
sehneidet  dieselbe  den  Aber  ^iSji  als  Durchmesser  besehriebenen 
Kreis  im  Mitkelpnnhte  AT'  des  n  &  affinen  Kegelschnitts. 

Freesburg,  im  Febr.  1886. 
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Ueber  mehr&ch  perspective  Teta-aeder. 

L  ICIo|. 


1.  „Wenn  fünf  Kanten  eines  Tetraeders  von  welchen 
„die  ersten  drei  durch  einen  Eckpunkt  gehen,  fünf  Kauten 
„eines  auderu  Tetraeders,  von  welchen  die  ersten  drei  eben- 
„falls  dnrch  einen  Eckpunkt  gehen,  schneiden,  ohne  dass 
„die  Tetraeder  einen  geraeiusamen  Eckpunkt  oder  Fläche 
„haben,  so  echueidet  auch  die  sechste  Kaute  des  einen 
„Tetraeders  die  sechste  Kante  des  aaderu,  and  dieselben 
^egen  perspectiv.^ 

Wir  boMicbiieD  mit  Agk  den  Scfanittpankt  der  Jf^JA,  NgNk 
Kaates  der  Tetraeder  Jf  =  m^m^m^^  N=  n^N^N^  and  eetsen 
voran«,  daae  ausser  Afi  Af,,  iv,  isr,  die  flbrigea  Kanten  sich  schneiden. 
Die  Pankte  Ai^AiiA^,  yi^s,  A^^A^  als  die  Scbnittpnnkte  der  in  den 

Flächen  N^N^N^,  M^M^M^  und  N^N^N^,  M^M^M^  liegenden  Kan- 
ten, welche  Flächen  weder  durch  einen  gemeinsamen  Eckpunkt  gehen, 
noch  iu  einer  Ebene  liegen,  bctiudeu  sich  je  iii  einer  Geraden.  Weil 
rieh  diese  Geraden  im  Punkte  ^134  schneiden,  so  haben  auch 
die  Geraden  ^j^-its,  -^i4^1s4  daher  auch  die  Flächen  N^^N^N^, 
M^MfM^\  NiN^N^t  M^M^M^  einen  gemeinsameu  Punkt,  welcher  der 
Schnittpunkt  der  Kanten  N^N^^  M^M^  ist 

%  ^Wenn  drei  Kanten  einen  Tetraeders  drei  Par 
^Oegenkantew  eines  anderen  Tetraeders»  nnd  ausserdem  swei 
„Kanten  den  ersten  awei  Kanten  dea  anderen  sefandden,  so 
„schnddel  aneh  die  sechste  Kante  des  ersten  ein  Par 
„Gegenkanten  des  swdten  Tetmeders  nnd  dieselben  Uegen 
„aof  sweieriei  Art  perspectiv.  Der  einer  perspectiTen  Lage 
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,,eiits|)n  (  h(  Ilde  Colliiicatiüns-Mittelpankt  liegt  in  derjenigen 
„C()Ilinoatious-£beae,  welche  der  anderen  pertpectivea  Lage 
„zugehört." 

Toransgesetst,  dasB  N^Nk  Kanten  des  Tetraeders,  ausser  N^N^ 
die  Kanten  M,Mh  des  M  in  Agh  scimeiden,  und  noch  die  Kanten 
N^N^,  M^M^\  N^N^,  M^M^;  Aj^V^,  3/^3/,  in  yl'gs,  resp.  A\^,  A'^^ 
gemeinsame  Punkte  haben,  so  wird,  dn  N^N^,  A^,  N^N^,  ^3^4, 
NsN^  Kanten  des  eiucn,  3/,  Mg,  3/,  3/4»  iWj^/,,  343/4,  343/4  und 
3/, 34,  343/3,  343/4,  3/^34,  3434  Kanten  des  anderen  schneiden: 
Kante  iV^A^  sovol  mit  M^M^^  als  3434  einen  Punkt  A^^,  resp.  A\^ 
gemeinsam  haben.  Die  zwei  Tetraeder  liegen  daher  auf  zweierlei 
Art  perspectiv,  und  es  entsprechen  den  iVj  Eckpunkten  des 

einen  34  und  34  34  34  34  Eckpunkte  des  anderen. 

Bezeicbnot  man  mit  O,  den  zur  ersten  pcrsp.  Lage  geh5rigeii 
CoU.-Mittelpunkt,  so  schneiden  die  Geraden  O^A'^^^  ^i-^'ui  von 
welchen  die  erste  mit  den  Kanten  34  lY«,  die  zweite  mit  M^M^^ 

N^^\  in  ^'«4,  resp.  A\^  gemeinsamo  Punkte  hat,  die  den  genannten 
Kauten  in  der  ersten  persp.  Lage  entsprechenden  iV,iV„  MgM^  resp. 
A^jiVg,  3434  Kanten  in  den  Punkten  ^'j,  resp.  Ä\^^  woraus  ersieht* 
lieb,  doss  0]  ein  Diagonalpuukt  des  Yierseits  A^^A^^A\^A\^A*^A*^ 
ist,  welches  in  der  zur  zweiten  persp.  Lage  gehörige  ColK-Kbene  liegt 

Um   das  Tetraeder  N  bei  gegebenem  3/  zu  construiren,  nimmt 
mau  auf  der  Transversale  von  zwei  Gegenkanteu  z.  B.  M^M^,  343/, 
des  3/  zwei  beliebige  Punkte  A,,  A3  an,  sucht  die  Schnittpunkte 
(K,  A4,  Aj  vou  A334,  resp.  A834,  A334 ;  0,34,  0,34;  0,34, 

Ot^^M  -  -^i^i^a^i  ist  das  mit  M^M^M^M^  auf  zweierlei  Art  bezüg- 
iicli  0^,  Oj  persp.  liegende  Tetraeder. 

„Schneiden  fünf  Kanten  eines  Tetraeders  fttnf  Par 
„Qegenkanteu  eines  anderen,  so  schneidet  auch  die  sechste 
,,Kante  des  ersten  ein  Par  Gegenkanten  des  anderen,  und 
„die  zwei  Tetraeder  liegen  auf  viererlei  Art  perspectiv/* 

Wir  nehmen  an,  dass  NyAh  Kante  des  A,  mit  Ausnahme  von 
AjAg  die  Kanten  MgMk^  ^^i^fk  des  Tetraeders  M  in  Agh^  A'gh 
schneiilet.    Weun  den  Eckpunkton  die  Eckpunkte  3/, 34 

343/4  entsprechen,  so  wird  Ai-Vv,  da  die  übrigen  fünf  entsprechen- 
den Kauten  sich  schneiden,  uiit  3434  einen  gemeinsamen  Punkt  A^^ 
haben,  wenn  aber  denselben  Eck])uukteu  M^Af^M^M^  enLsprechon, 
so  wird  aus  demselben  Grunde  A'jA2  auch  3434  i"  -^^1«  schneiden. 
Den  Eckpunkten  AjiVgAV^'4  können  aber  auch  die  Eckpunkte  3434 
3434  und  3434343/,  entspreclien  ^wcil  die  humulugou  Kauten  sich 
schneiden),  dalier  die  Tetraeder  auf  viererlei  Art  persp.  sind.  —  Wir 
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bezeichnen  die  zn  den  genannten  Lagen  gehörigen  CoU.-Mittelpunkte 
mit  Oj,  resp.  O^,  O^,  nnd  es  «ehou  die  zu  0„  resp.  Oh  gehörigen 
CoIl.-Ehenen  durch  die  Vierecke  ^i9<^iS'^t4'^^S4'^S4»  '"ß^P*  -^ia-^* 

Weil  die  Gerade  O^A'^  die  Kanten  MJf^,  N^^Ng  in  A\gy  nnd 
die,  diesen  Kanten  in  der  ersten  persp.  Lage  entsprechende  NkNi^ 
M^Mg  'xTi  A'hi  scLueidet,  femer  OgA\h,  resp.  OA\p  Geraden  3/,A/*, 
]St^%  MkMtj  N^Ng  Kanten  in  Aihf  A\g  nnd  die,  diesen  Kanten  in 
der  ^ten  penp.  Lage  entsprechenden  ^^j'Ni^  MgMi\  NkN{^  MgM^  in 
Afi^  A'kt  schneidet;  so  sind  die  vier  Coll.-Mittelpnnkte  die  Diagonal- 
piiiÄte  der  in  den  Coll.-Ebenen  liegenden  Vierecke.  Darana  folgt, 
mgea  der  härm.  Lage  der  Paukte  O^A^gOgA'ki^  OgAgkOkAny  dass 
ml  bdiebige  Kanten  JI^M,  MiMi\  NgNh^  NtNit  von  M  oder  N 
dnreh  iwel  Coll.*Mittelpiinkte  CV»  ^*  ^*0k  und  daher  dardi 

nr^  Colt.-Ebenen  0,0*0/,  O^QiO»;  dOkOg^  O^OiOi,  endlich  durch 
ehien  helieUgen  Coll.*Mitte]pmikt  and  seine  ColL-Ehene  kann,  ge- 
Crenat  sind. 

Da  die  Projection  der  Punkte  N^AihNkA'ik  aus  O,  :  ^f^Alh^fhA*a^^ 
dieser  Pnnkte  aus  O, :  NiAANkA'{k\  dieser  Punkte  aus  Oj :  MtAikMtA'iki 
endlich  die  Projection  dieser  Punkte  ans  0» :  ^^7l.1l;^  ^V^'l^'  so 
folgt,  dass  zwei  Gegenkauten  N  Tetraeder,  wie  M/iMk,  M^Mk  and 
NgNk,  NiNk  durch  zwei  Par  Eckpunhte  JV,,  iV*;  AV,  iV»,  resp.  Af^, 
3/a;  M  der  A^  nnd  M  Tetraeder,  daher  aach  durch  awei  Par 
FlAchea  NgNkNi,  NgNkNk\  N4NkNg,  NnXkNk,  resp.  MgMkMi,  MgMkMk. 
MiMkMg^  MjMtAh  endlich  darch  einen  Eckpankt  und  die  Gegonflftche 
lea     resp.  M  harm.  getrennt  sind. 

Aus  der  harm  Lage  der  Punkte  Mf,A,,hAhA' tk  <,  N^AguNhA' gh  und 
daraus,  dass  OgOh  Gerade  tiurch  A^h^  Aik  oder  A'gk,  A' ,k  geht  (je 
nachdem  ^,  A,  oder  t,  k  gleich  1  ist)  folgt,  dass  zwei  Gcginlvanten 
des  O^OfO^O^  =  O  Tetraeders  durch  Mg^  Afh\  Mi^  Mk  wie  auch 
Ng,  Nh\  iV,,  Nk  Punkte,  daher  durch  MgMhMiy  ^lgMh^^k\  MiMkMg^ 
MiMkMk  und  NgNkNt,  NgNkSk\  NiNkNg,  NiNkNh  Ebenen,  endlich  durch 
eisen  Eckpankt  and  Gegenflftche  von  M  oder  N  harm.  getrennt  sind. 

Aus  der  soeben  gefundenen  Lage  der  Eckpunkte,  Kauteu  uud 
Flächen  der  Tetraeder  ^f,  iV,  o  uud  aus  dem  Umstände,  dass  wegen 
der  persp.  Lage  die  Verbinduugs-  oder  Schnittlinie  von  zwei  zu  ver- 
schiedenen Tetraedern  gehörigenl  Eckpunkten  resp.  Flächen  durch 
einen  Eckpunkt  des  dritten  gehen,  resp.  in  einer  Fläche  liegen,  folgt: 
iwei  zu  verschiedenen  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  oder  Flächen 
'ferden  durch  einen  Eckpunkt  und  Gegenflüche  des  dritten  Tetraeders 
barm.,  drei  in  einer  Geraden  liegende  Eckpunkte  der  Tetraeder, 
durch  die  Gegenfl&chen  iavolatonsch  getronuL 
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Das  Besnltat  dieser  Untersachang  lautet: 

„Dorcb  ein  Tetraeder  und  dnen  aoaserhalb  Miner 
i^äcfaeB  liegenden  Punkt  ist  ein  anderes  Tetraeder  be- 
«»stimmt,  von  nelchem  der  angenommene  Punkt,  nnd  die  tob 
,,ihm  dnreb  die  Cregenkanten  des  Tetraeders  harmoniseh 
«jsetrennten  Punkte  die  Eckpunkte  sind.  Dieses  nnd  das 
»^angenommene  Tetraeder  sind  anf  viererlei  Art  parq».;  die 
„Coll.-Mittelpnnkte  nnd  Ebenen  sind  die  Eckpunkte  nnd 
„Flächen  ein  nnd  desselben  neuen  Tetraeders.  Zwei  be- 
„lieblge  Eckpunkte,  Flftchen,  Gegenkanten,  Eckpunkte  nnd 
nOegenflflcben  Jedes  der  drei  Tetraeder  werden  von  den 
„Gegenkanten  der  anderen  zwei  barm,  getrennt  Zwei  sn 
„verschiedenen  Tedraedem  gehörige  Eckpunkte  oder  Fliehen 
„werden  durch  einen  Eckpunkt  und  Gegenfläche  des  dritten 
„Tetraeders  bann.,  drei  in  einer  Geraden  liegende  Eckpunkte 
„durch  die  Gegenflächen  invol.  getrennt.  Die  12  Eckpunkte 
„und  Flächen  der  drd  Tetraeder  liegen  resp.  schneiden 
,^ch  SU  dreien  in  je  16  Geraden;  von  den  ersten  16  Gera- 
lden gehen  durch  jeden  Eckpunkt  4,  welche  ein  Tierkant 
„bestimmen,  dessen  Diagonal-Dreikant  drei  Kanten  eines 
^fi&t  Tetraeder  sind,  von  den  anderen  16  Geraden  liegen 
,4n  jeder  Tetraeder-Fläche  4  und  bilden  ein  Yierseit,  dessen 
„Diagonaldreieck  die  Kanten  eines  der  Tetraeder  sind.  Die 
„Kanten  der  drei  Tetraeder  liegen  in  13  Ebenen  und  gehen 
„durch  12  Punkte;  dieselben  mnd  die  Flächen  resp.  Eek- 
„punkte  von  drei  neuen  Tetraedern,  welche  dieselbe  gegen- 
„seitige  Lage  haben  als  die  ersten  drei  Tetraeder.  Aber 
„auch  die  gegenseitige  Lage  der  zweimal  drei  Tetraeder 
,4st  Qbereinstlmmend,  indem  die  Flächen  oder  Eckpunkte 
„iodes  der  drei  nenen  Tetraeder  durch  sechs  Eckpunkte 
„der  anderen  gehen,  resp.  in  sechs  Flächen  derselben  liegen, 
„so  wie  die  Flächen  oder  Eckpunkte  der  ersten  drei  Tetra- 
„eder  dnrch  sechs  Eckpunkte  der  neuen  gehen,  resp.  in 
„sechs  Flächen  derselben  liegen.*' 

„Die  ganzo  Figur  enthält  24  Puukte,  24  Kbenen  und  50  Gerade; 
„die  Pniiktc  liegen  (Ebenen  gehen)  zu  vieren  in  (dnrch)  18  Geraden 
„und  zu  dreien  in  (durch)  32  Geraden;  durch  jeden  Punkt  geben  (in 
, Jeder  Ebene  liegen)  von  den  32  und  18  Geraden  4,  resp.  3,  von 
,jdcu  24  Ebenen  (Puukteu)  7,  welche  ein  Vierkant  (Yierseit)  mit  dem 
»,Diagonai-Dreikant  (-Dreiseit)  bestimmen.'' 

Die  Eckpunkte  der  im  Satze  erwähnten  drei  nenen  Tetraeder 
find:  A^A^A'^'a^  . . .  und  es  sind  je  swei  bezOglich  der  Eckpunkte 
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uod  Gegenflächen  des  dritten  Tetraeders,  als  Coli -Mittelpnnkt  nnd 
Ebenen,  auf  vierrrloi  Art  persp.  So  z.  B  sind  bezüglich  A^^,yl^^,A\^ 
A'^  CoII.-Mittelpankte  Aj^A^^A\j^A'^^  persp.  mit  AuÄi^'nA'un 

Am  der  efgentamliehen  Lage  der  M,  N,  O  Tetraeder,  dan  zwei 
la  TenekiedeBeii  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  dnreh  einen  £ck- 
ponkt  nnd  Gegenflldie  dea  dritten  härm,  getrennt  aind,  folgt; 

„Die  8  Mittelpunkte  der  in  ein  Tetraeder  einbescbrie- 
,,benen  Kugeln  sind  die  Eckpunkte  von  zwei  Tetraedern, 
„welche  aowol  zu  einander  als  zu  dem  Original-Tetraeder 

viererlei  Art  perap.  liegen." 

5.  Zwei  Tetraeder  haben  in  RQcksicht  auf  ihre  gemeinsamen 
Ecken  oder  Flächen  folgende  Lage:  sie  haben  a)  3  geroeins.  Ecken 
nnd  3,  2,  1  gemeins.  Flachen;  b)  2  gemeins.  Ecken  und  3,  2,  1,  0 
gemeias.  Fl&chen;  c)  1  gemeina.  Ecke  und  3,  2,  1,  0  gemeins.  FIft* 
eben,  endlich  d)  0  gemeins.  Ecke  und  2,  1,  0  gemeins.  Flächen. 

Bezeichnet  man  die  Eckpunkte  der  Tetraeder  mit  M^M^M^M^^ 
iVjiVjA'aiV^  und  fallen  a)  M^^  A\  ;  A^;  ^-s  zusammen,  dann 
wird  M^M^M^M^  entweder  mit  N^N^N^N^^  J^i^NfN^^i,  N^N^^\Nf, 
NiN^N^N^  oder  blos  mit  den  drei  letzteren  persp.  liegen,  je  nachdem 
auf  MgM^  liegt  oder  nicht  b)  Fallen  3f,,  ;  A\  zusammen, 
nnd  liegen  ausserdem  entweder  iV,,  auf  M^M^  ref>p.  MfM^  Kanten, 
oder  schneiden  sich  V/^Aa,  A/^iV^,  Jd^i^  Geraden  in  einem  Punkte, 
ao  iat  MiM^MsM^  mit  NiN^N^N^^  N^N^N^N^,  A^A^iX^X^;  wenn  sich 
aber  ausser  den  gemeins.  Eckpunkten  bloa  M^M^^  K^N^  Kanten 
schneiden  oder  auf  derselben  Geraden  liegen,  dann  ist  M  Tetraeder 
mit  If  nur  in  den  zwei  eraten  Gmppimngen  der  Eckpunkte  per- 
apectiv.  c)  Fallen  3/^,  anaammen,  so  sind  die  Tetraeder  selbst 
wenn  3,  2,  1  Eckpunkte  von  A"^  auf  die  durch  Afg  gehenden  Kanten 
oder  Flächen  liegen,  blos  auf  einerlei  Art  persp. ;  wenn  aber  M^M^M^^ 
N^N^N^  Dreiecke  in  derselben  Ebene  liegend  auf  0,  1,  2,  3,  4-erlei 
Art  peiip.  sind'),  dann  liegen  auch  die  Tetraeder  auf  ebenso  vielerlei 
Art  persp.  d)  Haben  die  Tetraeder  keinen  gemeins.  Eckpunkt,  fallen 
aber  A^A,,  M^M^  Kanten  auf  dieselbe  Gorade,  und  gehen  M^M^ 
üfgA',,  M^^N^  Gerade  durch  einen  Punkt  (die  Tetraeder  haben  zwei 
gemeina.  Flächen),  ao  iAM^M^^^  persp.  mit  N^N^^N^  ^^N^^, 

Aus  diesem  ist  eraichtlich:  „Zwei  Tetraeder,  welche  eine 
„üder  mehr  gemeins.  Eckeü ,  Flaclieii .  Kanten  haben,  können  uiciit 
„mehr  als  auf  viererlei  Art  persp.  liegeu  ^ 


1)  bei  reellen  £ckpankt«n. 
AMk.  a.  XMh.  m.  Vhja,  S.  B«Um,  T.  VI.  7 
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6.  ,.Zwei  Tetraeder,  welclie  keiuc  geraeins.  Ecken, 
„Kanten,  oder  Fiäcbeo  haben,  können  niclit  derroassen  auf 
„zweierlei  Art  persp.  liegen,  dasa  einem  oder  zwei  Eckpunk- 
„ten  des  einen  in  beiden  Lagen  dieselben  ein  oder  2wei 
„Eckpunkte  des  andern  entsprechen. 

WmI  MkMMtf  NkNOh  Dreieeke  keine  gememMmen  Eckpankle 
haben  aod  aoeh  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  können  sie  nor  anf 
einerlei  Art,  s.  B.  in  der  anfgesefariebenen  Ordnung  der  entsprechen- 
den Eckpunkte,  persp.  sein,  woraus  folgt:  dass  MgMkMtMit  Tetraeder 
TBMNfNkNiNk  and  mit  einem  durch  eine  andere  Gmppirnngder  NhNiNt 
oder  bloB  der  NiNk  Eckpunkte  entstandenen  Tetraeder,  z.  B.  NgNiNu 
Aa,  NgNhNkNi,  etc.  nicht  persp.  sein  kann. 

7.  „Zwei  Tetraeder  können  nicht  dermassen  zu  ein* 
,^nder  persp.  liegen,  dass  vier  Eckpunkten  des  einen  vier 
„Eckpunkte  des  anderen  und  nodi  eine  derartige  andere 
„Gruppe  dieser  letzteren  Eckpunkte  entspreeheii  sollen,  in 
„welcher  keiner  von  ihnen  demselben  Eckpunkt  des  ersteren 
„Tetraeder«  entspricht,  als  hi  der  Mheren  Grappe,  aas- 
„genommen  die  drei  Fille,  wo  zwei  und  sugleieh  die  an* 
„deren  zwei  Eckpunkte  ihre  Stelle  in  der  Gmppe  abweeb« 
„selnd  verftndem.** 

Damit  MgMhMiMk^  zu  NgNkNiHk  und  AkJSkNgNi  perep.  sei,  ist 
notwendig,  dass  in  beiden  Lagen  die  entsprechenden  Kanten  sich 
«schneiden;  dies  ist  aber  in  dem  Falle  nur  dann  möglich,  wenn  ein 
Eckpunkt  und  seine  Oegenflftche  in  der  einen,  and  ein  anderer  Eck- 
punkt und  seine  GegenHftche  in  der  anderen  persp.  Lage  mit  seinem 
entsprechenden  Eckpunkte  und  Gegenflftche  znsammenf&Ut,  z.  B. 
Mk  Eckpunkte  mit  N,,  Nt;  J/jk^M^i,  MgHiMk  FlAchen  mit  NkNiNk, 
NfNkNi  zusammen  fallen.  Die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Eckpunkte  der  Tetraeder  MgMiMiMuy  NgNkNiNk  kOnnen  aber  bei 
dieser  Lage  nur  dann  durch  einen  Punkt  gehen,  wenn  entweder  ASk, 
Nk  oder  Nif  Mi  zusammenfallen;  w&hrend  die  Verbindungslinien  der 
entsprechenden  Eckpunkte  der  Tetraeder  MgMMMkf  NkNkN,Ni  nur 
dann  durch  einen  Punkt  gehen,  wenn  Nh,  Nt  oder  AT^,  Nk  zusammen 
fallen,  und  weü  weder  Nk  In  Mk  and  zugleich  Mt^  noch  Nt  in 
Mt  nnd  Mk  fallen  kann ,  so  werden  die  Tetraeder  in  den  angegebe- 
nen Lagen  nicht  persp.  sein. 

8.  „Zwei  Tetraeder  mit  reellen  Eckpunkten  kOnnen 
„hfichstens  anf  viererlei  Art  persp.  liegen.^ 

Tn  5.  ist  gezeigt  worden,  dass  zwei  Tetraeder  mit  teilweise  tu- 
sammeuiaüenden  Elementen  nicht  mehr  als  auf  viererlei  Art  persp. 
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leiD  können;  wir  schllessen  dalior  diesen  Fall  aus.  Ist  M^MiMiM^ 
Tetraeder  mit  N(,NhNiN\  pprsp.,  dann  kann  es  laut  6.  nicht  mit  den 
14.  tind  laut  7.  mit  den  ti  Tetraedern  persp,  sein,  welche  durch  eine 
andere  Gruppirung  dor  entsprechenden  Eckpunkte  entstehen,  es 
bleiben  daher  blos  übrig  diejenigen  drei  Tetraeder  NgNhNiNi^ 
üflik^  NuNiNk^if  deren  persp.  Lage  in  4.  betrachtet  wurde. 

9.   ^Wenn  zwei  Tetraeder  keine  gemeinsamen  Elemente 
„haben,  können  sie  nicht  auf  dreierlei  Art  persp.  seiu.'^ 

Hat  n&mlich  M  Tetraeder  mit  N  keine  gemeins.  Elemente,  nod 
ist  MfMkMtMk  sa  NfNitfiNk  persp.,  so  kann  ea  noch  an  IhNtSj^^ 
AWV^A,  NtNilfklig  persp.  sein.  Wenn  man  aber  ^ornnssetit,  daas 
M^kMiMk  sn  N^kJViKi,  NkN^M,  Nflfjttr^k  persp.  ist,  dann 
lehonden  stob  die  Kanten:  Jf^t,  l^gk^  MtM,  Mkih,  iV^^; 
JI^J^  NkNk*,  Jff^A,  NiNki  MMt  NgNk,  daher  M^kMiHik  aneh  an 
NiWfkIfg  perap.  aein  wird. 

♦  «  • 

10.  Brei  parweise  persp.  Tetraeder  bestimmen  ansser  den  in 
4.  beschriebenen,  noch  andere  Tetraeder. 

Pnjidrt  man  nftmlich  ans  Ng  die  M^MiMiMi  Eckpunkte  des  M 
Tetraeders  aof  den  Gegenflftehen  mxk  M,^MiM}MM^Mi/i9\  so  bestim- 

Bieo  dieselben  ein  Tetraeder  3f^^\  und  da  man  aus  jedem  Eckpunkte 

dn  N  Tetraeders  projieiren  kann,  so  gibt  es  vier  solche  Jlf^^\ 

.  Tetraeder. 

Beseichnet  man  die  Sehnittpanlrte  der  MgMk^  NgNk\  MiAfk,  ^'g^^ 
Kasten  wie  froher  mit  A,,h^  A%h,  so  ist  ersichtlich ,  dass  A^hA'ghAit, 
Af^A,kA'a   die  Diagonaldreieckc  der  Vierecke  Mg^'^'^ Afh<yHfg('''> MhS*") , 
resp.  ^[^  i)^f|S*iMg(^)M^S*')  sind  und  dass  die  Viereck-Seiten  -U^ 
M^Mg  *'),  Mg'8)M^(h)^  AhUi)Mg(^),  M,/')Mh(*K  ^y03/',(*),  MgUyAT^it)  durch 

die  Punkte  A' ik^  resp.        Agk,  Agh,  Agh^  Aol^  A'a  gehen. 

Jedes  der  A  .  Tetraeder  ist  zu  M  und  0  persp., 

die  Coli, -Mittelpunkte  sind  die  Eckpunkte  von  die  Coli  -Ebenen 
ihre  Gegentiächen ,  da  sich  die  entsprechenden  Kauten  nach  dem 
Obigen  in  Pnnkt^  der  FJi&oben  des  N  Tetraeders  schneiden. 

(.V  ) 

Die  16  Eckpunkte  der  vier  itf  ...  Tetraeder  können  aber  auch 
als  Eckpunkte  von  vier  anderen  dem  M  einbeschriebenen  Tetraeder: 

^      Mgi8)MklihM^i)Mn(k)^  V^*^=  M^{h)j^f^(i)j^^ii)Mgii)  und  von  vier 
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hl  den  Fttebeii  von  M  liegeodoi  Yienoke«:  ir  Mj^Mfi^M^ 
JtiJ^  betrachtet  werden;  dieie  Tetraeder  sind  N  besfl^ich 

der  Eckpunkte  (ond  Gegenflächen  des  O  Tetraeders  als  Coll.-lfittei- 
pünkt  and  Ebenen,  die  Vierecke  zo  O,  N  bezflglich  der  Eckpankte 

von  M  persp  ,  da  die  Eckpunkte  der  Mi^)  Tetraeder,  die 

Projectioaeu  vou  M^Afi^MiMk  aus  0|,  resp.  ^a,  die  Eckpunkte  der 

' , ...  Vierecke  die  Projectioaeii  von  NfHMN^  m  Mg  aiiid. 
Je  swei  der  M^'^'\  M^^^\  ...,ond  ...  wie  anrli 

(Mg)     (Jf  . 

M  ,Jlf  *'  ...  Tetraeder  und  Vierecke  sind  zu  einander  bezüglich 
den  Eckpunkten  und  Gegcntiächen  der  AghAik  A'ghÄik  Tetraeder 
als  CoU.-MittelpnDkte  nnd  Ebenen  aof  aweieriei  Art  persp.  So  sind 

(N\  (N.) 

z.  B.  die  Tetraeder  jyT  %  '  beSKÖglich  Agh,  ^V;  M(0,\  mo^)  be- 
zaglich    -l'iA,   Ä'ik\  M^Ok\  M^^d   bezüglich  ^u,  Aki^  die  Vierecke 

IM  \  (Jf.) 

M  ^  '\  besaglich  Agkt  A'a  persp.,  und  es  entspreehen  den 
Eckpnakten  von  MjifiMtftf^Mfi'^Mk^^  Mfimi/i^mi^M^,  l^ca)jrAti) 
Mfi^Mi/i%  Mf^yrnfi^M^^Mfiit,  resp.  die  Eckpunkte  Ift Wir^*)Jr/»)jrft<W. 

Mg^^i  JfftW ITiW  Mi^li ,     MJf>y  Mk<^)  M^f^ MfW ,      JtfAd)  Jir^W  Jtf^«>  JtfjtCO. 

jiA<f)JUSk<*><^*<*>ifib(^«  da  die  Yerblndangslloien  der  entsprechenden 
Eckpunkte  dnrck  die  angegebenen  GolK-Mittelpunkte  gehen.  En  ist 
aber  auch  Ideht  einzusehen,  dass  die  Gegenflächen  der  Coll.*Mittel- 
pnnkte  der  AtkÄAÄ'gkA*at  Tetraeder  die  GoH.-Ebenen  sind,  da  sich 

z.B  boi  den  Tetraedern  ^\  'dieKanten;2l^)-M»tF),i/*(*'jM><*) 
Mi<j»MiSy),  M^^)Mk^'')  in  beiden  persp.  Lagen  entsprechen,  daher  die 
beiden  Coll.-Ebenen  durch  ihre  Schnittpunkte  A'ik^  Att  nnd  (lani  2.) 
andi  abweehseind  durch  die  ColL-lüttelpnnkle  gehen. 

Jedes  der  ...  Tetraeder  ist  zu  jedem  der  .  .  . 

persp. ;  die  CoU.-Mittelpuukte  nnd  Ebenen  sind  die  Eckpunkte  and 

Oegenflidien  von  M,  80  sind  die  Tetraeder  if^^'^  bei  jedem 

Werte  des  g  Indexes  bezüglich  J#, ;  JM 

^  besflglicb  Mk  persp.,  da  JUr,C>J#/^), 
JdfAMfi')  als  Yerbtndnngsgeraden  der  entsprechenden  Eckpunkte 
darch  Mk  gehen. 

Die  Vierecke  M  ^  ,   ...  sind  auoli  persp.  mit  M     , ...  ÄT  ' 
Tetraeder  \  die  32  zu  diesen  Lagen  gehörigen  Coll-Mittelpnnkte  sind 
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Edqpankt»  ?ob  8  dem  M  mnieliziebeiiea  Tetraedern^  welche 
tedben  16  FUchen  haben,  and  von  welchen  vier  zaM^  N,  vier  sa 
Mf  0  pertp.  liegen. 

Das  Tetraeder  AT  ^'  nnd  Viereck  AT  hat  nämlich  in  Mg^) 
einen  gemeins.  Eckpunkt,  und  es  schneiden  sich  die  entspreehonden 
Seilender  MiS'^  Mt^')  Mk^\  3f/*)  3f^  Dreiecke  io  ÄMÄKkAik 

Pinkten,  daher  das  Tetraeder  und  Viereck  persp.  liegen.  Die  dnrch 
MMjtfKf),  Mgi'')M^*'^  entsprechende  SeiCen  gelegte  Ebene  eathttt 
MtAfkA^Mt  Pankte,  daher  Ist  der  sa  if(',),  Jf('f)  gehörige 
CoIL-MIttelpitnkt  der  Schaittpankt  Ton  den  Verblndangiebenen  der 
AkiA^A^^  AtiAgkA^  AmAgtA^  Oeraden  mit  JfAi  resp.  2A , 
Pndrten,  nnd  da  diese  Geraden  die  Schnittlinien  der  0^0b^4 
Eh«e  mit  den  dnrch  Mg  gehenden  Fliehen  des  M  Tetraeders 
äad:  so  werden  die  Eckpunkte  de^entgen  Tetraeders»  welches 
M   nnschriebea    ist,    oad    dessen    Fladien    M    la  der 

(.V  \ 

OsOjOi  Ebcuc  schneiden,  die  zu  den  persp.  Lsgen  der  Jf  , 

Tetraeder  nnd  Vierecke  gehörige  CoU.- 

Ifittelpnnkte  sein. 

Ebenso  kann  bewiesen  werden ,  dass  die  an  den  persp.  Liagen 

derl/''«\3/''*>;3/^*\y''>>'M^''^'  V''*^  nnd  M(U  Af^''^ 

M^^*^i  JW^'*^;  Af y^'^  J<^^^ WvU(eBC!on.-]Ottelpnnkfe 
die  Eckpnnirte  dinjenigen  dem  M  nmsdiriebenen  Tetraeder  sind, 
«siebe  die  Flachen  von  M  in  den  Ebenen  0^0, Ot,  resp.  N^N^N^ 
NjNiNi  schneiden. 

Weil  ßicli  (laut  1.)  die  Flachen  der  M,  J^,  ()  Tetraeder  in  16 
Geraden  schneiden,  so  haben  die  Ö  umgeschriebeueü  Tetraeder  die- 
selben Flachen,  und  weil  vier  von  ihnen  die  Flächen  der  M,  iV,  die 
anderen  die  Flächen  der  M,  O  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
schneiden,  so  sind  vier  der  umschriebenen  Tetraeder  mit  My  iV^  vier 
mit  M,  O  persp. 

Wir  haben  daher  folgenden  Satz,  dessen  reciprok  entsprechender 
leicht  lugesprochen  werden  Innn. 

MWenn  drei  Tetraeder  parweise  persp.  li^n,  dann 
„gibt  es>ier ,  in  dem  ersten  nnd  aweitsn,  vier  an  dem  ersten 
„nnd  dritten  persp.,  dem  ersten  änbesdiriebene  Tetraeder, 
„nnd  vier  an  dem  iwelten  nnd  dritten  Tetraeder  persp. 
nVieredse,  wehshe  in  den  Fliehen  des  ersten  liegen;  die  6 
„Tetraeder  nnd  4  Yierecke  haben  dieselben  16  Eckpunkte. 
,^Die  ersten  rier,  sowie  ^  aweiten  vier  Tetraeder  nnd 
Midie  Vierecke  rind  parweise  an  einander  in  Beang  aaf  die 
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Klug:  Ueber  mehrfach  persptctwe  Idraeder, 


„Kanten-Schnittpunkte  der  Urtctraeder  als  CoU.-Mittol- 
„punktc  auf  zweierlei  Art  persp.  Zwei  cinbeschriebeoe  To- 
„traeder,  welche  nicht  zu  deuscibcii  zwei  Urtetraederu 
„persp.  liegen,  sind  zu  einander  beztiglich  der  Eckpunkte 
,,des  ersten  Tetraeders  persp.;  jedes  einbeschnebene  Tc- 
„traeder  liegt  anch  persp.  zu  den  Vierecken  bezüglich  der 
„Eckpunkte  derjenigen  Tetraeder,  welche  dem  ersten  uin- 
,,8cbneben  und  zugk  ii  h  (Icm  ersten  und  zweiten,  oder  dem 
„er8|ea  und  dritten  persp.  ist.'' 

11.  Wir  wollen  emllieh  die  gegenseitige  Lage,  der  in  dem  M 
O  Tetnedem  einbeBcbriebeneii  Tetraeder  nntersnchen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  wie  oben  die  Projection  der  Eck- 
punkte NgNhNiNi  auf  die  Gegenflächen  aus  O,,  Oa,  O.,  Ot  mit 
Ng^(Nh^)m9)]^^{^)^  iV/*)iVA(*)^,<*)A'jkCM,  die  Tetraeder,  deren 
Eckpunkte  die  16  Projoetionen,  und  welche  in  iV,  M  reap.  a;  O 

einbeschrieben  sind,  mit  iV^         Ng^f)  Nk^^ Nt<s)Ni(i\  ...5  iV(*i>  = 

A,a>M(^>iV^^«02Vk»),  N^^^^^Nt(^m)m^)W'^,  nnd  bemerken,  dasa 

N^flNk^^  Gerede  dnrcfa  Agk,  A'ik,  J'gk,  A*gh,  Aüc,  Agh,  A'gk 
oder  Ä'gh^  i4iX,  Agh^  Agh,  A'ücj  A'gh,  Agh  gehen,  Je  nachdem  ^,  k 
oder  >,  k  gleich  1  iat 

Die  Tetraeder  ,  N  sind  bei  jedem  Werte  des  g  Indexes 
auf  viererlei  Art  persp.  beztiglich  der  Eckpunkte  und  Gegenflächen 
des  O  Tetraeders,  als  Co  II. -Mittelpunkte  und  Ebenen,;  und  zwar  dcr- 
weise,  dass  den  Eckpunkten  Af^(i)MA(*)M,^')iVJ»(*)  des  die  Eck- 
punkte Mj(i)JM)k(i)M/»)M»(i),  iV*(i)JVi(i)iV,(»)W»)  von  JV(o,)  bezüg- 
lich 0|,  reap.  Oa,  den  Eckpunkten  MiH^mk^yW^Mif^^  dea  üf^^^^ , 
die  Eckpunkte  JV^(*)JVSk(*>W*)W»),  Nk^^yNJ»^>m>^)N/^\ 
JVjWASk«*),  W*)W»)jViWjy,(*)  bezagKch  O,.  0*,  o.,  Ok  ala  CoU.- 
Mittelpunkte  entaprechen. 

Dies  folgt  für  all  CoU.-Hittelpnnkt  und  MJi^)Mi/i'^yM/i^Mt^\ 
NfiyNh<^yNM''W^\  wie  anch  fOr  0»  ala  Cdn.*Hlttelpnnkt  nnd 
Jir,(*)Jlfft(»Jlf,(»)Jlfft(0,  Nk*^)NJi»^ym)m^)  ala  entsprechende  Eck- 
punkte unmtttelbar,  dn  die  Geraden  MgN,  bei  jedem  Werte  von  g 
darch  0|,  die  Geraden  MkN^,  MM,  MiiV,  durch  o*  gehen. 

Diea  in  Betracht  gezogen  wird  der  Beweis  ftlr  die  übrigen  Tetra- 
edcr-Combinationen  auf  folgende  Art  erhaltcu. 

Die  Diagonaldreiecke  der  Vierecke  M^MhN^Nk,  MiMkNiNk 
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i  monisehen  Reihe. 

^ertatioQ  Aber  die  ^/muMOuMk^ 
:  definirt,  bei  dar  toh  Je  drei  mMi- 
.ere  dai  bennonisdie  Mittel  der  beiden 
>  eine  Folge  yoa  Brflcbeii  mit  oon^ 
eine  irithinetieGbe  Beihe  bttden.  Ab 
kann  ebne  Bescbffinknqg  der  All^emdn* 
.den;  denn  wird 

*'ine  iiarvonisofae  fieilie 

„+26+  •  •  +  i+Ä     6  ^  G) 
/urttdoiilAbreD.  In  gnmdrttiBch  elemeDfimr 
an  der  Sfttc  gewemien«  d«8e  mit  n  smr  andi 
wächst,  aber  anr  wie  der  LogitrithmiiB  ?eii  «, 


S»(«)-l0g(n+a)  = 

i  unction  Cni»)  mit  wachsendem  n,  beständig  ab- 
.  nur  von  a  abbäugigeu  Greuzwert  C(s)  zustrebt, 
^uutlich  gleichbedeutend  mit  der  G aase 'sehen  Fnnc- 

n»)^  (lo«ii-Äi-i(»+l)] 

•   I  886.  Ein  vermehrter  Abdruck  der  Arbeit  im  ,ArchiT 

vht  bevor. 


(joiiitionet  geoeraiet  circ«  Mnoo  infinitom  etc.  Art.  90. 


Google 


„Wenn  drei  Tetraeder  parweise  auf  Tiererlei  Art 
yjpenp.  liegen,  dann  sind  a)  je  zwd  zu  dem  ersten  ond 
nPrdten  Tetraeder  perspective,  «nd  angtoidi  dem  entea 

feinbeschriebene 
,  .  ,  Tetraeder   zu  einander 

umschriebene 

fibetOglich  der  Eckpunkte  and  Gegenfl&cben  des  dritten 
„Tetrafldm  als  ColL-Mittelpiinkte  and  Ebenen,  anf  viererlei 

i einbeschriebene 
nnicbriebeae 

„zn  dem  ersten  und  dritten  perspective  Tetraeder  ist  a« 
...  (  dnbeschriebeoen  . 

,gedem  dem  zweiten  |  ,„nscliriebeBen  ^^^^"^ 

„und  dritten  perspectiven  Tetraeder,  besCkgüch  dnes  Eck- 
^jNinktes  and  Gegenfliebe  des  dritten  Tetraeden,  ab  CkilL* 
Mittelpunkt  und  Ebene,  perspectiv/* 
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VIL 

Miscellen. 


1. 

Zur  Theorie  der  kaniioiakeheB  JUSkt. 


1»  In  neiMT  IiHMganl-Diaaertetioii  Aber  die  «Jumoniidha 
]Wli^«)ist  dien  Reihe  all  ioldiedefiiiirt,Mdflr  von  Je  didanlri^ 
aeder  fo^enden  GBeden  dae  ndtflere  das  liiniK^^ 
Imeii  iat  £e  ergiebt  aieb  ao  eine  Felge  von  BrAdieii  nit  eoii» 
ttaten  Zihler,  dereo  Nenaer  dae  ariduaeliidie  Beüie  liildea  Als 
die  J)ÜBreu^  der  letateren  kann  ohne  Beachrankimg  der  AUgeaieiB- 
bBÜ  Mi  1  mgenomaMi  werden;  denn  wird 

geHlit,  io  Iat  die  ■Dgemeiae  hafnoiiaQhe  Baihe 

^  ä+  a  +  6+  a  +  2&+      +  a+nÄ  "  Ä  V*/ 

ai&o  auf  jene  sofort  zurückznfQhren.  In  grundsätzlich  elementarer 
Abhandlung  wurde  nun  der  Satz  gewonnen,  dass  mit  «  zwar  auch 
'Sm(3j  ins  Unendliche  wächst,  aber  nur  wie  der  Logahthmos  von  », 
so  d&fta,  wenn 

(3)  Ä(»)-ieg(»+*)  -  CniA 

icaetat  wird,  die  Feaelieii  CUM  att  wichiendem  »,  besUndig  ab- 
adiBMnd,  einem  nnr  yen  m  aUimlgeA  Gfenswvt  C(«)  zustrebt. 
Dendbe.iat  weaentUdi  glejchbedentend  Sit  der  Gnnaa'adMwFnw^ 

da  fllfculmr 

1)  Hftlle  1886.  Ein  Termebrisr  Abdr«elt  dtr  AiMl  i»  »Aichig 
&  Kitt.*  ftakt  bvvor* 

^1  ^ii^ 

2)  I>ijqiiiiitioac«  geoer&Jies  circ* 
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Ist  lasbesoodm  bit  mm  für  «»1  die  Eoler-MMcheroni'Mslie 
CoDflUmto 

C{1)  =  cj^^  +  i  -log«^  -  U,o772156649  ... 

Von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Fonctioo^  die  scboD 
Gauss  auigefundcu  hat,  sind  bicr  nur  drei  za  erwähneo,  die  im  Fol- 
genden AuwenduDg  finden.   Es  ist  n&mUch 

(4>  C(«)  -  Cd—«)  =  jfCOtgjM, 

(5)  £^  C^z  +  ^)  —  mC{fm  + 1) 

und  mit  Hilfe  dieser  Sätze  kann  itl^ui  ('{z)  für  beliebige  rationale 
aad  echt  gebrochene  «  durch  die  Formeln  darsteUeu: 

^6)  fttr  angerade 

m—2 

"  <^+^^Ui^  +  logm-  2^2.  cos  —  iog(^28in  -  j 

ftr  gerade  /«, 

W  -*^  +  2  cotg-  +log(2fi»)-2Xcos^2'^«^  m 

n  ungerade,  m  gerade j     =  1,  2,  3  ...  -^j—  oder  — j~j 

Durch  die  Fanction  C  MiMen  sieb  leicht  beliebige  Aasschnitte 
der  hamoniscbeo  Reihe  aindrttckeii;  die  altern ir ende  Reihe 

-  — +  #-|-2  —  ii^S  *"  Diflferenz  zweier  har- 


moniselien  Eeiheii  mit  poeitiven  Gliedern  doroh  zwei  OFnnctionen 
■nmmiren,  vnd  die  WertpAendenragi  die  dieselbe  Reihe  erflUirt,  wenn 
das  YerblUtniss  der  AnsaU  der  positiTen  OUeder  sor  Antahl  der 
negatiTen  Glieder  geiadert  wird,  ist  ebenfalls  mit  Hilfe  von  C  Meht 
SD  entwidcelD.  Bezflglich  aller  dieser,  sowie  anderer  damit  snam- 
meahangender  Fkagen  sei  aaf  die  angefahrte  AmMI  verwiesen  nnd 
mr  bemerkt,  dass  eine  elementare  nml  sngleidi  strenge  Behaadhing 
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derBelben  banptsScbUch  dtdnrch  ermöglicht  wird,  dasi  saaftebst  mit 
endlichen  Bethen  nod  mit  der  noch  von  ihrem  Index  abhAogigen 
Funetion  Cm  gerechnet  wird,  ao  dam  bis  znm  Angenblick  del  Grens* 
flbergnnget  ftr  «  —  od  allei  dnrchans  gescblonen  im  Endlichen  tor 
rieb  gebt 

Dnaaelbe  Verfahren  wollen  wir  bei  der  hier  so  lösenden  Anigabe 
einschlagen. 

2.  Ana  der  barmoniichen  Beibe  werde  eine  nene  in  der  Weise 
gebildet,  dasa  die  Vorzeichen  gruppenweise  wechseln;  die  eraten  p 
Glieder  sollen  positiv,  die  p  nlcbsten  negativ  genommen  werden 
n.  8.  f.  Gesucht  ist  die  Snmme  der  neuen  Reibe,  Im  Falle  Ihrer 
Conveiigetta, 

Schreiben  wir  der  Kflrae  wegen  ,  ao  ist  die  Summe 

der  ersten  2pn  Glieder 


+%+     H-ASf-l  — Asf  — • ... — hif-\ 

4-  -  

odor,  weim  wir  die  Glieder  nauh  Verticaireiliou  zasammeolassen, 


Hier  kann  man  nnn  die  bcideu  Sammcn  zo  einer  einzigen  zusammen» 
ziehen  und  die  negativen  Glieder  einseln  hinter  die  positiven  ein- 
schalten,  wodurch  02pn  als  Summe  von  altornironden  harmonischen 
Reihott  dargestellt  erscheint.  Um  aber  die  Sommenformel  für  die 
letzteren  nicht  voraussetzen  zu  mQssen,  wollen  wir  lieber  unmittel- 
bar Formel  (2)  auf  jede  der  beiden  Summen  anwenden  und  erhalten 


oder  nach  (3) 


+Iog   * 


^  2y 


Far  •  —OB  Ttndurinaet  Jeder  der  f  UgttHhmo,  M  den  riek  «r- 
gielit: 

Scbreiben  wir  dies  noeb 

80  ist  Dach  (5) 
also  auch 

Für  p  —  1  geht  ö  in  die  uinfach  altern ircnde  Reibe  über.  Wir 
erbaltoQ  fur  diesen  FaU  aoi  (I)  nnd  (II)  die  Formeln  (id)  aad  (30) 
der  lüfferentation. 

Beispiel.   Es  ist 

*"r4""7""lÖ"'"l3"T'l6     19     22  "^T   3  W 

Da  Uer  p  —  2  tat,  liaben  wir  aas  (1) 

Nu  Ist  aoB  (6)  liiiw.  (6a) 

c}-«+|log3+|y8 
-  ö+iiloß2+^log3- V3log(2-  y3)+  ^(2+  V3) 
c|  —  e+|log8+Slog2— |V3 
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also 

S.    Anweadsif  ft«f  die  mSP«<s{<>H«*'  hArnoiiiieha 

Reiha. 

Fttr  X  -»  1  vereinfacht  sich  Formel  (I)  erliebüdi,  seibst  wenn  j» 
ganz  aabesliiBflit  bleibt  Ea  ist 

oder,  nach  (4),  da  die  anterei nander  tteheiidea  Fnoctioiien  C  Afga- 
nente  beailieii,  deren  Smnme  1  iit. 

Hier  eisftmeii  äcli  die  Bogen  Je  zweier  syninetriseli  snr  Mitte  stehen- 
de 

den  CoUng^nten  zu  ^.  Da  nun  aligemein 

2 

eotgü+tg«- jupgj^ 

ist,  so  haben  nir,  wenn  j»  nngende,  etwa  glaieh  du +1  ist, 


ud  Ar  r  —  am,  ia  weldim  Falle  eia  Mittelglied  eetg?-  =  1  vor- 
kaadea  iit. 

Wenn  wir  scbliessttch  noch  beachten,  dass 

Ci  — e+21og2 

ist,  wie  Bich  anmittelbar  aas(5)ftrs«Q,iii'=S  ergiebt,  so  kommt 
also 


i^iy  u^Lo  Ly  Google 


XIO  MuctlUn. 

<i)  =  (i+i+i  +  ...+J)-(^:5^  +  ^-^...+  4)+-  . 

2 

IS   ftr  gerade, 

sin  — 
P 

2  ^ 
— -log2+'^   £  — ^~  far  ungerade  p. 

P 

Beispiele:    Hieruach  ist;  Für  p  —  2, 

^  +  2-^3  ■"4+ö+6  -^2**«^+4 
wie  auch  anmittelbar  ersicbflich. 

Für  j>  =•  3, 

9810  ^ 

*    I  1    .    1    .    1        1       1        1        1  ^1  -AI    «/'         1  1\ 

*+2  +  3+4-5~6-7-8--4'**«^+4r2+^; 

4.  Anwendoug  auf  die  Reibe  der  reciproken  unge- 
raden Zatilen.  Fttr  s  »  ^  ist 

5*G)  =     +  3  +  --l)'^  (il^Vl"^'  ■^4i>^l)"*' 

Nach  I.  wird  für  diesen  Faii 

-  «  (cotg  ^  +cotg^+  . .  +  cotg 
Dieselbe  Umfonnaog  wie  vorher  ergiebt  hier 
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(IV)  a(4)  = 


2 

^  TTäTM)^'  wenap  gerade. 
*^      »0 — — 


Beispiele.  FOr  f>     8  wird  «(i)  *  alao 


TT 

i 


1  _  1_  1     1      1  n 
Für  p  — 3  ist  «(1)=»?+ 80  d«n 

,1,1    1    i_  1  <y 

^+S+6~"7""9  11  

Diese  Beibe  l&sst  sieb  auch  ableiteu,  iadem  man 

n  11  1.1 

4  8"*"  6""  I"^»"  11*^1»     15  •* 

mit  I  iQulttpÜcirt  and  das  Ergebniss 

6— S      ^9      '*"15  — 

so  binzofügt,  dass  mau  die  gleicbnamigen  BrUcbe  vereinigt. 

Für  p    4  komnii  e(4)  -  ^  (  ^  ^+  -^'\  -  |» 


^+8+  6+  7     9  "  U     13     16  •      4  l^-^+V» 
(FortseUung  folgt.)  Heinrich  Simoo. 
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Muc*Utm 


2. 

Uek«r  die  Noraalea  4er  Kegeleeliattte. 

Zfebt  man  von  einem  Puiiklo  q>  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts Normalen  an  denselben,  so  lässt  sich  vermittelst  einer  Glei- 
cboDg  4.  Grades  für  die  Mormale  n  folgende  Relation  lür  liire  (^ua- 
dratsamme  aafstellon: 

Hieraus  fol^t  auch 

lat  demnach  Zn^  ^  Const,  so  erhält  man  eioen  Kegelscbniti  als 
geomelrischen  Ort  der  Oonstans  der  Qnadratsnmiiie  der  NonDalen. 

Derselbe  geht  in  einen  Kreis  Ober,  wenn  eine  gleichseitige  Uj- 
perbel  zu  Grande  gelegt  wird,  weil  alsdann 

V+«t*+%'+V  =  3Ä»  ist 

Die  obige  Gleichaug  gilt  auch  noch  allgemein  für  die  Asymp- 
toten einer  Hyperbel,  nur  ist  dann 

sn  setzen,  nnd  der  geometrische  Ort  wird  dann  dnreb  die  Ellipse 

cosis.'*  '  sin  28iu-fc;^co8^^ 

chracterisirt . 

Die  Diagonalen  des  ihr  nmbesehriebenen  Bechteeks  fallen  dem- 
nach mit  den  Aiymptoten  snsammen.  Flllt  man  also  von  einem 
Punkt  einer  Ellipse  auf  diese  Ihre  Diagonalen  Senkreehte,  so  ist  die 
Summe  ibrer  Quadrate  eine  conslante  Grosse. 

E.  Oekinghaua. 


Digitized  by  Goo 


118 


VIII. 

lieber  die  Curven  vierter  Ordnung 

mit  drei  InÜexiouskuoten. 

Von 

P.  H.  Schoute. 


Vierter  Ateetam. 

(Die  Polaren  der  Gnrve  &,) 

44.   .,Die  erste  Polare  eiuos  Pauku  s  P  in  Bezug  auf  eine  Curve 

C*  mit  den  Inflexionskuoten      2^,  C  ist  eine  durch  diese  Punkte 

gebende  Carve  dritter  Ordnung  Cp\  welche  in  die  sechs  Be- 
rohrnngspunkte  ihrer  dnrch  P  gehenden  Tangenten  einschneidet» 

Die  erste  Polare  eines  Punktes  Q  von  zerfiUlt  in  zwei  Teile,  die 
einander  euts]irüchen  in  der  quadratischen  Transformation,  welche 

C*  in  ihren  Weudeschnitt  überführt,  in  die  Taugeute  q'  des  Wende- 
schuittes  im  entsprechenden  Puiikte  Q  uud  iu  den  Kegelschnitt  Cf* 

durch  A,      C\  welche  C*^  in  Q  berührt'^ 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  ganz  der  Polarentheorie  zo  ent- 
nehraen.^)  Und  der  zweite  Teil  ist  eine  unmittelbare  Folge  des 
Wt-yr'schcu  Satzes.    Denn  nach  diesem  Satze  muss  die  erste  Polare 

Tom  Punkte  (l  der  C*  iu  Bezug  auf  vier  Punkte  gemein  liabeii 
mit  (k-r  Tangeute  q'  des  Wendeschuittes  im  eutsprerlieuden  Punkte 
U  Uüd  da  sie  nur  vou  der  dritten  Ordnung  ist  diese  Gerade  gauz 
eutiuüteu.  Und  da  die  erste  Polare  eiucs  Punktes  Q  der  Qruudcurve 


i)  Mail  Tsrglciehe  CfenoD»*«  „Binleitnng  in  «Im  gsonstrische  Theorl«  des 
ebeaen  Ctarvem**,  deatseh  von  H.  CorlM* 

AfcL  aer  lUtb.  u.  k'hja.  2.  Bsih«,  T«il  YL  8 
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Sckouiei  Uebtr  die  Curvtn  vierter  Ordnung 


diese  Gar?e  In  Q  berfilut,  «o  mm  der  ergKnzende  Kegelschnitt  C,*, 

welcher  nun  darch  Ii,  C  geht,  die  C*  in  Q  berühren  und  also  in 
der  bekannten  Traustürmation  der  Tangente  q  vom  Wendcschuittü 
entsprechen.  Es  entsprechen  dann  die  beiden  Schnittpunkte  der 
beiden  Teile  im  allgemeinen  einaudor,  da  7'  nicht  durch  einen  der 
vier  sich  selbst  entsprechenden  Funkte  gebt 

45.  ,Jn  Bezog  auf  eine  Cnnre  hat  Jede  Oerade  g  sechs  be- 
wegliche Pole  O,  Diese  Pole  G  sind  die  Eckpanlcte  eioes  vollkom- 
menen  Vierseits,  des  Vierseits  der  Tangenten  <j'  am  Wendeschnitte 

in  den  Punkten  Q\  welche  den  vier  Schuittpuukten  U  von  g  mit  C*"* 
cntsprccheu.  Dieses  Vierseit  ist  ebenfalls  eint  in  in  AliC  eingesehrie- 
bi'nen  Kegelschnitte  umschrieben.*)  Und  die  Gcgeuecken  des  Vier- 
seits ontsprfM  lien  einander  in  der  Transformation,  welche  C'*  in  ihren 
Weudeschnitt  überführt/^ 

Nach  der  Polarentheorie  bilden  die  ersten  Pulareu  von  den 

Punkten  (mik  r  Geraden  g  it.  Rezuj^  auf  einen  Btlschel  von  Curven 
dritter  Ordnung  und  schneiden  diese  durch  A,  /i,  C  gehenden  Curven 
also  einander  zu  je  zweien  noch  in  sechs  allen  gemeinschaftlichen 

Punkten  G,  welche  man  die  Pole  von  g  in  Bezug  auf  C'^  nennt,  da 
diese  Punkte  die  Gerado  g  znr  gemeinschaftlichen  Polgeraden  haben. 
Hieraus  folgt,  dass  man  die  sechs  Pole  irgend  einer  Geraden  g  be- 
trachten kann  als  die  sechs  Punkte,  welche  mit  C  die  neun 
Schnittpunkte  bilden  von  den  ersten  Polaren  von  irgend  zwei  beliebig 
auf  g  gewählten  Punkton.  Wfthlt  man  nun  fflr  diese  zwei  Punkte 

zwei  der  vier  Schnittpunkte  Q  von  g  mit  C\  so  figurirt  der  Schnitt* 
punkt  von  den  Tangenten  q*  am  Wendeschnitte  in  den  entsprechen*  « 
den  zwei  Punkten  Q*  anter  den  sechs  Polen  und  da  dieses  fflr  Jede 
der  sechs  Combinationen  von  den  vier  Punkten  Q  auf  9  zu  je  zweien 
gilt,  sind  die  sechs  Pole  die  sechs  Schnittpunkte  der  vier  Taaf^eBteo 
^  des  Wendeschnittes  in  den  vier  entsprechenden  Punkten  Q'  dieser 
Curve. 

Die  vier  Punkte  ^  sind  die  Schnittpunkte  vom  Wendeschnitte 

K  mit  dem  Kegelschnitte  durch  ^1,  li^  C\  welcher  in  der  d!e  C*  in 
Ä'  überlulireuden  Transfurmatiou  der  Geraden  g  entspricht.  Also  ist 
die  Polarfigur  dieses  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  A'  sowohl  dem 
Dreiecke  ABC  als  dem  Vierseitc  der  vier  Geraden  q  eingeschrieben; 
d.  h.  die  vier  Gerodeu  q  umhülleu  eiuuu  iu  ABC  eingeschriebenen 
Kegelschnitt. 

I)  DIcsw  T«a  das  SatiM  vwdulM  ich  elntr  briaflichen  Mittoilnng  tob 
Rrof.  Kflpper. 
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Dentet  man  die  vier  SchBittpniUcte  einer  Gcradoii  §  mit 
darch  Q,,  Q«,  Q.-,^  Q4.  die  ihnen  entsprechen don  Punkte  vom  Wende- 
■cfaaitte  K  durch  Q/,  Q,',  Qg',  Q4*  und  die  Tangenteii  Ton  K  to 
diesen  Punkten  darch  92'«  9^  AD,  80  kann  man  jedem  der 
Becks  Pole  6r,  welche  wir  weiterhin  zusammen  als  das  Polsextupel 
G  von  g  bezeichnen,  die  boidfn  Indices  der  sich  in  diesem  Poekte 
schneidenden  Geraden  q'  beilegen,  wie  es  in  Fig.  42  angegeben  ist. 
Es  sind  dann  offenbar  die  Paare  G^^  und  ^3,4,  ^1,3  und  G^^  O^^ 
nnd  &s*3T  deren  Indices  einander  ergäuzou.  die  drei  Paare  von 
Gegenecken  des  von  den  vier  Geraden  q  gebildeten  Yierseits.  Und 
je  zwei  GegeDocken  entsprecbeo  einander  in  der  Transformation, 

welche  in  ihren  Wendeschnitt  umbildet  Betrachtet  man  nämlich 
das  Polseztnpel  mit     B,  C  als  die  Schnittpunkte  der  ersten  Polaren 

von  Ol  nnd  Qf  In  Bezog  auf  C\  wovon  die  erste  aas  nud  dem 
ihr  entsprechenden  Kegelschnitte  C^',  die  zweite  ans  q^*  nnd  dem  ihr 
entsprechenden  Kegelschnitte  C,'  besteht,  so  geben  q^'  and  9/  ^'^^ 
Schnittpunkten  G„«,  und  C^*  die  Schnittpunkte  nnd 
9/  nnd  C'i*  die  Schnittpunkte  and  G^^  und  mflssen  C,'  nnd  C,' 
ausser  C  also  den  sechsten  Pol  G^^^  als  Schnittpunkt  haben; 
da  nan  die  Kegelschnitte  C|*  nnd  Cf*  den  Geraden  ^'  nnd  ent- 
sprechen, so  mnss  anch  der  freie  Schnittpunkt  6^3,4  von  und  Cf' 
dem  Schnittpunkte  G^i,,  von  q^'  nnd  q^*  entsprechen. 

46.  „Die  acht  Schnittpunkte  von  mit  ihrem  Wendesehuitte 
K  sind  di>  Berflhmngspunkte  von  C*  mit  ihren  vier  Doppelrangenten ; 

die  Pole  von  diesen  Doppeltangciiten  in  Bezug  auf  C*  sind  die  vier 
Punkte  <S,  welche  in  der  die  0*  in  K  übertübreuden  Transformatiou 

sieb  selbst  entsprechen.  Bei  den  Curven  C'^  erster  Gattung  sind  die 
vier  Punkte  S  und  also  auch  die  vier  Doppeltangenten  sämtlich  ima- 
ginär; bei  den  Curven  zweiter  Gattung  ist  von  den  Punkten  ß 
und  also  auch  von  den  Doppeltangenten  ein  Paar  reell  und  ein  Paar 
imaginär.** 

Ist  g  eine  Tangente  von  C'^  nnd  sind  Qi  und  Qt  die  in  den 

Berähningspunkt  Q  zusammengetretenen  Punkte  von  C^  so  zeigt  das 
Polsextupel  O  von  f  die  in  Fig.  43  vorgefahrte  Anordnung.  Es 
ikilen  dann  G^^  nnd  G^  in  der  Richtung  von  q^*  und  G^^  nnd  (?t*4 
in  der  Richtung  von  94  mit  einander  zusammen.  Und  indem  G^^ 
als  Scbuittpunkt  der  auf  einander  folgenden  Tangenten  q^*  und  ^' 
von  iT  auf  X  liegt,  ist  G^  nach  dem  vorhergehenden  Artikel  der 

dem  Punkte  G^^  von  K  entsprechende  Punkt  von  C^,  d.  h.  der 

BertUumngspunkt  Q  \oü  q  mit  c\  Umgekehrt,  wenn  einer  der  sechs 


i^iy  u^Lo  Ly  Google 


116 


Sthouitt  tkbtr  äk  CWim»  vUrttr  Ordmmg 


Pole  G  auf  K  liegt,  so  berührt  die  Gerade  g  im  eatsprechODden 

Ponkte  TOD      diese  Corve ;  denn  nach  dem  Yorhergebenden  Artikel 

Ist  die  Gegenecke  dann  der  entsprechende  Pankt  von      nnd  die 

Polgcrade  eines  Punktes  von  C*  ist  nach  der  Polarentheorie  die 
Tangente  der  Gurre  in  diesem  Punkte. 

Ist  weiter  g  eiue  Doppeltaugeute  von  C*,  indem  einerseits 

und  Qu  und  andererseits  und  zusammeufalleUf  so  reducirt  sieb 
das  PoiseiLtupel  G  von  g  in  der  in  Fig.  44  vorgestellten  Weise.  Es 
fallen  dann  die  vier  Punkte  G^^^^  ^xi^t  (^mt  einen  Punkt 

zusammen,  und  dieser  Puukt  ist  dann,  da  G^.^  und  G^,^  ebenso  wie 
6'|,4  und  ^/'ä,3  einander  entsprechen,  einer  der  vier  sich  selbst  ent- 
sprechenden Puukto  >S;  dabei  sind  die  coiucidireudcu  Tangenten  q^' 
nnd  <jj*  von  K  als  die  Verbindungslinien  von  mit  ö,,^  und  von 
6*2,3  "^'^  coincidirondeu  Tangenten       und  q^'  von  A'  als 

die  Verbindungslinien  von  6, ,3  und  G^,<^  und  von  6',,4  mit  ^^^,4  zu 
betrachten.  Und  die  Punkte  ^'j,^  und  6^,4  beüudcn  sich  als  Schnitt- 
punkte von  anfpinanderfolgenden  Tangenten  von  A'  auf  A".  Aber 
wenn  G^^  und  G^^  auf  JK  Hegen,  so  befinden  sich  nach  dem  vorher- 
gehenden Artikel  O^^^  und  Gj,,  auf  und  ist  O^^  der  aus  der 
Coincidenz  von  Qi  und  Q^,  G^^  der  aus  der  Cktincidens  von 
und  Q4  hervorgegangene  Berflhmngspunkt  der  Boppeltangente  0. 

Also  sind  die  Bortthrungspunkte  von  C*  mit  einer  Doppeltangente 

Schuittpuukte  von  6'*  mit  ihrem  Weudeschnitto  A*.  Und  die  Zahl 
der  I)oppeltangenten  ist  joner  der  Punkte  S  gleich,  also  vier;  woraus 

dann  noch  folgt,  dass       mal  K  acht  Punkte  gemein  haben. 

Die  im  Satze  aufgciuininiiuie  Bomerkuii^'  iu  Bezug  auf  dio  Reali- 
tät der  Punkte  S  und  dt-r  ihucu  ontsprLchi'nden  Do}iiieltan^'('nteu 
ergiebt  sieh  uuniittelbar  aus  dor  IJetrachtuug  der  Norraalcurven.  Bei 
der  ersten  Normalcurve  erster  Gattung  (Fig.  22)  liegen  die  einander 
entsprechenden  Punkte  r  und  J"'  allemal  iu  zwei  Schoitelwinkoln  der 
vier  von  den  Achsen  CA  und  CB  gebildeten  Winkel,  bei  der  zweiten 
Normalcurve  1.  Gattung  (Fig.  24)  liegen  sie  an  verschiedenen  Seiten 
der  imaginären  Achse  des  Wendeschniltes ;  in  beiden  Füllen  kann  keine 
Coincidenz  eintreten,  sind  also  die  vier  Punkte      die  vier  Doppel- 

tangenten  von  C*  und  die  acht  Schnittpunkte  von  C*  mit  JC  sämtlich 
imaginär.  Bei  der  Normalcurve  zweiter  Gattung  giebt  es  zwei  reelle 
Punkte  S  auf  der  imaginären  Achse  von  A%  da  die  Transformation 
in  diesem  Falle  die  um  diese  Gerade  umgelegte  Verwandtschaft  der 
rcciproken  Radien  ist;  die  Entfernung  dieser  Punkte  von  C  ist  der 
Potena  dieser  Verwandtschaft  gleich. 

47.  ^ie  Polseztapel  O  der  versdiiedenen  Geraden  g  durch 
einen  g^beneo  Punkt  P  liegen  auf  der  ersten  Polare  Cf^  von  F  in 
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Bezog  auf  C*  nnd  bilden  auf  ihr  eine  Involution  sochstcr  Ordnung, 
die  zu  dem  Strablbüschel  der  zagoordneteu  Geraden  g  durch  pro- 
jectirisch  ist. 

Bie  erste  PoUure  Cp^  von  F  in  Bezog  «af      entspricht  sich 

teltet  in  der  TraDsformation,  welche  in  ihren  Wendeschnltt  K 
•berfthrt*' 

Die  Polsextopel  G  der  Geraden  g  durch  P  mflssen  nach  der 

Polarentheorie  auf  der  ersten  Polare  Cp^  von  F  in  Bezug  auf 
liegen.  Sie  bilden  auf  Cp^  eine  mit  dem  Büschel  der  Strahlen  g 
darch  projectivische  Involution;  denn,  indem  irgend  eine  Gerado 
j  durch  ein  einziger  Polsextupel  bestimmt,  so  bestimmt  auch  irgend 
ein  Puulit  von  C,,^  mittt  Ist  seiner  durch  P  gehenden  Polgeradeu  g 
das  gaoae  ihn  aufnehmende  Polsextupel. 

Die  Carre  C^'  entspricht  sieh  seihst  in  der  Transformation, 

welche  C*  in  K  flbcriulirt.  Ist  nämlich  G  irgend  ein  Punkt  von  Cp', 
so  enthält  diese  Curve  das  ganze  Polsextupol,  welches  G  aufnimmt, 

HQÜ  also  auch  die  Gegen  ecke  von  <'  im  vollkommenen  Vierseite, 
welches  das  Pülsextupel  trägt,  d.  h.  den  dem  Punkte  G  in  der  be- 
kauntea  Transformation  eutsj>rechenden  Punkt.  Im  einander  Ent- 
sprochen der  beiden  Teile  von  der  ersten  Polare  eines  Punktes  von 

O  haben  wir  schon  einen  heeonderen  Fall  dieser  allgemeinen  Wahr- 
iMit  behandelt 

Nach  im  vorhergehenden  Jahre  publicirten  Untersuchungen  dos 
Herrn  Erail  Weyr'y  gicbt  es  auf  einer  allgemeinen  Curve  dritter 
Ordnnng  6^  nur  zwei  Arten  von  involutorischen  eindeutigen  Punkt- 
bezichungen,  dio  centralen  und  die  nicht  centralen.  Die  Punktepaaro 
iler  ersten  liegen  auf  Strahlen,  welche  zum  dritten  Male  in  einem 
festen  Punkte  trcffort ;  jede  nicht  rentralc  Beziehung  der  verlangten 
Beschaffenheit  ist  immer  eine  der  drei  Systeme  conjugirter  Punkte 
von  C\  welche  schon  von  Maclaurin  *)  aufgewiesen  sind.  Da  nun  die 
drei  Yerbindungslinion  der  drei  Paare  von  Gegenecken  eines  Pol- 
sextupels  nach  den  l>ekannten  Eigenschaften  des  vollkommenen  Vier- 
scits  nicht  durch  einen  Punkt  geben,  ist  die  involutorische  eindeutige 
Beziehung  der  Gegenecken  <?|«  und  G^^  auf  Cp^  die  Verwandtschaft 
eises  der  drei  Systeme  correspondirender  Pnnktepaare  von  Cf*, 


S)  „Ein  Beitrag  zur  Grnppentheorio  auf  den  Carven  vom  Genchlechte 
Bat*  (SitMogtberichte  der  K.  Akad.  der  Witteoeeh.  m  Wien,  Bnnd  liXXXIX. 
Sie  ÄUdlnng,  S^le  4S6>. 

4)  ^gSAlfflon-Fiedler's  höhere  ebene  Currea',  Art.  152. 
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Wirklich  folgt  aus  bekannten  Sätzen^),  dass  die  drei  Pure  Gegen- 
cckcn  ciaes  Polsextupels  drei  Paare  conjugirter  Ponkte  eines  Bftm- 
lichen  Systemes  sind,  mnss  dann  aber  noch  gezeigt  werden,  dass  die 
verschiedenen  Tripel  von  Paaren  G^genecken  aller  aaf  Cp'  liegenden 
Polscxtnpel  dem  nämlichen  Systeme  angehören;  was  ich  hier  weh 
Anfilhrnng  der  Unteranchnngen  Weyr*»  wol  unterdrücken  mag. 

Wenn  eine  Gurre  mit  dnem  ihrer  Systeme  conjugirter 
Punkte  6'j,s,  6,^  vorliegt,  so  giebt  ee  bekanntlich ')  eine  einzige 
Gurre  dritter  Ordnung,  welciie  Cp*  zur  Hesse'schen  und  Steiner^sehra 
Gurre  und  auf  ihr  das  System  conjugirter  Punkte  O'^,,,  O'^^  zum 
Systeme  ron  coujugirtcu  Poleu  hat  Es  ist  also  die  Enrelofipe  der 
Verbindungslinie  der  Pnnktepaarc  6'],,,  G^^^,  die  Caylcy'sche  Gurre 
dieser  neuen  Gurre  dritter  Qrduung  eine  Gurre  dritter  Ghuse  und 
sechster  Ordnung. 

Kehren  wir  zu  der  Involution  sechster  Oidiiung  der  Polscxtupet 
G  auf  C'/  zurück ,  so  bemerken  wir,  dass  diese  luvolution  sechs 
Verzweigungsgruppen  von  besonderer  Beschalfenheit  hat.  Es  können 
nämlich  nur  dann  zwei  Punk;e  G  eines  Polsextupels  zusammenfallen, 

wenn  die  zugeordnete  Gerade  g  durch  P  die  C*  berührt,  und  die 

Anzahl  der  von  P  an  möglichen  Tangenten  ist  sechs.  Es  sind 
weiter  die  sechs  Verzweigungsgmppen  ron  besonderer  Besc  haffenheit, 
da  jede  roa  ihnen  nach  Fig.  43  ans  einem  Paare  von  Doppelpunkten 
und  einem  Paare  von  Venweigungspunkten  besteht  Uebordies 
lassen  sich  die  sechs  Verzweigungspaare  leicht  anweisen;  denn  jedes 
Paar  ron  Verzweigangspunkten  besteht  aus  einem  der  sechs  ron 

€  rerschiedenen  Schnittpunkte  ron  uud  and  aas  dem  ent- 
sprechenden Schnittpanlde  ron  K  und  C^K  Und  da  jede  Tangente 
q*  ron  K  drei  Pnnkte  ron  einer  Gruppe,  nftmlich  rom  Polseztupel 
der  Geraden  PQ,  enthält,  so  mnss  K  in  der  Inrolutionscurre  der 
botrachteten  Inrolution  dr^mal  begriffsa  adn  und  diese  Inrolution 
ausserdem  nur  noch  die  Enreloppe  der  Verbindungslinien  ron  den 
Gegenecken  der  Polsextnpel  umfassen,  welche  oben  als  eine  Gurre 
dritter  Glasse  sechster  Ordnung  erkannt  ist. 

Wenn  man  P  durch  einen  Punkt  Q  von  C*  ersetzt,  wobei  die 
erste  Polare  aus  der  Tangente  q'  von  K  und  dem  dieser  Geraden 


5)  Dieser  Satz  sn|^t  aus,  roitn  erh&lt  das  gan/.c  System,  wozu  irgend  ein 
Paar  conjugirte  Punkte  A^,  gehört,  wenn  man  dicso  l'unkie  aus 
allen  J 'unkten  der  Cuivu  dritter  Ordnung  auf  diese  Curvc  prujicircn,  Salmuo- 
Fiedler,  a.  a.  O.,  Art.  159. 

6)  Crcmuiiii,  a.  a,  O.,  Art.  143. 

7)  Cremona,  a*  tu  0.,  Art.  13&. 
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entsprechenden  Kegelschoitto  6'^^  besteht,  so  teilt  sich  jedes  Pol- 
sextupel  in  zwei  Tripel ,  wovon  das  eine  auf  q\  das  andere  auf  t',* 
li^t;  denn  der  Punkt  Q  ist  dftun  far  jede  durch  ihn  gelicnde  Gerade 

einer  der  vier  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  Es  bilden  dann 
die  Tripel  auf  g'  eine  kabiacbe  Involution  auf  und  die  Tripel  aif 
Cf*  eine  kabiacbe  loTotation  auf  C',^  da  cia  Punkt  von  q  und  ebenso 
von  Cf*  Beine  Polgerade  und  also  das  in  zwei  Tripel  zerfallende 
Polaextnpel  beetinunt  Jede  dieser  beiden  kabischen  lovolatioBen  bat 

vier  YennreigttDgsgruppen,  welche  den  dorch  Q  gehenden  C*  in  einem 
von  Q  verscbiedenen  Pnnkte  bertthrendcn  Tangenten  entsprechen» 

denn  die  Tangente  von  in  Q  liefert  zwei  Tripel,  welche  jedes  für 
sich  aus  drei  verschiedenen  Punkten  bestehen,  wovon  aber  zwei,  die 
Schnittpunkte  von  q'  und  C^*,  in  jedes  von  beiden  eingehen.  Also 

sind  djü  vier  Schnittpunkte  von  q'  mit  C  •  die  Verzweigungspunkte 
der  Involutiüu  auf  C\j^.  Oflfenbar  ist  K  die  Involutiouscurve  der  In- 
volution auf  C,/  und  entsprechen  die  beiden  kubischen  luvolutionen 

einander  iu  der  XransformaUon,  welche      in  IC  nberfülirt 

48.  „Die  8telner'8che  Gnrve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in 

Bezug  auf  besteht  aas  der  doppolt  gezählten  nnd  ihren  vier 
Doppcl  tangouten/^ 

Wenn  iigend  eine  der  ersten  Polaren  einen  Doppelpunkt  1}  hat, 
so  und  iwei  Fftlle  zn  unterscheiden,  je  nachdem  D  mit  einem  der 
vier  Punkte  8  sosammenAllt  od«  nicht.  Hat  die  ento  Polare  erstens 
einen  sich  selbst  entspreohenden  Punkt  8  nun  Doppelpunkte,  so  ent« 
hilt  sie  das  von  diesem  Pnnkte  und  den  Berflhmngspunkten  der 

diesem  Punkte  zugeordneten  Doppeltangente  von  gebildete  Pol- 
sextnpel  und  es  liegt  dann  ihr  Pol  auf  dieser  Doppeltangente.  Und 
wirklich  hat  die  erste  Polare  irgend  eines  Punktes  von  einer  be* 
stimmten  Doppeltangente  einen  Doppelponkt  im  zugeordneten  Punkte 
8,  Dean  die  ersten  Polaren  von  den  Bertthruogspuakten  D  und  ly 
dieser  Doppeltangenten  enthalten  die  vier  Pnnkte,  welche  mit  D  und 
ly  das  Polsextnpel  der  Doppeltangente  bilden,  und  diese  Punkte 
fallen  nach  Fig.  44  paarweise  in  den  Bichtuugcu  der  Tangenten  D8 
und  1/8  vom  Wendesehnitte,  welche  durch  S  gehen,  mit  8  zasammen« 
Aber  wenn  die  ersten  Polaren  von  D  und  ly  einen  Doppelpunkt 
haben  in  S,  so  hat  umgekehrt  der  PoUragelschnitt  von  8  nach  einem 
bekannten  Satw*)  Doppelpunkte  in  D  und  H*,  Ist  dieser  Kegelschnitt 
also  die  doppelt  geiählte  Doppeltangente  nnd  hat  er  deshalb  einen 
Doppelpunkt  in  jedem  Pnnkte  der  Doppeltaogente.  Und  hterans  folgt 


8)  GremoDa,  a.  a.  0.,  Art.  78. 
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dann  umgekehrt  wieder,  dass  die  erste  Polaro  von  irgend  einem 
Paukte  der  Ooppeltangeiite  einen  Doppelpunkt  hat  ia  S.  Hat  die 
erste  Polare  zweitens  einen  nicht  sich  selbst  entsprechendea  Doppel- 
panki  Z>,  so  hat  sie  als  sich  selbst  entsprechende  Cur?e  notwendig 
einen  zweiten  Doppclpunkt  ira  entsprochenden  Punkte  D*  und  zerfällt 
sie  also  in  eine  Gerado  und  einen  Kegelschnitt,  die  entweder  sich 
selbst  oder  einan  Icr  entsprechen.  Hierüber  giebt  nun  weiter  das 
Polsextupel  Aufschluss,  welches  D  und  also  auch  D'  aufnimmt.  Es 
können  n&mlich  die  vier  Taageotcn  aus  D  nnd  D'  an  K  nicht  alle 
verschieden  sein,  denn  sonst  wftrde  jede  dieser  vier  (•(  ladeu  unsere 
das  Polsextupel  enthaltende  zerfallettdo  Polaro  in  vier  Punkte  schnei- 
den. Znr  vollständigen  Beseitigung  des  Widerspruches  müssen  ent- 
weder die  Tangenten  aus  D  an  K  zusammenfallen  und  ebenso  die 
Tangenten  ans  D'  an  K,  oder  aber  die  Verbindnugslinio  von  D  und 
£y  mnes  K  berttbren.  Aber  die  erste  Voraussetzung  macht  D  und  D* 
zn  einander  entsprechenden  Punkten  von  K  nnd  der  ihr  entsprechen- 
den C^  also  zn  BerAhrnngspunkten  einer  Doppeltangente  von  6'*; 
wontna  dann  folgen  wOrde,  dass  die  vier  anderen  Pankte  des  Pol- 
sextnpels  im  angeordneten  Punkte  S  vereint  sind,  die  betrachtete 
Pola^  in  diesem  Punkte  8  ebenftdls  einen  Doppelpunkt  hat,  und 
diese  Cnrve  also  aus  drei  Geraden  zusammengesetzt  ist  Und  dies 
ist  unmöglich;  denn  die  Doppeltangente  geht  nicht  durch  einen  der 

drei  Funkte  A,  B,  C\  da  sie  schon  vier  Punkte  mit  C*  gemein  bat, 
und  sie  entspricht  also  weder  sich  selbst  noch  einem  zerfallenden 
Kegelschnitte,  bildet  deshalb  mit  den  bdden  Geraden  D8  nnd  D^S 
keine  sich  selb£t  entsprechende  Curve,  keine  erste  Polare.  Ks  restet 
also  nur  die  zweite  Voraussetzung,  dass  Dlf  den  Wendeschnitt  be- 
rührt,  und  diese  liefert  immer  die  schon  frllher  gefundene  erste  Polare, 
deren  Vol  auf  liegt. 

Es  bat  nach  den  gefundenen  Resultaten  die  erste  Polare  eines 
Punktes  einen  einzigen  Doppelpunkt  —  immer  in  einem  der  vier 
Pnnkto  8  —  wenn  der  Pol  auf  einer  der  vier  Doppeltangouten  vou 
C*  liegt,  und  zwei  einander  entsprechende  Doppelpunkte,  wenn  dor 
Pol  ein  Punkt  von  C'^  ist  Also  besteht  der  Ort  der  Pole,  deren 
erste  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Doppelpunkt  haben,  d.  b.  die 
Steiner^sdie  Cnrve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in  Bezug  auf  6'^ 
MIS  der  doppelt  gezählten  6'*  und  ihren  vier  Doppcltangenten.  Die 
zwölf  Doppelpunkte,  welche  nacli  (inom  allgemeinen  Satze  dem 
Bttschel  der  ersten  Polaren  von  den  i'uukten  einer  Gerade  g  zu- 
kommen, sind  deshalb  die  vier  Doppeljjunktenpaarc  der  vier  zerfal- 
lenden ersten  Polaren,  welche  den  bchnittponkten  von  g  mit  ent- 
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sprechen,  uad  die  vier  Punkte  8j  als  Doppelpunkte  der  vier  entes 
Pdarei,  wovon  ^e  Sebuittpuakte  von  g  mit  den  Doppeltangenten 

TOD      die  Pole  sind. 

49.  „Die  Hesse'sche  Cnrve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in 

Bezog  aaf  C*  ist  eine  hypercUiptiscbe  Cnrve  seehster  Ordnnng  mit 
iiebezi  Doppclpuukten,  die  Punkte  C  nnd  die  vier  Punkte  S,^^ 

Zar  Bestimmung  der  Ort  der  Doppelpunkte  von  den  zerfallenden 
Polaren  des  Neues  zeigen  wir  erst  die  Doppelpunkte  der  ersten 

Polare  irgend  eines  Punktes  Q  von  6*^  naher  an.  Ist  q  die  Tangente 

voü  C  '  iu  Q  uud  iiimiuL  luau  wieder  an.  dass  von  den  vier  Schuittpuukicu 

Q\^  Qi->  Qä-,  Q4  von  q  mit  C  *  di*^  Ij-  uien  ersten  und  in  Q  zu- 
sammen srefallen  sind,  so  gicbt  I  ilv  13  das  Polsextupel  von  </  an ; 
dahei  fallt  nacli  Artikel  15  der  Tunkt  G.^.^  in  und  ist  di^  Coin- 
cidcnzlinic  q'  der  Seiten  q^'  und  q^'  des  Polvierseits  der  geradlinige 
Teil  der  ersten  Polare  von  Q.  Aber  daun  müssen  auch  die  ächnitt- 
pnnkte  von  q'  mit  g^'  uad  4«  die  Doppelpunkts  dieser  ersten  Polaro 
sein;  denn  diese  Curvu  muss  das  Polsextupel  von  q  enthalten,  also 
fi'  aud  q^'  io  den  Schuittpunktcn  mit  bertthren  uud  deshalb  tOi 
q  und  einem  durch  die  Schnittpunkte  von  ^  mit  und  9/  gehen- 
den Kegelschnitte  bestehen. 

Dis  Ordnung  des  Ortes  der  Doppelpunkte  der  zerfallenden  Polaren 
wild  gefnnden,  indem  wir  suchen,  vieviel  Punkte  dieser  Ort  mit 
irgend  einer  Tangente  von  K  gemein  hat  Diese  Tangente  kann 
«iamal,  n&mlich  für  den  ihrem  Berfihmngspuokte  mit  IT  entsprechen- 
den Punkt  von  C'*,  als  (ierade  q'  auftreten  und  eutbält  als  solche  zwei 
Doppelpunkte;  sie  kanu  weiter  viermal,  nämlich  für  jeden  ihrer 

Schnittpunkte  mit  C\  als  Gerade  q/  oder  q^'  auftreten  und  enthält 
als  solche  vier  Doppelpunkte.  Also  enthält  irgend  eine  Tangente 
TOB  K  sechs  Punkte  des  Ortes,  und  ist  dieser  sechster  Ordnnng. 

Die  gefundene  Cnrve  sechster  Ordnung  hat  A,  C  zu  Doppel- 
pnnkten,  da  jeder  dieser  Punkte  Doppelpunkt  ist  von  zwei  ersten 
Pohuen,  von  den  ersten  Polaren  dieses  zum  einen  oder  zum  anderen 

der  beiden  durch  ihn  gehenden  Zweigeu  von  C*  gerechneten  Funda- 
mt ntal]mijktes.  Ebenso  hat  die  gefundene  Hesse'sche  Curve  die  vier 
Puukte  S  zu  Doppelpunkten,  denn  da  jedes  dieser  Punkte  Doppel- 
punkt ist  von  zwei  ersten  Poiareu,  welche  ihre  Pole,  die  Berühmngs- 

pookte  der  entsprechenden  Doppeltangente  von  6'^,  auf  haben, 
w  geht  die  gesuchte  Curve  zweimal  durch  diesen  Punkt. 

Ein  Netz  von  Cnrven  mit  sieben  Basispnnkten  giebt  zu  einer 
mlitiniiQbeD  Venraadlaehaft  Anlan,  denn  alle  Corvem  des  Keues, 
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welche  durch  irgend  eiueu  gegebenen  Punkt  /'  gehen,  haben  noch 
einen  Punkt  /*'  mit  einander  gemein,  nud  diese  Punkte  entsprechen 
einander  involutorisch.  An  einer  anderen  Stelle'')  habe  ich  diese 
Verwandtschaft  untersucht  und  unter  anderm  gefunden,  dass  sie  zweiter 
Ordnung  ist,  wcuu  die  sieben  Basispunktc  die  vier  Eckpunkte  und 
die  drei  Diagonalpunkto  eines  vollkommenen  Vicrctk^  sind,  d.  h. 
wciifi  diese  sieben  Punkte  die  Lage  der  vier  l'unkte  S  und  der  drei 
Punkte  Ay  C  haben.  Dabei  ergab  sich  dann,  dass  die  drei 
Diagonalpunkte  die  einfachen  Fuudaraentalpunkte  der  quadratischen 
Transformation  sind,  und  jeder  dieser  Punkte  die  Verbindungslinie  der 
beiden  audoren  zur  Fundanjcntalgeraden  hat.  Und  man  erkennt  leicht, 
dasi  die  vier  Eckpunkte  des  vollstiindigcu  Vierecks  die  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte  dieser  Transformation  sind ;  denn  die  Gur\'e 
des  Netzes,  welche  aus  drei  durch  einen  dieser  vier  Punkte 
gebenden  Geraden  besteht,  schneidet  jede  Curve  des  Netzes  ausser 
den  Basispunktcn  nur  nuch  in  diesem  Punkte.  Also  ist  die  Ver- 
wandtschaft in  dem  besonderen  Falle  mit  der  Transformation,  welche 
C*  in  ihren  Wendeschuitt  überführt,  identisch,  nud  sind  zwei  einander 
in  der  letzteren  Transformation  entsprechende  Punkte  P  und  P' 
mit  Ay  B,  C  nnd  den  vier  Punkten  immer  die  Basispuiikte  eines 
BflschelB  von  Canren  dritter  Ordonog. 

Weiter  habe  ich  noch  an  einer  anderen  SteUe^^)  gexelgt,  data 
die  Cnrven  durch  die  Fandamentalponkte  and  die  vier  Punkte 
8  einer  quadratischen  Transformation  in  dieser  Thmsformatlon  sich 
selbst  entsprechen.  Und  dies  ist  offenbar  auch  mit  der  Hesse'schen 
Curve  sechster  Ordnung  der  Fall,  da  sie  der  Ort  ist  von  Paaren 
einander  entsprechender  Punkte.  Sind  nnn  D  nnd  D*  iitsend  ein 
Paar  dieser  Punkte,  so  werden  die  anderen  Paare  von  den  Cnrven 
dritter  Ordnung  des  Boschels,  welcher  die  drei  Punkte  die 
vier  Punkte  8  uud  D  und  If  zu  Baslspunkten  hat ,  auf  der  Hesse'- 
schen Curve  eingeschnitten.  Und  diese  Bemerkung  führt  weiter  zu 
einer  Erzeuguag  der  Hesse*schen  Curve  mittelst  projecttvischer  Gurven- 
buschel  Nimmt  man  nftmlich  auf  dieser  Curve  swel  Paare  einander 
entsprediende  Punkte  Di*  und  Dt,  D^'  und  noch  drei  beliebig 
gewählte  Punkte  D^,  i>4, 1?^  an,  so  kann  die  projectiviscfae  Ver- 
wandtschaft der  beiden  Bttachel  C*(il,  C,  4S,  Dj,  Di)  und  C^{A^  ir,C, 
48;  Df*)  dadurch  bestimmt  werddu,  dass  die  durch  D^  Dg 
gebenden  Corven  der  beiden  Büschel  einander  entqwechmi  müssen. 


9)  „Sur  la  transformation  coojugu<fo"  (Asbociatiun  fran9ftiüe  pour  ravance» 
ment  de«  jssiencci,  complc  rcndu  de  la  8o  Session.   MoiiEpcIlicr,  1  879,  pajxc  199). 

10)  „DeaxcM  particuliors  de  la  traniifurmation  biratiunnellc  (BuHetin  des 
•CMae«  UMidiMi.  tt Mtron.,     8^rie,  lome  VI,  1883,  page  1 58—169  «t  1 74—  1 89). 
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Diw  aker  erzeig  diese  beides  Btticbd  eine  Canre  eediater  Ordnung 
■it  den  sieben  Doppelpunkten         C,  4S;  weldie  dnrcli  i>i,  1>|', 
jpj,  />4,  Df^  gebt  nnd  also  mit  der  Hesse'scben  Cnrve,  wie 
leicht  bewiesen  wird,  sosanunenAUt 

Jede  Curvo  der  vou  den  sieben  Doppelpunkten  von  der  Hesse- 
schen Cnrve  bestimmten  Metzes  schneidet  die  Hcsso'scbe  Corvo  in 
vi^'i*  beweglieben  Punkten,  von  welchen  man  zwei  beliebig  auf  ihr 
wählen  kann.  Und  alle  Corvcu  des  Netzes,  welcbe  dnreb  einen  ge- 
gebenen Punkt  von  der  Hesse'scben  Cnrve  gehen,  schneiden  sie 
Boch  in  drei  anderen  Punkten,  anter  welchen  immer  der  entsprechende 
Pankt  begriffen  ist  Dies  kennzeichnet  die  Hesse'sche  Cnrve  als 
fiae  hypereUiptlaebe'^)  Oonre  vom  dritten  Geechlechte'^).  Und  hier^ 
au  foigt  ann  weiter,  dasa  die  Yerbindnngalinie  der  Pnnktenpaare 

jpi'  eine  rationale  Cnrve  nmhflllen  mnas**);  waa  nna  im  vorlie- 
genden Falle  schon  bekannt  war,  da  diese  Yerbindnagslinien  Tan- 
genten von  Wendeschnitte  aind'^). 


Fttnfter  Abschnitt. 

(Der  BerQhmngskegolschnitt). 

5a  „Die  erste  Polare       eines  Panlctes  F  in  Bezog  auf 

wird  in  den  Infleüonsknoten        C  von      von  einem  bestimmten 

Kegdscbnitte  Df*  berührt  Diesen  Kegelschnitt  schneidet  die 
sasser  A,  B,  C  noch  in  zwei  Punkten  P/  and  Pp".** 

Ist  A'  (Fig.  45)  der  WendoscLnilt  von  C'*,  dann  sind  bi  kfiunt- 
lich  die  aus  ^  an  iT  möglichen  Xaugeuten  a*  imd  a'  die  Wende- 


II)  Mm  vergleiche  die  |,Vorlerangea  aber  Geonwtrie  von  A*  Clebteb,  bs- 
«rbdiei  md  henu^egeben  von  Dr.  F  LindeiMUia,  Seite  711  oder  in  der  ur» 
iprSeglicliea  Form  die  VerbeDdlnng  nUeber  elgebreiscbe  FuBctionen*  von 
Brill  «od  MOther  (Meiheneüache  Aoneleo,  Band  7,  Seite  8BS  and 

IS)  Du  Gcecblecht  der  Carve  wird  betlimait  von  der  lliebligkeit  der 
Sebaar  vea  adjangirten  Canren  dritter  Ordaaag;  aber  die  Aoiabl  derDoppel- 
peakie  Ahrt  tarn  olialicliea  Beenitate*  denn  man  hat 

IS)  i>)c  Vct hinilungslitiie  idua^  eine  nitionule  Curve  umhQllcn  ,  da  jeder 
Wert  des  Parameters,  welcher  die  Curve  der  Büschel  dritter  Ordnung  b«- 
■ÄMit,  eine  Vcrbindungriinie  liefert. 

l4)  Ich  übergehe  hier  am  Ende    dieses  Ahbi-iinitti    die  daüHittsch  gepfcn- 
ttvMehenden  ErgeboisM,  da  die  duaiigtische  üebertraguag  der  Foiarentheone 
SchwerfUIige  Uestütaten  liefert. 
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tangentoo  von  im  Doppelpunkte  A,  Non  ist  nach  der  Poiaren- 
tlieorie  die  Tangente  in  ^  an  der  ersten  Polare  Cp*  von  P  in  Bezng 

anf  die  Gerade  durch  welche  f  harmonisch  trennt  von  a*  und 
a",  Aher  diese  Gerade  geht  offenbar  dnrch  den  Schnittpunkt  A'  der 
Polare  p  von  P  in  Bezug  auf  K  mit  BC^  da  dieser  Punkt  A*  der 
Pol  von  AP  in  Besng  anf  K  ist.  Also  liegen  die  Schnittpunkte  .A\ 
C  der  Tangenten  in  A,  ü,  C  an  mit  den  Gegenseiten  des 
Dreiecks  ABC  in  einer  Geraden ,  die  Polare  p  von  P  in  Besag  anf 
f ;  was  bekanntlich  beweiset,  dass  es  einen  Kegelschnitt  Dp^  ^ebt, 
welcher  mit  C,^  in  den  Punkten  By  C  die  Tangenten  AA*\  BSi\ 
CC*  gemein  hat.  Dieser  Kegelschnitt  hat  ausser     B^  C  noch  zwei 

Punkte  Pä  und  Pd*  mit  gemein,  da  die  ihr  entsprechende  Gerade 
£  in  zwei  Punkten  schneidet'^) 

51 .  ,,Die  Bcrtthmugspunkte  der  sechs  durch  irgend  einen  Punkt 

P  an      möglichen  Tangenten  liegen  in  einem  KegelschnittiQ  2>'. 

Dieser  Kegelschnitt  schneidet  die  Z'*  in  zwei  neuen  Punkten  P/  und 
Pt'y  welche  mit  P/  und  P^  auf  einer  Geraden  liegen.*^ 

Licgeu  nr  —  i(r^\){r  —  2)  von  don  n*  Schnittpunkten  zweier 
Curven  C'**  von  der  Ordnung  n  auf  einer  Corvo  C"  niederer  Ord- 
nung r,  so  enthält  C  noch  |(r  —  l)  (r  —  2)  dieser  Schnittpunkte,  und 
liegen  diu  Übrigen  n(n  —  r)  Schnittpunkte  der  Curven  C*  auf  einer 
Curvo  C"-''  der  Ordnung  n  — r.  Der  von  PJueckcr**^)  herrührende 
Satz  beweiset  den  Satz  dieses  Artikels^').  Wenn  man  n&mlich  durch 

ffinf  der  sechs  Schnittpunkte  von  Cp*  und  6'^  welche  von  A^  B^  O 

verschieden  sind,  einen  Kegelschnitt  Tp*  legt,  so  bilden  &  und  die 
ans  den  Kegelschnitten  Dp*  und  Tp*  bestehende  Curve  awd  Vwt* 
ven  vierter  Ordnung,  welche  elf  auf  Cp^  liegende  Punkte  mit  einander 
gemein  haben,  nämlich  A^  B,  C,  ihre  Kaehbarpunkte  auf  Cp*  und 
die  fünf  Punkte  mittelst  welcher  2p>  bestimmt  worden  ist  Also  ent- 
halt Cp*  noch  einen  Schnittpunkt  von  den  beiden  Curven  vierter 

15)  OderdftC*  od4 />p*  doMider  flberbtnpt  inteht  Paukten  tchnddra  und 
jeder  der  Fktnhte  A,  B,  Csweinel  ele  Schnittponkt  von     nod  />p*  sn  sihleo  iet. 

16)  CreoMDaf  e.  «.  O.,  48»  Lehnets  S. 

17)  Dieter  Sets  ist  fSr  die  Lomoiscate  ron  Ralph  A.  Roberts  pnblidct 
woffden  in  aelner  Aofgebeneeinmlung  „A  eolleetion  of  eouniplee  «nd  problenw 
on  coole«  and  eone  of  the  Higher  pleno  cnnree*  (Bxtoiple  S45).  Vma  ver- 
gliche eneh  den  aneljtiechoo  Beweis  dieeei  ipedellen  Fallee,  welcher  dnrch 
ceotnde  Projection  verallgemeiDert  werden  kann,  ia  nMiatr  „Nöda  Uber  die 
Lemaiecate*  (Sttaangsborichte  u.  s.  w.),  Band  LXXXIX,  2te  Abteilung,  Seile 
I95S),  welche  ichon  viol«  der  folgeadea  BesalUte  in  anderer  BehaRdlnogt- 
wciie  enthilt. 
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OrdooDg,  und  dieser  Punkt  ist  dann,  da  die  sechs  Schnittpunkte  von 
Dp^  und  Cp*  schon  alle  in  den  df  angezeigten  Punkten  anfgenom- 
men  sind,  der  sechste  Schnittpankt  von  Tp*  mit  Cp\  Also  geht  der 
durch  fhnf  der  sechs  von         C  verschiedenen  Schnittpunkte  von 

Cf  und  gebrachte  Kegelschnitt  Tp*  auch  durch  den  sechsten« 
«od  liegen  die  sechs  von  A,  B,  C  verschiedenen  Schnittpunkte  von 

C/  und  C*,  die  Berübruni^- punkte  der  sechs  von  an  C'^  müg- 
lirlieu  Taugeiiten  auf  ciiu  in  Kegelschnitte  7p*.  Und  da  die  vier 
ühri^'^^n  Schnittpunkte  der  beiden  Curvon  vierti  r  Ordnung  auf  einer 
Gtraden  liegen  müssen,  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  neuen 

Schnittpankto  Ft'  und  Ft"  von  7},-  und  C*,  welche  nicht  auf  6/ 
li^n ,  nicht  verschieden  von  der  Verbindungslinie  der  beiden  neuen 

Sduüttponkte  F/  und  Fd"  von  Dp*  und  C^,  welche  dies  ebenso 
wsuig  tun. 

Der  Kürze  wegen  nenne  ich  die  Punkte  Pj  und  P^"  die  „Rest- 
doppelponkte^\  die  Punkte  Ft'  und  Ft"  die  Restpnnkte^'  und  die 

Gerade  dieser  vier  Punkte  die  v^Restgerade**  von  F  in  Bezug  auf 

5d.  „Die  Restgerade  von  F  in  Bezug  auf  ist  die  Potgerade 
wn  F  in  Bezug  auf  6'*." 

Wir  beweisen  diesen  Satz  bei  den  Normalcnrven  und  denken 
ihn  nachher  mittelst  centraler  Projection  auf  den  allgemeinen  einer 

Curve  C*  ohne  Mittelpunkt  übertragen.  Dabei  behandeln  wir 
nach  einander  die  Nurmalcurveu  erster  und  zweiter  Gattung. 

Ist  (Fig>  21  und  Flg.  23)  F  der  gegebene  Punkt,  so  ist  nach 
Artikel  50.  der  Kegelschnitt  Dp*  dadurch  bestimmt ,  dass  er  durch 
il,  B,  C  gehen  und  in  Bezug  auf  das  eingeschriebene  Dreieck  ABC 
die  Polaro  p  von  F  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  resp.  //  zur 
Pascal'scben  Linie  haben  musa  Also  ist  D^^  die  gleichseitige  Hy- 
perbel durch  C,  welche  F^  zum  Mittelpunkt  und.i^]  /^i  und  F^  zu 
Asymptoten  hat.  Da  in  der  bekannten  Transformation  den  unend- 
lieb  fernen  Punkten  dieser  Hyperbel  die  Punkte  und  «S/  ent- 
sprechen ,  so  entspricht  dieser  Uyperbel  die  Gerade  p\  Es  ent- 
sprechen also  die  Schnittpunkte  von  p'  und  E,  resp.  H  den  Punkten 
ft'  und  Fd".   Da  nun  die  vier  Punkte  Fd,'  Fd\  Fi\  Ft"  diu  vier 


In  den  ^Notesi  anJ  Bolutiuns  tu  somc  of  ihe  problcuis"  am  Ende  des 
eoglüchen  Werkchen^  mucht  Uuburts  die  Bemerkung,  das«  der  Wc^i'uehc  Satz 
von  Dr.  Ctaoj  herrfibrt.    Wonn  dieser  Mathematiker  ihn  schon  in  1SS9  in 

sl^tnticlioiw  of  the  irisb  academy,  volant  S4.  publlcin  hat,  so  wird 
dieMT  8«to  also  der  Casey'sch«  8«tB  beitsen  matten.  Aber  Ich  bin  nichl  in 
der  Lege  die  Ablutndlung  Uee  irischen  Mntheeuitlken  ta  ratpflegen. 
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ScImit^Qnkte  von  C*  mit  eioer  Geraden  sind,  so  entsprechen  den 
Punkten  Pt*  und  Pi"  die  neuen  Schnittpunkte  von  £,  resp.  H  mit 
dem  dnrch  A,  C  nnd  die  Sehnittpankte  von  p'  nnd  £,  resp.  ff 
geführten  Kegelacbnitte.  Aher  nach  Artikel  31.  sind  diese  neuen 
Schnittpunkte  die  Schnittpunkte  von  p  mit  resp.  H  nnd  entsprechen 
also  die  Schnittpunkte  von  p  mit  E  resp.  H  den  Punkten  ft'  und 
Fi"  von  C*.    Da  nun  nach  Artikel  41.  die  YerMndungtslinie  der 

Punkte  vou  C^,  welche  den  Berührungspunkten  vom  Wcndt'srhuitte 
mit  seinen  durch  F  gehenden  Tangenten  entspriolien,  <lio  Pulgerade 
von  P  ist,  ist  der  Satz  für  die  Normalcuroa  erster  Gattung  be- 
wiesen. 

Bei  der  Normalcurve  zweiter  Gattung  legen  wir  dem  nämlichen 
Gedankengang  folgend  das  Hauptgewicht  auf  die  Auweismif»  der  Httlfs- 
mittel  zur  Umgehung  der  iniaginäriMi  Krcispuukte.  Es  ist  Dp^  wie- 
der der  durch  C  gehende  Kreis,  welcher  iu  Bezug  auf  das  von  den 
Kreispunkleu  und  C  gebildete  eingeschriebene  Dreieck  die  Polare  p 
von  r  in  Bezug  auf  den  WeiuUschnitt  H  zur  Pascal'achen  Linie 
liaL.  Wir  beweisen  sogleich,  dass  dieser  Kreis  das  Spiei^clbiM  von 
C  in  Bezug  auf  p  zum  Centrum  hat.  Ist  nilmlich  iu  Fig.  46  (der 
Polarfigur  von  Fig.  /)4)  A13C  ein  in  K  eingeschriebenes  Dreieck  und 
tt  die  durch  die  Schnittpunkte  J>  von  a  und  E  von  b  und  «,  F 
vun  c  und  f  gehende  Pascarscho  Linie,  so  werden  c  und  •  den 
Schnittpunkt  C  vou  d  und  e  harmonisch  trenneu  von  f.  Und  sind 
nuu  A  und  B  die  Kreispunkte,  wobei  e  die  unendlich  ferne  Gerade 
und  A'  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  C  ist,  so  trennen  s  nnd  die  unend- 
lich ferne  Gerade  den  Punkt  C  des  Kreises  harmonisch  vom  Mittel- 
punkte C,  ist  also  da  sie  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Kreis- 
taugeute des  Punktes  C  enthält,  die  Mittelseukrechte  von  der  Strecke 
CC.  Diesem  Kreise  entspricht  nun  in  der  bekannten  Transformation 
die  Gerade  p'.  Es  entspricht  nämlich  diesem  Kreise  in  jeder  Trans- 
formation der  reciproken  Radien  mit  C  als  Ccntmm  eine  Gerade, 

welche  zu  p  parallel  ist,  also  in  der  C*  iu  ihreu  Weudeschnilt  über- 
fahrenden Traosloraiation  (Fig.  26),  welche  eine  um  die  imaginäre 
Achse  vom  Wendeschnitte  //  umgelegte  Transformation  der  recipruken 
Radien  mit  als  Ceotrum  ist,  eine  zu  />'  parallele  Gerade.  Und 
dem  auf  der  Entferuuug  4  67  y  von  C  liegende  /.weite  Schnittpunkt 
von  CFq  mit  dem  Kreise  entspricht  der  Punkt  Fq  von  p  \  denn  nach 
Artikel  27.  hat  man  die  Relation 

dCFo'.  CF^'^^CF* 
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Also  entsprechen  die  Schnittpiukte  Ton  p'  and  ff  den  Paukten 
Fd  und  Pd"  von  der  Normalcarve  zweiter  Gattung.  Und  dann  ent- 
sprechen weiter  nach  Artikel  31.  die  Schnittpunkte  von  p  mit  H  den 
Pnnkten  J^'  nnd  Pt"  und  findet  man  eben  wie  oben,  dass  die  Ver^ 
hiiidniigallnie  der  Tier  Pnnkte  Fd\  Pd",  Pk\  P."  die  Polnre  von  P 

m  Bezog  anf  die  Normnlennre  C*  zweiter  Gattung  ist. 

Kachdem  der  Satz  nun  mittelst  centraler  Prqjection  anf  eine 

Cune  C*  ohne  Mittdpnnkt  ausgedehnt  ist,  kann  man  noch  bemerken, 
diis  der  Punkt  P  als  O^^  zn  kennzeichnen  ist,  wenn  man  Pl'  nnd 
als  Q,  nnd  Q«,  Pd*  nnd  Pt*  als      nnd  hctraehtet 

63.  ,,Die  Puaktepaare,  dereu  Kestcpuuktcapaare  einander  zn 
den  Tier  Sehnittpnnkten  von  C*  mit  den  Geraden  ihrer  Ebene  er- 
giasen,  entaprecben  einander  in  der  bekannten  Transformation  von 

nnd  K.  Die  sechs  Pnnkte,  deren  Bestpnnktenpaare  die  zn  Je 

iweien  genommenen  Corobinationen  der  vier  Schnittpunkte  von 
mit  einer  Gerado  g  sind,  bilden  das  Polscxtnpcl  von  g  in  Bezug  auf 

C*.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Ilestgeradc  durch  einen  gegebenen 

Pookt  gehen,  ist  die  erste  Polare  Cp\  von  P  in  Bezug  anf  C  V* 

Dieser  Satz  ist  eine  anmittelbare  Folge  des  Torbergehenden. 

54.  „Der  Wendeschnitt  K  ist  der  Ort  der  Punkte  deren  Rest» 

punkte,  die  Curve  6  *  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Doppelfestpuukte 
zosammenCallen/* 

Liegt  P  anf  JT,  so  fallen  die  Punkte,  welche  Pt'  nnd  Pt"  enU 
qirechen,  als  die  Berabmngspnnkte  der  aus  P  an  iT  mdglicben  Tan- 
genten zusammen,  und  tun  dies  also  auch  die  Punkte  Pt'  nnd  Pt**. 
Usd  bei  den  Pnidrten  P^  und  /V';  wird  Zusammenfallen  eintreten, 

wenn  der  entsprechende  Punkt  J*'  auf  A',  also  l'  auf  C"*  liegt; 
denn  nach  dem  ersten  Teile  des  vorhergehenden  Satzes  tauschen 
Restpnnktc  und  liestdoppel punkte  ihre  Rollen,  wenn  man  r  durch 
den  ihm  entsprechenden  Punkt  P'  ersetzt,  und  bedingt  das  Zusammen- 
fallen  der  Restpunktc  von  also  jenes  der  Kcstdoppel punkte  von 
P'  Dieses  letzte  Resultat  ist  auch  hiermit  in  Einklang,  dass  der 
Berfihrnngskegelscbuitt  eines  Punktes  Q  von  C*  aus  der  Tangente 
«'  von  K  im  entsprechenden  Punkte  Ct  und  aus  der  Tangente  q  Ton 
^  m  Q  bestehen  muss,  die  beiden  anderen  SchnittpnnkCe  von  q  mit 

slio  die  Bestpunkte  vo  nQ  sind,  und  die  Bestdoppeipnnkte  von  Q 
■it  disiem  Punkte  msamnenlsllen.*») 


It)  £•  wild  dieme  InrnmamMlm  in  Arltkel  58  aibtr  btlm«htit  waidai. 
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55.  Wenn  P  irgoud  eiue  Gerade  g  dorchläuft,  so  erzeugen  seine 

Restpunkte  auf  C*  eine  quadratische  InvolutiOD,  welche  degenerirt 
wenn  g  eine  Tangente  von  £  IbV 

IM©  Paare  Ton  Rostpunkten  der  Punkte  P  einer  Geraden  g  bil- 

den  auf  C*  eine  Invoiutiou,  da  jeder  Punkt  von  (/^  seinen  Pol  uud 
dureli  diesen  involutorisch  den  ilm  /«  eiiiPni  Restpuiiktenpaare  er- 
gänzenden Punkt  bestimmt-,  ist  näinlich  /V  auf  C*  gegeben,  so  ist 
der  Pol  P  der  Schuittpuula  vuu  g  mit  der  Tangeute  vom  Wende- 

schnitte  im  Pankte,  welcher  dem  gegebenen  Punkte  Pt'  von  C*  ent* 

spricht  Und  man  findet  leicht  einen  diese  Involution  in  ausschnei- 
denden BOschel.  Denn  nach  Artikel  52  entsprechen  den  Restpunkten 
Pt'  und  Pt"  von  P  (F^.  21  and  23)  die  Schnittpunkte  vom  Wende- 
schnitte  E  resp.  H  mit  der  Polgerado  p  von  P  in  Besag  auf  diesen 
Kegelschnitt,  schneiden  die  durch  den  Pol  O  von  g  gehenden  Pol- 
geraden p  der  Punkte  P  von  g  im  Wendeschuitte  also  die  Involution 
der  den  Restpunktenpaaren  entsprechende  Punktepaare  und  der  die- 
sem Strablenbaschel  entsprechende  Bflschel  von  Kegelschnitten  durch 
C  und  den  dem  Pole  O  von  g  entsprechenden  Punkt  Q  in 

die  quadratische  Involution  der  Restpnnktenpaare  ans. 

Ist  g  eine  Tangente  vom  Wendeschnitt,  so  liegt  G  auf  ihm,  re- 
ducirt  sich  die  Invoiutiou  der  eutsprecbonden  Punkte,  also  auch 
jene  der  Paare  Bestpunkte,  indem  jedes  Paar  aus  einem  bestimmten 

Punkte  von  ~C^^  welcher  sich  unmittelbar  als  der  dem  Berahrungs- 
punkte  von  G  mit  dem  Wendeschnitte  entsprechende  Punkt  ergiebt, 

und  irgend  einem  anderen  Punkte  von  C'^  besteht. 

56.  „Die  Pulgerade  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Dp*  durch  C  uud  die  Kestdoppelp unkte  fallt  mit  der 
Polgerado  von  P  in  Bezug  auf  zusammen.^* 

Da  die  Polgeradc  von  P  iu  Bezug  auf  C"*  den  Kegelschnitt  Dp- 
in  den  Restdoppelpunktea  Pa'  und  Pd"  schneidet,  hat  man  nur  zu 
beweisen,  dass  77*/  und  iVV'  diesen  Keg<»lseliuilt  in  Pd'  und  VV' 
berühren.   Wir  fuhreu  diesuu  Beweis  mittelst  der  Transfonuaüou, 

welche  C'^in  ihren  Wendesehuitt  umbildet,  indem  wir  zeigen,  dass 
die  Kegelschüitte,  welche  deu  Geraden  PP/  und  PPd"  entsprechen, 
von  der  dem  Kegelschnitte  Dp-  entsprechenden  Geraden  berührt 
werden,  und  betrachten  dabei  nach  einander  wieder  die  Normaicurven 

erster  und  zweiter  Gattung. 

  • 

Bei  der  KonDaleiirve  C*  erster  Gattung  beachrftskwa  wir  uus 
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aaf  dmi  Fkll  einer  Gurre  C«,  teen  Wentaehaitt  ei&  Kreb  iit»  ww 
nach  Artikel  98  die  AUgeneisheit  dee  Bewdaei  sieht  beeintrtditlgt 
iBt  in  Fig.  47  der  Kreis  Kr  dieser  Weadeschaltt«  siad  die  Dnrdl- 

messer  CA  md  CB  die  Symmetrieeelisen  veii  ud  Ist  P  der  ge- 
gebene Punkt,  so  entspreeben  naeb  Artikel  49  den  Panklea  P,  P4\ 
lad  dem  Kegelachaitte  Df^  die  Pankte  F\  Pä"  aad  die 
Gerade  P#'P#"  der  Fignr.  Also  bwss  die  Gerade  Pd'^Pd  **  den 
Kegelsebnitt  c\  P\  Pj'')  in  Pd  '  and  den  Kegeisebnitt  B,  C, 
P',  P^")  in  P^"  berobrea.  Uad  dies  Ist  nach  dem  iweltoB  Teile  des 
Sataes  ?on  Artikel  18  wiihUeb  der  Ml.  DsBaYoa  tfssen  Kegelichalllsn» 
«eiche  beide  gleichseitige  Hyperbela  siad,  Ist  der  erste  dem  lachl- 
wiakligea  Breieek  CP'Pd'\  der  sweite  dem  reefalirhydigea  Dreieck 
CP'P^"  amschrieben,  und  Pd^'P^"  ist  seakreeht  «1  der  gemeiasebaft- 
licben  Hypotenase  dieser  beiden  Oreiedie. 

Bei  der  Nenasleare  aweiter  Gattoag  haben  aaeh  Artikel  63. 
die  den  Pnakteo  P,  P/,  Pg*  entsprechenden  Pankte  P*,  P^^  P^'V« 
die  in  Fig.  48.  aagegebeae  Lage  ia  Benag  auf  eiaaader,  aad  mnii 
also  aar  gese^t  werden,  dam  die  Kreise  darch P\ C,P'ä*tmiA  dareh 
P'C.Pd^  die  Gerade  P'«',  P'^  hi  Pr  aad  Pdf  berlkbreii.  Istaaa  Q 
der  Schnittponkt  voa  P'P^'  mit  and  eB  wa  P*/,  P/  parallel,  so 
ist,  da  P'P^  dea  Wendeschaitt  ff  ia  PV'  berahrt, 

Z.  QCP'ä;  -  Z  CQP'd*  -  ^  P'CQ+Z  CP'Q 

aad  da  CP'  aad  CB  coqjagirto  Darchmesser  der  ^eiehaeitigea  Hy- 
perbel  H  sind, 

^  QCB  —  ^  P'CQ 

also  dareh  8obstitiitieii 

^  ÄCPV  —  ^  CP'Q  oder  ^  6'P V  —  ^  6'P'a 

d.  h.  der  Kreis  dnndi  P%  C,  P*^  berflhrt  P'^'P'V  in  PV.  Uad 
ebenso  beweist  man,  dass  der  Kreis  dorch  P',  C,  PV  die  Gerado 
PVP'V  in  P'V  berührt 

Da  obenstehende  Beweisführungen  nicht  mehr  zolässig  sind,  wenn 
die  Gerade  P'd'P''d'  den  Wendeschnitt  nicht  schneidet,  d  b  wenn 
P'  inneriialb  des  Wendeschnitts  liegt,  so  geben  wir  noch  einen  all- 
gemeinen von  der  Lage  von  P'  in  Bezng  anf  den  Wendeschnitt  un- 
abhängigen Beweis,  indem  wir  zeigen,  dass  die  Kegelschnitta  des 
Bflschels  mit  den  Basispunkten  A,  B,  C,  P'  (Fig.  49)  die  Polare  p' 
von  P'  in  Bezug  anf  den  Wendeschnitt  K  in  einer  Involution  von 
in  Bezug  auf  K  in  einander  eoi^ngirten  Pnnktepsaren  schneiden. 
Und  dies  ist  aamittelbar  hieraas  aa  eataehmea,  da«  jeder  Kegel- 
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-Bchttilt  durch  C,  P*  dem  Poldraieck  ABC  toh  iCmucInriebea 
ist  and  er  alBO  die  Polare  p'  von  P*  in  Bemg  anf  JT  in  vmi  Pnnkteo 
schneiden  wird,  welche  mit  P'  ein  Poldreieck  Ton  K  bilden  nnd 
also  In  Beeng  anf  AT  in  einander  conjugirt  find.  Ah»  werden  die 
beiden  Kegelschnitte  dnreh  A,  B,  C\  P\  welche  p*  bertthren,  dies 
nnf  JT  tnn,  d.  h.  die  Oeraden  durch  P,  welche  X>^'  herOhren,  be- 

rabren  diesen  Kegelschnitt  auf      in  den  Paukten  Pd'  nnd  Pd\ 

hl,  JÜüib  Polgerade  des  Pnnktes  P  in  Boing  anf  den  Kegel- 
schnitt 7p^  der  Berahruugspunkte  von  den  aus  P  an  möglichen 
Taiigeutou  fällt |mit  der  Polgeradeii  von  P  in  Bozu«  auf  zusam- 
men, d.  h.  indem  der  Berahruugskegelschniu  Tp*  in  die  Bertth- 
mngspnnlrte  der  ans  P  an       mftglic&en  Tangenten  einschneidet» 

schneidet  umgekehrt  auch  in  Tp^  die  Bembmngspnnkte  von 
den  ans  P  an  Tp*  möglichen  Tangenten  ein  and  biMet  also  die  Com- 

.  biuatioH  vou  6'^  mit  Tp^  eine  zusammengesetzte  Curve  sechster 
Ordnung  mit  acht  von  B,  C  verschiedenen  Doppeli)tiiikten,  deren 
jeder  eine  der  beiden  Doppelpanktstaogenten  darch  P  sendet" 

Dieser  Sats ,  weldier  einer  merkwflrdigen  Wechselhesiebnng 

der  Curven  C**  und  Tp^  in  Bezog  auf  den  Punkt  P  Ausdruck  giebt, 
ist  in  Verbindung  mit  eiaeiii  i'üarü  vul  einfachen  Sätzen  der  Pola- 
rentheorie  eine  Foigc  des  vorhergehenden  Satzes. 

Der  ernte  dieser  Hfliftsitse  sagt  ans,  dass  die  Polgeraden  «iaee 
Pnnktes  P  in  Bezog  anf  die  Gunren  eines  Bflschels  einen  Stnhlen- 
bttschel  bilden'*)  nnd  deshalb  snsammenfallent  wenn  die  Polgeraden 
Ton  P  in  Bezog  anf  zwei  verschiedene  Cnnren  des  Bflschels  dies  tnn. 
Und  der  zweite  Hfllfssatz  behaaptet^  dass  die  drei  Polgeraden  von 
P  in  Bezng  anf  drei  Cnnren,  von  welcben  eine  ans  der  Combination 
der  beiden  anderen  besteht,  in  eine  Oerade  znsammenfallen  werden, 
wenn  zwei  Ton  Ihnen  es  tan:  welcher  Satz  nnmlttelbar  ans  der  De- 
finition der  Polgeraden^  abznleiten  ist 

Nnn  gehdren  nach  Artikel  52,  wenn  p  die  Polare  von  P  in  Be- 
zog anf  "c*  andentet,  die  drei  Cnrren  viorter  Ordnung  V\  Cp*+pt 
^p*+^'p*  «inem  Bflschel  an.   Nach  dem  zweiten  Hfllfssatee  hat 


19)  Cnmwn,        0.»  Art  81,  LchiMti  7. 

20)  Mittelst  der  Definition 


Man  vergleiche  Crenona,  a.  ä.  0,,  Art.  II* 
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Cp^-\-p  die  Gerade  p  %ut  Polgerade  von  P;  es  haben  also  die  Cnnren 

C*  und  ()y'-^-^p  in  Bezn^  auf  F  die  nämlicho  Polgerade,  und  es  ist 
ileslmlb  nach  dem  erateu  llulfssatze  p  ebenfalls  die  Polgerade  von  P 
iu  Bezug  auf  i>p*+  Tp^-  Aber  da  j)  nach  Artikel  53.  die  Poigerade 
von  P  in  Bezug  auf  Op^  ist.  so  ist  p  nach  dem  zweiten  Httlfssatze 
ebenfalls  die  Polgerade  vou  P  in  Bemg  aaf  den  Berttimiogtkegel- 
sdwitt  T,K^^) 

68.  ^Der  BerlliniiigskegelsclitiiU;  Tp*  lerAUt  in  Ewei  Qerade; 

wenn  P  auf  6'*  oder  auf  dem  Wendeschnittü  diesor  Curve  li^} 
bei  allen  auderen  Lageu  vou  P  ist  Tp*  nicht  zusaaimeugeäatzL'^ 

Iit  der  mebene  Puikl  ein  Punkl  Q  von  C^,  m  bortabt  7f* 

nach  dem  Weyr'sehen  Satze  ans  der  Tangente  q  von  U  Q  nad 
der  Tangente  4'  von  K  im  entaprechenden  Pnnkte  Q\  Itt  dar  ge- 
gebenefPonkt  ein  Punkt  Q'  von  JT,  ao  feilen  seine  Rest|mnkte  nach 

Artikel  54.  im  entsprechenden  Puukt  u  von  C*  zusammen;  deshalb 
ist  nach  dem  vorhergehenden  Satze  Q  der  gemeinscbaftlicbe  Be- 
rührungspunkt der  zwei  von  Q'  an  T,»  •  mögliehen,  hier  mit  Q'  Q 
zasammenfaliendeu  Taugenten,  nnd  hat  Tq'*  in  Q  einen  Doppelpunkt, 
80  besteht  'Iq-^  also  aus  zwei  Geraden  durch  Q.    Neben  den  durch 

irgend  einen  Puukt  Q  vou  C*  möglicbeu  Tangenten  an  Ül,  walclie 

jede  für  sich  C*  iu  vier  Punkten  mit  durch  einen  Punkt  von  C* 
gehenden  Tangenten  schneiden,  kann  mau  deshalb  dnrch  diesen  Punkt 
noch  awei  Gorade,  die  znsammenfallendon  Teile  von  T^^^  bo  sieben, 

dasa  Jode  von  diesem  C*  ausser  Q  noch  in  drei  Pankten  mit  doroh 
einen  Pnokt,  den  entspreehendon  Punkt  Q'  von  gebenden  Tan- 
genten schneidet^ 

Bei  allen  anderen  Lageu  von  P  ist  Tp-^  ein  nicbt  zerfallender 
Kegelschnitt.   Denn,  da  die  Berührungspunkte  vou  deu  Tangenten 

aus  P  au  7p*  auf  der  Polgeraden  p  von  P  in  Bezug  auf  C*  liegen, 
so  können  diese  Tangenten  nur  dann  anaammeufallen,  entweder  wenn 

p  dnrcb  P  geht,  d.  h  P  anf  liegt«  oder  die  Bestpunkte  von  P 
ansammenfallen,  d.  k  P  auf  liegt  Und  nnr  wenn  die  Tangenten 
ans  P  an  2p*  sosammenfaUon,  kann  Tp*  entarten. 

Aus  obenstehenden  Betrachtungen  folgt  uuu  uocli,  dass  die  bei- 
den Oeraden,  welche  den  Bertthruugskegelschnitt.  Jf eines  Punktes 


Sl)  EtOM  analytitchatt  Bewate  dteiM  SiM  «ntolnait  nan  Mdit  tarn  msbwr 
yVoCii  aber  die  LeiMiiM«n  (a.  a.  O.;  Selto  1S67). 

St)  Et  «giasi  dteNt  Bctallai  den  evMea.  Tdl  des  ScSmi  vw  Art.  »4. 
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Q  TOD  K  bildfln,  darch  Q  geben  und  Q*  harmonisch  tramon  fon 

der  Tangente  g  von  in  Q.  Spftter  wird  die  Lage  dieier  beiden 
Geraden  näher  angewieien  werden.**) 

59.  „Wenn  der  Kegelschnitt  Dp^  von  P  durch  Q  geht,  so  j?eht 
umgekehrt  der  Kegelschnitt  Dq^  von  Q  durch  P,  d.  h.  der  Ort  der 
Punkte  Q,  deren  Kegeiicbnitte  dorcb  P  gehen,  iat  der  KegelachniU 
Dp^  Ton  P." 

Wenn  die  Polgerade  von  P'  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt 
durch  Q'  geht,  so  geht  umgekehrt  die  Polgerade  q  vou  Q'  in 
Bezug  auf  K  durch  i'*).  Dieser  bekannte  Satz  geht  «ütteUt  der  be- 
kannten Transformation  in  den  Satz  dieses  Artikels  Ober,  da  nach 
Artikel  53.  den  Polgeraden  p'  und  q'  von  P'  und  Q'  in  Bezog  auf 
K  die  Kegelschnitte  Lff^  und       voo     und  Q  entsprechen. 

60.  ^e  vier  Schnittpunkte  von  mit  einer  Geraden  sind 
von  einander  nnabhängig.*^ 

IHe  Abhängigkeit  zweier  Gmppen  von  vier  Punkten  von  ein> 
ander  kann  bekanntlich  nnr  darin  beetoken«  daie  beide  Gmppen  d« 
nämUche  Doppelverhftltniss  neigen.  Dies  aber  trifft  bei  den  Gnrveo 

C*  nicht  an.  Denn  die  Vomnasefaung,  data  irgend  awef  In  einen 

Punkte  P  von  C'*  eincu  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander 
bildende  Gerade  nach  gleichem  Doppeherhältnisse  Bchneiden, 
würde  unmittelbar  bedingen,  dass  jede  Gerade  durch  P  die  C<  ausser 
P  in  drei  Punkten  mit  durch  einen  Puni^i  gehenden  Tangenten  tr&fe. 
Was  nach  Artikel  68.  nnr  bei  swei  dorek  P  gellenden  Geraden  der 
Fall  Bein  kann. 

Aus  dem  Satze  dieses  Artikels  geht  hervor,  dass  die  Bedingung 

welche  aussagt,  dass  eine  irgend  eiue  Gerade  in  vier  gegebenen 
Punkten  schneidet,  vier  ein&chen  Bedingungen  aequivalent  ist  Nun 
ist  ein  Kegelschnitt  JT,  von  welchem  ein  Poldreieek  ABC  vorliegt» 
durch  zwei  seiner  Punkte  bestimmt;  also  kann  man  mr  Bestimmung 

einer  mit  gegebenen  Inflexiottiknoten  auch  iwel  Punkte  willkttr- 
lidi  annehmen.  Da  weiter  Unliekannthdt  mit  der  Lage  von  jedem 

der  drei  Inflexiousknoteii  der  C*  die  Zahl  der  willkürlich  annehm- 
baren Punkte  um  zwei  steigert,  kann  man  zur  Bestimmung  einer 
im  allgemeinen  acht  Punkte  willkürlich  wählen.  Also  geht  durch 
vier  beUebig  auf  einer  Gerade  g  angenommene  Punkte  eine  vlerficb 
nnendücke  Ansakl  von  Curren  C\ 


ta)  Ifta  vw^ddw  Anika  «7. 
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61.  ),Weiiii  der  BerflhniDgskegelschnitt        von  P  durch  Q 
gohl»  M  göht  UDgekehrt  der  Berührnngskegdflcbnitt      von  Q  durch 
d  b.  der  Ort  der  Pnnkta  %  deren  BertthnuigilwgelaGkiitte  dnrdh 
P  gelieii,  kt  der  BertUmmgakefelieliiiltt  Tf  to«  P.*^ 

Betrachten  wir  nochmals  die  drei  Curven  C*,  C^'-fj),  ^^A-T^ 
von  Artikel  57. ,  welche  einem  Büschel  von  Curven  vierter  Ordnung 
angehören  nod  bezeichnen  wir  die  Schnittponktenquadrupel  dieser 
Curven  mit  irgend  einer  Geraden  7,  welche  den  Punkt  P  enthalt^ 
worauf  Cp^,  71,  sich  beziehen,  durch  ^^IjQ,  Tl^R^Ti^ 

und  fi|  i7jX>t  nnd  7 2)  ist,  wie  sich  zeigen  lilsst,  das  Quadrupel 
I>j  />,  und  T,  T,  in  der  von  den  beiden  anderen  Quadrupeln  auf  g 
bestimruteu  biquadratischeu  luvolutiuu  dadurch  gekonnzeichnet,  dass 
es  sich  in  zwei  von  i*  und  *S  harmüiiiscb  getrennte  Paare  Dx 
und  r,  zerlegen  l&sst  Erstens  kommt  ihm  nach  den  Artikeln  56. 
und  57.  diese  Eigenschaft  zu.  Zweitens  beweisen  wir  wie  folgt,  dass 
€6  iu  der  angegebenen  Involution  das  einzige  Quadrupel  ist,  welches 
diese  Eigenschaft  besitzt  Ist  17,  17,  I/4  irgend  em  Quadrupel  der 
vorliegenden  Involution,  und  trennen  r,  I*;,  \\  die  Punkte  dieses 
Qnadrnpels  harmonisch  von  P  und  <.S,  go  bilden  die  verschiedenen 
Quadrupel  \\  V,  F4,  welche  den  Quadrupoln  1\  entspre- 
chen, offenbar  eine  neue  Involution,  welche  mit  der  gegebenen  pro- 
jectivisch  ist.    Wenn  nun  die  Involution  zwei  in  zwei 

von  P  und  S  harmonisch  getrennte  Paare  zerlegbare  Quadrupel 
besässc,  so  würden  die  Involutionen  LT,  TJ^  und  l\  aas 
den  n&mlichen  Gruppen  bestehen,  jede  Gruppe  der  Involution 
F,  F,  Fj  F4,  also  auch  eine  Gruppe  der  Involution  Uf  sein.  Und 
dies  ftXbrt  zum  Irrschlusse,  dass  die  Involution  zwei  durch  i>  gehende 
Gruppen  zulässt,  die  Gruppe  -^3        *S,  und  die  Gruppe  der 

vier  Punkte,  welche  diese  Punkte  harmonisch  trennen  von  P  und 
jS.  Deshalb  kann  die  von  den  Quadrupeln  Q,  Q,  Q4,  Ry  R^  uud 
S  bestimmte  Involution  keine  zwei  Gruppen  besitzen,  welche  sich  in 
awei  von  P  und  S  hannonisch  getrennte  Paare  zerlegen  lassen,  , 

Betnehteii  wir  mm  weiter  die  vierfi^li  voendlldie  AisaU  der 

durch  Q,  u»  Q$  Q4  gehenden  Curven  so  erhellt  aua  dem  vorher- 
gehenden, dass  die  in  Bezug  auf  diese  Cnrven  genommenen  zusam- 
mengcsotzteu  Curven  Dp^-\-  von  P  die  Gerade  <j  sämtlich  in 
den  Puüktepaaren  /J,  und  'l\  1\  schneiden.  Aber  dabei  fragt  es 
sich,  ob  immer  das  Paar.  J)^  aut  dem  Teile  wie  das  Paar  7,  r, 
auf  dem  Teile  Tp*  liege.  Und  hierauf  muss  die  Antwort  entschieden  ver- 
neinend lauten.  Da  nilmlich  die  Paare  /)j  /),  und  I\  1\  in  Bezng  auf 
die  Quadrupel  Qi^sQsQ«,  H^R^K^  und  «S  eiue  ganz  gleiche  Bedeutung 
baben,  werden  die  Funkte  D^D^  resp.  r^y,  bei  der  einen  E&Ute 
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der  vierfach  anendlicheu  AnzabI  von  Cnrven  C    durch  Qt  % 
auf  der  entsprechenden  Carve  I>^^,  resp.  7p^,  bei  der  andercu  liälfte 

aif  resp.  Vp^  zu  finden  aeÜL  Nennt  mis  bui  zwei  Cnrvon  C* 
durch  die  Punkte  Qi  Qf  Q«  von  ^  in  Besag  aof  den  Pankt  P  von  ff 
gleichartig  oder  ungleichartig,  jenachdem  von  den  zwei  Paaren  von 
Kegelschnitten  ifp*  und  7p*  die  gleichnamigen  oder  die  ungleich- 
aanlgeD  tech  die  o&mUchen  Paukte  von  q  gdieo,  so  teilt  dieeee 

Verhalten  die  Corren  C<  dorch 

Ol,   Qt,  <k.  0% 

80  in  zwei  Gruppen,  dass  zwei  dieser  Curven  in  Bozng  auf  /'glcich- 
artig  oder  ungleichartig  sind,  jenachdem  sie  zur  iiiiiiiliLhen  Gruppe 
oder  zu  verschiedenen  Gruppen  gehören.  Offenbar  wird,  was  hier 
für  den  Punkt  P  der  Geraden  g  gefunden  ist,  auih  allgemein  fttr 
irgend  einen  Punkt  von  g  gelten.  Dabei  fragt  es  sich  aber,  ob  dio 
Teilnng  der  Curven       durch  Qj      in  zwei  Gruppen  von  der 

Ijftge  des  Punktes  1'  auf  g  abhangt  oder  nicht;  aber  diese  Frage 
wird  im  folgenden  Artikel  beantwortet  wwden. 

Wenn  Idi  midi  jetit  som  Setae  dieeee  Artikete  wende,  so  setze 
ich  ?moi,  datt  der  Bertbmngskcgelscbnitt  Tp^  tob  P  in  Besag 

auf  die  gegebene  Curve  C'*  durch  Q  gebt  und  die  Vcrbindungslmiü 
g  der  Punkte  P  und  Q  die  6*  in  den  Punkten  Q^Q*Q^,Q:i  schneidet. 
Nach  den  vorhergehenden  Eutwickelungen  ist  u  dann  ein  l  uukL  des 

Kegelschnittes  Dp^  von  P  in  Bezog  aut  eine  andere  Curve  6"*,  durch 
QnQ?i^^^4'  welche  mittelst  eines  Indexes  nnt«rschiedene  Curve  man 
»och  aus  einer  vierfach  unendlichen  Anzahl  wählen  kann.  Aber 
dann  gellt  nach  Artikel  ö6.  umgekehrt  der  Kegelschnitt  D^f^  von  Q.  in 

Bezug  anf  C*i  durch  P.  Und  da  dio  Curven  C*  und  C*i  für  irgend 
einen  Punkt  von  g  das  nämliche  Quadrupel  />]  und  liefern, 
liegt  P  anf  der  ans  den  Kegelschnitten  i)^^  und  T^^  von  Q  in  Beza||^ 

anf  sonrnfflengesetEten  Gnr?e  vierter  Ordnang,  also  entweder  anf 
TOB  Q  in  Beiog  aof  oder  anf  von  Q  in  Bezng  anf 
C*,  Aber  anf  Df*  von  Q  in  Bezug  anf  C*  kann  P  nicht  liegen, 
denn  Q,  liegt  nicht  anf  Dp^  von  P  in  Bezug  auf  C*.  Also  liegt  P 
auf  dem  Berühmngskegelsehnitto  T^^  von  Q  in  Bezog  ani  C*  nnd 
ist  der  Satz  dieses  Artikels  bewiesen. 

GS.  iJHe  Tettanig  der  Cnnren  doreh  die  vier  Pnnkte 
Qt  4  %  ^        Qenden  $  in  zwei  Qmppen  nach  dem  Verhalten 


94)  Ffir  einen  analytischen  BcAveie  vergleiche  man  meine  ^Notix  Ober  die 
LemmBcate"  (a.  a,  O.,  Seite  1256). 
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der  Scbnittpnnkte  von  g  mit  den  in  Bezug  aaf  ihnen  genommenen 
Kegelschnitten  and  Tp*  von  dem  Panktfi  P  von  g  ist  von  der 
Ligo  von  P  anf  ^  nntbhingig.*^ 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  zeigen  wir  erst,  dass  die  Punkte  P 

von  g  sich  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Curvo  durch  QtUiÜA 
in  zwei  Systemen  ordnen.  Nennen  wir  nämlich  der  Kür7:e  wegen 
die  Schnittpunkte  von  g  mit  der  Curv  e  Dp^  irgend  eines  I' unkt  es  P 

in  Bezug  auf  6"*  die  X>-Paukt6  von  P  für  oud  stellen  wir  mittelst 
der  Schreibweise 

ö-i,  D-t,  D-i,  P,   />„  Z>„  Da  . . : 

eine  von  P  aus  nach  beiden  Seiten  bin  onendlich  fortlaoCende  Reibe 
von  Punkten  der  Geraden  g  anf ,  von  welchen  jeder  die  ihn  in  der 

Beihe  an  bdden  Seiten  omtchlieaaenden  Pnnltte  in  Besng  auf 
in  JD-Pankten  hat,  so  ist  ea  klar,  dass  die  Fortsetcnng  der  Reihe 
nach  beiden  Seiten  immer  neue  Fnnkle  von  g  ersengen  wird,  bis  sich 
die  Reihe  an  Jedem  der  beiden  Enden  mittelst  einer  der  vier  Punkte 
QiQt^Qs  nbichUeait.  Denn,  da  alle  Ksgebehaitte  von  den 
Pnnkten  P  in  Beeng  anf  dnreh  die  Infleiionsknoten  von  1)^ 
gehen,  die  Gerade  g  aber  —  da  sie  keinen  Inflexionspnnkt  von 
enthalt  —  nicht  ein  Teil  irgend  eine«  zerfallenden  Kegelschnittes 
Dp^  sein  kann,  so  hat  kein  Punkt  P  von  g  in  Bezug  auf  C*  drei 
auf  g  liegende  D-Punkte,  was  eintreten  würde,  wenn  die  Fortsetzung 
der  Reihe  in  einer  der  beiden  Richtungen  auf  irgend  ein  schon  nie- 
dergeschrieheues  Glied  zurücklührte,  bevor  man  den  Endpunkt  Q 
erreicht  hätte.-  Und  die  Reihe  schliesst  sich  jederzeit  iu  einem 
Punkte  Q,  da  nnter  den  beiden  ^^-Punkten  eines  Punktes  Q  von 
dieser  Punkt  selbst  vorkommt  Aber  dann  muss  es  auch  zwei 
solche  Reihen  von  Punkten  P  Mi  g  geben,  .da  vier  £ndpnnkte 
Qin<k*  ^  vorliegen. 

Nach  dieser  Vorbereitung  ist  es  nicht  schwierig  mehr  zu  zeigen, 
das«  iigend  dne  andere  Cnrve  dnrch  Q|,  Qt,  <4»  sich  in  Bo- 
ing anf  die  Punkte  einer  nimüchen  Beihe  an  anf  Reiche  Wdse 
verhält  Sind  nämlich  erstens  nnd  in  Besag  anf  irgend  eiuou 
Pnnkt  Dm  von  einer  der  beiden  Reiben  gleichartig,  so  gehen  die 
KcKolschnitte  Dp*  von  Dn  m  Bezug  anf  C*  und  C^*  durch  den  fol- 
geudcn  Punkt  der  Reihe  £>m+i;  also  gehen  umgekehrt  nach  Artikel 
59.  die  Kegulschnitte  Dp*  von  Dn+i  in  Bezug  auf  und  durch 
Dn  und  sind  deshalb  die  Cnrven  nnd  C^^  in  Besng  anf  Ai-i-i 
aneh  gldeharüg.  Sind  swdtans       nnd       in  Beiug  aal  D»  nn^ 
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gieicbartig,  so  geht  der  K^golschnitt  Dp*  von  £>n  in  Bezug  auf 
«nd  der  KiqgelschDitt  Tp*  vod  Dn  io  Bezug  auf  C\*  durch  D^^i 
■Dd  ilio  «nfsbehit  nach  Artikel  69.  der  Kegelschnitt  D,*  von  D»^i 
in  Benig  aal  'C*  nnd  naeh  dem  Artikel  61»  der  Kegebehnitt 
voDi  Iii  Betng  aaf  'C,*  durch  Dn\  d.  b.  es  find  die 
Cnnren  C  und  C,*  in  Bezug  auf  D„^\  ebenfalls  uDgloichartig.  Also 
läast  sich  mittelst  des  bekannten  ScMussea  vuo  n  auf  obea- 
stehende  Behauptaug  beweiäeu. 

Aber  in  Bezug  aal  die  gegebene  Gor? e  lassen  sieb  die 
Pankle  P  tob  g  noch  anf  eine  «weite  Welse  in  zwei  Systemen 
ordnen.  Nennen  wir  niaUdi  die  Bebnittpunkte  von  g  mit  der  Gnnre 
7>'  irgend  eines  Punktes  P  in  Bezug  anf  "C*  die  7-Pankte  von  P 
Hr  C\  so  kann  man  ebenso  mittelst  der  Schreibweise 

•  • .  T—Zj  jf^— ti  2*— 1,  P,  2||  Jj,  Tg  . .  . 

eine  Ton  P  ans  aacb  beiden  Seiten  hin  naendlkh  fortlanfende  Reihe 
von  Punkten  anlMlen,  von  wekben  jeder  die  Ibn  In  der  Reihe  be- 
grenzenden Punkte  in  Bezug  auf  C*  zu  J-Pankten  hat.  Und  auch 
hier  liefert  ei  De  Fortsetzaag  der  Reibe  immer  wieder  nene  Pnnkte,  bis 
sich  die  Reihe  in  zwei  der  Punkte  Q^^  Q„  Q«,,  abschliesst  Denn, 
da  nur  die  Kegelschaitte  ^  vou  den  Schnittpunkten  Q'  von  g  mit 
dem  Wendeschnitte  in  Geraden  zerfallen,  und  diese  Geraden  durch 
die  entsprechenden  Paukte  Q  von  gehen,  so  ist  g  kein  Teil  eines 
zerrenden  Kegelschnittes  T*  von  einem  Punkte  P  auf  ^,  hat  also 

Jrain  Punkt  von  g  in  Bezug  auf  C*  mehr  als  zwei  r-Punkte,  und  wird 
man  deshalb  bei  Fortsetzung  der  Reihe  bis  zum  Schiasse  immer  nene 
Punkte  finden.  Und  bei  Fortsetzung  der  Reihe  nach  irgend  einer 
Seite  wird  man  einen  Schlusspunkt  erreicht  Imben,  wenn  der  Kegel- 
schnitt Tp*  die  Gerade  g  berührt  Aber  dann  ist  der  Berührungs- 
pnnl^t  nach  Artiicel  67.  immer  einer  der  vier  Pnnkte  Qi  weshalb  ea 

anf  f  In  Bemg  anf  wieder  iwei  Reihen  von  Punkten  T  geben 
flNUSt  dn  vier  Pnnkte  Q  vorliegen.  Und  ebenso  wie  oben  zeigt  man 

aneb  Uer,  daas  ligend  eine  andere  Garve  C*  durch  Q, ,  0^,  Qg, 

sich  in  Bezug  auf  die  Punkte  einer  nämUchen  Reihe  zu  6^  auf 
gleiche  Weise  verhAlt. 

Ist  die  EinteQung  der  Curven  &  dureb  Ott  Qi%  Q»t  Qi  ^  mit 

C*  gleichartige  und  mit  C*  ungleichartige  ftlr  alle  Punkte  von 
irgend  einer  Reihe  die  n&mliche,  so  ist  jetst  nur  noch  zu  entschei- 
den, ob  sie  mit  der  Reihe  8ich|  ändert  oder  nicht  Tazn  beweisen 
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wir  einfach,  dass  dio  Voraussetzaog ,  die  Enet^nng  von  der  eineii 
Reihe  von  Z>-Piinkteii  darch  die  andere  ftadere  die  £inteüang,  nn- 
haia»ar  ist. 

Sind  Dm^-h  Ah  IVfi  äni  aof  einander  folgende  Glieder  einer 
der  beiden  Reilion  nnd  also  Dn-i  nnd  Dm^i  die  jD-Pnnkte  Ton  A» 

in  Bezug  aaf  die  mit      gldchartigeQ  Corven       und  die  7-Pnnkte 

vou  Dn  iu  Bezug  aul  du  mit  nngleichartigen  Corven  C,*,  so  er- 
teilen wir  Dh  eine  uneodlu  h  kleine  Bewegung  auf  (/,  wobei  natürlich 
die  l'unkte  D^-i  und  Dn  ^  i  sich  auch  über  unendlich  kleine  Strecken 
von  g  bewegen.    Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  drei  neuen  Punkte,  die 

als  D'n-i,  Dn\  I>'n^\  7M  bezeichnen  sind,  in  Bezug  auf  die  mit  C* 
gleichartigen  Curven  wieder  einer  der  beiden  />-Reihen  ange- 
hören werden.  Und  auf  diese  Frage  musa  die  Antwort  im  allge- 
meinen bejahend  lauten.  Denn,  wenn  Dn  seine  Lage  auf  unend- 
lich wenig  ändert,  so  werden  die  Kegelschnitte       von  Dn  in  liezug 

auf  die  mit      gleichartigen  Cnrven        and  die  Kegoisctinitte  2  ^ 

von  Dn  in  Bezug  auf  die  mit  angleicliartiigen  Corven  ihre 
Lage  ebenlalla  unendlich  wenig  inderen,  mftsien  also  die  Z>-Pnnkte 
▼on  Dn*  in  Besag  aaf  die  mit      gleieharligen  Onrren      nnd  die 

7-PoDkle  von  Dn*  in  Bezog  aof  die  mit~c^  ongleiehartigen  Corven 

Cj*  in  unmittelbarer  Nähe  von  />n-i  »ond  -Dn+i  zu  finden  sein,  und 

wird  mau  also  genötigt  die  Punkte  D'n-u  ^^n\  ^'n+i  für  die  mit  6'* 
gleichartigen  Curven  unter  eine  lleiho  Punkte  zu  bringen,  wenn 
nicht  zufälligerweise  die  r-Punkte  von/>»'  in  Bezug  auf  die  erste  Gruppe 

yOa  Cnrven  C  nnd  die  />*Pnnkte  von  i>»'  in  Beinganf  dieaweite Qrnpp^ 

von  Cnrven  ebeafidli  Ai-i  ond  Dm^i  naendlieb  nahe  liegen*  Aber 
ea  tritt  dieaea  im  allgemeinen  niebt  ein.   Fiele  niadlch  in  Bemg 

aafiigend  eine  derCnrvenTj«  einer  der  l>-PankteIvon  einem  nidit  mit 
einem  der  vier  Punkte  Qi,  Q,,  snaammeu  getretenen  PnnktB 

Dn  von  g  mit  einem  der  7-Pmikte  von  dienen  Punkte  Dn  zumm- 
man,  «o  würde  ana  der  in  den  Artikeln  66.  and  67.  angezeigten 
harmonischen  Lage  von  den  Z>-Paakten  und  den  T^Pnnkten  mit  A» 
und  dem  Schnittpunkte  8  von  §  mit  der  Polgeraden  von  Dn  in  Beaug  auf 
Cj*  folgen,  dass  der  andere  /J-l'unkt  vou  mit  dem  anderen  T- 
l'uukLe  \ou pn  zusammenfallen  müsste,  und  hieraus  wieder,  dass  die 
ganze  i>-Reihe  des  Punktes  I>„  mit  der  T-Reihe  von  Dn  identisch 
wäre.  Und  dies  ist  nicht  der  Fall ;  denn  ist  einer  der  Endpunkte, 
so  f^llt  der  von  Q,  verschiedene  i^-Ponkt  von  Q,  im  allgemeinen 
nicht  mit  dem  von  Q,  verschiedenen  T-Puukt  von  Qj  zusammen. 
Aber  selbst,  wenn  dies  so  wäre,  so  würde  für  jeden  Punkt  der  Reihe 
der  Unterschied  zwischen  />-Punkten  und  r-Punkten  aufgehoben, 
aber  keiue  Beschwerde  gegen  die  Aofnalime  von  D  n-i^  D^'^  D't^i 
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in  ciuc  Reihe  von  /)-Punkten  herboigeföhrt  sein.  Nnr  wenn  />n 
mit  einem  der  vier  Punkte  Q  zusammenfällt,  filllt  einer  der  D- 
Puokte  von  />„  mit  ciium  der  T-Punktc  von  Dn  ia  I)n  znsammon, 
ohne  dass  der  zweite  i>-Puukt  mit  dem  zweiten  r-Poukte  zas&mmeii- 
fallen  mass. 

Ist  Dan  bewiesen,  das«  swei  unmittelbar  an  einander  grenzende 
Punkte  Dn  und  D»  von  g  der  n&mlichen  Baihe  angeboren,  so  fahrt 
eine  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  som  Schlass,  dass  alle 
Punkte  von  g  der  nämlichen  Beilie  angehören.  Und  dieses  ist  offen- 
bar nicht  der  Fall.  Wir  mflsseo  daher  annehmen,  dass  zwei  ein* 
ander  unendlich  nahe  liegende  Punkte  Dn  und  verschiedenen 
Reihen  angehören  kOnnen ,  obgleich  Bio  sich  in  Bezog  auf  die  £in- 
teilnag  der  Cnrven  C*  anf  gleiche  Weise  verhalten.    Worana  dann 

endlich  folgt,  dass  die  Eintettang  der  Cnrven  Cg*  gam  naabbtngig 
ist  von  der  Lage  des  Ansgangaponktea  P  g, 

63.  „Die  G eraden paare ,  welche  die  zerfallenden  Borübrangs- 
kegelschuitto  Tq'^  der  Punkte  Q'  vom  Wendeschnitte  A'  bildeu,  um- 
hüllen eine  CttTve  vierter  Classe,  welche  in  zwei  Kegeisclmitte  zer- 
fallen muss/' 

Dnrch  irgend  einen  Ponkt  |P  gehen  vier  Gerade,  wehshe  ser- 
fallenden Berfthrangskegelschnitten  von  Pankton  Q*  von  K  ange- 
hören, denn  der  BerfihrongskegelsGhnitt  2>'  von  P  schneidet  K  in 
vier  Pankton  Q*,  deren  Bertthmngskegelschnitte  nach  Artikel  61. 
dnrch  F  gehen;  also  ist  die  gesnchto  £nveloppe  von  der  vierten 
Classe.  Aber  diese  Eaveloppe  bertthrt  Jede  Doppellangento  q  von 

C*  in  ihren  Bertthmngspankten  und  mit  C*.  Da  nämlich  Qj 
nach  Artikel  43.  auf  K  liegt,  so  sind  q  und  die  Tangente  q^*  an  K 
in  Q/  Tangenten  der  Enveloppo  und  nun  wird  die  auf  q  fol- 

gende Tangente  der  Enveloppe,  da  sie  als  Teil  des  Berührungs- 
schnittes vom  an      grenzenden  Punkte  von  K  durch  den  an 

grenzenden  Funkt  von  C*  geht  und  mit  q  einen  nnendlich  kleinen 
Winkel  bildet,  die  Tangente  q  beim  Grenzübergänge  in  (i^  schneiden, 
d.  h.  die  Gerade  q  berührt  die  Enveloppo  in  Q^.  Und  da  man  mit- 
telst Verwechslung  von  and  ebenso  beweist!,  dabs  q  die  ge- 
snchto Enveloppe  in  Q,  berührt,  so  ist  jede  Doppultangente  q  von 

mit  den  l]crülirungspuDkten  und  Ci,  ebcntails  Doppel taugentc 
der  gcsncbtf  u  Euvcloiipo  in  den  Punkten  und  Q...  Aber  eine 
Cnrve  viLrter  clasao  mit  vier  Doppeltangenten  mass  in  zwei  Kegel- 
schnitte zerfallen. 

64.  „Die  beideii  K^schnitte,  welche  bertthrt  werden  von  den 
Oofideiipatteii,  die  die  BertthrungskcgelachBitte  der  Pnnkte  vom 
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Wcndcsi'hnitttc  A' bilden,  haben  mit  Ä'  das  Dreieck  ABC  zum  gemein- 
schaftlichen Poldreicck.  Sic  gehen  durch  die  vier  sich  selbt  cnt- 
fprccheudea  Punkte  S  und  bilden  mit  K  drei  Kegelschnitte,  dio  zu 
einander  in  der  besonderen  Beziehung  stehen,  dass  jeder  von  ihnen 
m  Bezug  auf  irgend  einen  der  beiden  ttbrigen  die  Polfignr  der 
dritten  ist'* 

Jede  der  drei  iuvolutorisch  porspeclivisclicu  Collincatioücu,  welcho 

doen  Eckpuniit  vom  Doppeipuuktsdreiecke'^^C  von  C*  zum  Centrum 

sod  die  Gegenseite  dieses  Dreiecks  zur  Axe  haben»  ftbren  C*  und 
i.ren  Wcndescbnitt  K  in  sich  selbst  aber.  Also  mnss  jede  dieser 
imColliueationen  die  ans  zwei  Kegelschnitten  bestehende  Enveloppe 
vierter  Clnsse  ebenfalls  in  sich  selbst  ttberftthren.  Hierbei  ktanen 
dastt  diese  K^eisehnitte,  welche  weiter  «It  und  beselebnet 
werden  sollen,  entweder  in  einander  oder  in  sieli  MllMt  ftbergeheii. 
Aber  nun  weist  leicht  das  erste  als  unmöglich  nach.  Hiebt,  dass 
CS  unnfiglicii  ist  sw^  Kegetochnitte ,  welche  In  Besng  aaf  änander 
eine  beliebige  Lage  haben,  mittelst  inTOlntoriseh  perspectirischer 
CoUfatsatioD  in  eisander  umsabilden.  Vielmehr  Ist  diese  Umbildung 
saf  sechs  verschiedene  Weisen  möglich,  und  tritt  dabei  irgend  einer 
ilsr  sechs  Eckpunkte  T  (Flg.  60)  des  von  den  gemeinsamen  Tan- 
goaten  gebildeten  ToHständigen  Yierseites  in  Verblndnng  mit  einer 
<ler  sechs  Seiten  i  des  von  den  gemeinsamen  Ponkten  gebildeten 
Tolbtind^en  Yierechs  als  Gentrum  nnd  Axe  anf.  Allein  es  ist 
lieht  möglich  ein  Dreieck  zu  finden,  dessen  Eckpunkte  drei  Punkte 
7,  und  dessen  Seiten  drei  Geraden  (  sind.  Denn  bei  der  allgemeinen 
Lage  der  Kegelschnitte  in  Bezug  auf  einander  ist  die  Verbindangs- 
linie  von  zwei  Puukten  T  entweder  Seite  des  gemeinsamen  Poldrci- 
ecks  oder  gemeinsame  Tangente,  uud  der  Schmtlpuukt  vou  zwei  Ge- 
raden t  entweder  Eckpunkt  des  gemeinsamen  Poldroiecks  oder  ge- 
mciüsarner  Punkt.  Und  wenn  die  Kegelschnitte  einander  doppelt 
berühren  (Fig.  51)  so  giebt  es  wol  ein  Dreieck,  dessen  Eckpuukto 
PuDkte  T  und  dessen  Seiten  Gerade  t  sind;  aber  hier  verlieren 
2wt'i  der  drei  Collineationen  ihren  invointorischen  Charakter  nnd  hat 
die  aus  den  Kegelschnitten  bestehende  Enveloppe  vierter  Classe 
obendrein  keine  Lage,  wobei  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  auf  gleiche 
Weise  aaftreteo.  Also  worden  die  Kegelschnitte  Ä',  und  in  Be- 
zug anf  das  Dreieck  ABC  eine  solche  Lage  haben  müssen,  dass 
itgt  iid  Liinc  der  drei  angewiesenen  involutorisch  perspectivischen  Col- 
1  ineatioDcn  jedeu  der  beiden  Eegelschnitte  in  sieb  selbst  UberAkbrt,  d.  b. 
ABC  mosB  eiu  Pokireieck  sein  von  JTj  nnd  von  iCj. 

Sind  Ol  s  Q,'  nnd  —  die  ebea&lls  auf  K  liegenden  Be- 
itoagipiiiklt  TOD  C*  mit  ibrer  Doppeltaugente  f  (Fig.  58«)  und 
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qf  Qod  qi  die  Tangenten  von  K  in  diesen  Punkten ,  so  ist  der 
Schaittpankt  dieser  Tangenten  nach  Artikel  46.  ein  sich  selbst  ent- 
iprocheDder  Paukt  S  der  bekauDtea  quadratischen  Transformatioa 

swiBcheii  C*  und  X,  Wir  beweiseo  nnn,  da»  jede  der  beiden  Kegel- 
sehnitte  und  dnrch  diesen  Pnnkt  S  gebt,  dasa  der  eine  dieser 
Kageladtaitta  In  8  die  Gerade  9,',  der  andere  in  fi>  die  Gerade 
bertthrt  Da  nimllch  der  Berfthrnngtiragelachaitt  von  Qt  ans  q  nnd 
q^'  beatehi  nnd  alao  durch  8  gehl,  ao  geht  umgekehrt  der  Bertth- 
rangakflieiiehnltt  von  8  durch     und  wird  8Q^  da  er  in  <h  die 

nicht  bertthrt»  naeb  Artikel  64.  in  <^  den  BerObningskegelaehnitt 
von  8  bertthren  mflüon.  Aber,  wenn  der  BerQhmngakeioiichttitt 
von  8  den  aneh  anf  iTllegeaden  unmittelbar  an  grensenden  Pnnkt 
von  ft'  entbllt,  so  geht  nngekehrt  der  In  swM  Geraden  nrfUleiide 
Bertthrangakagelachnitt  dea  unmittelbar  an  greoaenden  Pttnktea 
von  K  durch  8,  Also  ist  5  der  8chnltt|Ninkt  von  awel  Tangenten 
der  Enveloppe  vierter  Glaaae,  welche,  du  sie  sn  den  Berfthmnga- 
kegelachnitlen  von  awei  an  einander  grenienden  Punkten  von  M  ge* 
hören,  einander  folgen,  d.  h.  lea  wird  die  Envdoppe  von  In  8 
bcrtthrt.  Und  nun  beweial  man  mittelat  Umtanach  von  Qt  und  Q§ 
n,  a.  w.,  daaa  die  Enveloppe  ebenfrUa  von  qi'  iü  8  berthrt  wird. 
Also  muaa  die  Enveloiipe  In  8  einen  Doppelpunkt  mit  den  Doppcl« 
punktatanfenten  qi  nnd  qg'  haben  und  Jede  der  beiden  Keg^lachnitte 
JT,  und  durch  die  vier  Punkte  8  gehen.  SdhatreralindUch  be> 
rikhrt  dann  der  eine  dieaer  Kegelachnitte  ^  in  <2i  und  f^'  in  ^  der 
andere  9  In  und  q^  in  8\  aodaaa,  wenn  der  erale,  und  der 
aweite  dieaer  Kegehwfanitte  iat,  ale  in  Beaug  anf  f  und  daa  Dreieck 
Qi  0,8  die  In  FSg.  53.  angegebenen  Lagenverhftitniaae  aeigco. 

Der  Beweis  dea  letateren  Teilea  unseres  Satzes  kann  nun  un- 
mittelbar der  Figur  68.  entnommen  werden,  wenn  man  noch  bedenkt, 
dass  die  Cnrve  vier  Doppeltangenten  beaiCit.  Es  leeMlilet  dann 
sofort  ein,  dass  die  Polfigar  von  in  Beaiig  auf  IT  mit  au- 
sammenfUlt;  denn  die  vier  Punkte  und  die  vier  Punkte  8  haben 
in  Bezug  anf  A  die  vier  Geraden  q^*  nnd  die  vier  Geraden  9  an  Po- 
laren nnd  dieae  acht  Geraden  werden  vom  ^  bertthrt  Und  ebenao 
beweist  man,  dass  K  die  PoUfgur  von  in  Beeng  anf  ^  und 
Ton  A,  in  Bezog  auf  A^  iat 

65«  „Die  KiegelaGhnitte  K^unAK^  rind  imaginlr  bei  den  Gurven 
C*  erster  Gattung  and  reell  bei  den  Ourven  &  aweiter  Gattung. 

Bei  den  Cnrvon  erster  Gattung  sind  die  vier  Punkte  8  und  die 
vier  Doppeltaogenten,  al&o  auch  die  acht  Berflhraogspnnkte  Q  sAmt- 
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lieh  imaginär.  Betrachten  wir  nuo  die  erste  Nonnalcur\'e  erster 
Gattung,  was  wie  wir  wissen  der  Allgemeinheit  nicht  schadet,  und 
setzen  wir  Kj  reell  woraus,  so  sind  die  Schuittpuiikto  von  Ä',  nnd 
A'  als  Berübraogsponkta  Q  von  Doppeltangeuten  ^  au  C*  imaginär, 
und  liegt  deshalb  entweder  ganz  innerhalb  oder  ganz  aasserhalb 
des  elliptischen  W  ondeschDittes  K.  Aber  dann  ist  A",  als  Polfigur 
von  Kl  in  Bezug  auf  K  anch  reell  und  umgekehrt  entweder  ganz 
ausserhalb  oder  ganz  innerhalb  K  gelegen.  Und  da  Aj  und  A'^  mit 
A'  das  Dreieck  ABC  zum  Poldreieck  haben,  so  sind  A\  und  A'^ 
zo  K  concentrische  und  ähnlich  liegende  Ellipsen;  denn  von  ihnen 
ist  der  innerhalb  A  liegende  Kegelschnitt  selbstverständlich  eine 
Ellipse  und  weil  die  Tangenten  aus  dem  Ceutruin  C  an  diesen  ima- 
giuür  siud,  hat  der  andere  imaginäre  uueudiich  lerne  Funkte,  und  ist 
dieser  ausserhalb  K  liegende  Kegelschnitt  also  auch  eine  FHlipse. 
Aber  nnn  kann  anmOglich  K  die  Polfignr  von  A',  in  Bezug  auf  iC, 
and  von  A«  in  Bezug  auf  A^  sein.  Denn  die  Polfigur  vou  K  in 
Bezog  auf  deu  innerhalb  K  liegenden  Kegelschnitt  —  sei  es  Aj  — 
liegt  wieder  innerhalb  von  Xj,  nnd  die  Polfigor  von  AT  in  Bezog 
aof  den  aasserhalb  A'  liegenden  Kegelschnitt  —  die  nnn  heissen 
rouss  —  liegt  wieder  ausserhalb  von  K\.  Also  ftthrt  die  Voraussetzung 
dass  reell  sei  zu  IrrschlUssen  und  muss  deshalb  ÖAim 
auch  Ag  imaginär  sein  ^^).  Und  dann  sind  auch  die  in  zwei  Gerade 
zerfallenden  Berti hruugskegelschnitte  der  Fuükle  des  Weudeschnittes 

bei  einer  erster  Grattang  sämtlich  imaginär,  nnd  k&nn  man  also 
ans  keinem  Punkte  von  K  an  eine  Corve  «nter  Gattung  eina  reelle 
Tangente  anlegen. 

Bei  der  Nonnaleimre  iweiter  Gattung  dnd  die  drei  Gunren  JT, 
J^,  ^  dg  ile  das  Ton  den  beiden  Knlipankten  nnd  dem  Pnnkte  C 
gebildete  Dteiecksnm  Poldraiedt  beben,  gteicfaseitigc.ilyperbeln  mit  C 
als  gemeinachaftlichem  Mitlelpnnirte.  Kennen  wir  aie  2^ 
nnd  setsen  wir  nach  der  in  Artikel  10.  angegebenen  Beieiehnongs- 
weise         H{a,  m),  so  ist  nach  Artikel  1&  nneb 


da  ^1  die  Polfigar  von  H,  in  Bezng  anf  H  ist.  Aber  es  ist  auch 
Hf  die  Polfignr  von  U  in  Bezug  aof  ifi,  also 

=  m^a,  in«) 


95)  Siad  w^  uad      die  {maglniren  Kubikwuraela  der  Eiaheit  und  a  miü  b  die 

AcbMin  von  A,  lo  findet  man  fßr   dio  Achsen  von  /T,  ttod  analytiich 

tof  a  and  w^bi  w^a  und  w^b,  wenn  A  derWendeschniU  der  üormalcitrTe  (J*  ertter 
Oattang  ist» 
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wonuis  man  findet,  dasg  m  entweder  60*  oder  \^  ist ,  nnd  m  ent 
weder  den  Wert  eins  hat  oder  eine  der  imagiDären  Kubikwurzeln  der 
Einheit  ist.  Also  ist  die  einzige  reelle  Lösnng—  und  die  Cnrven  iT, 
nnd      mflssen  reell  sein ,  da  zwei  der  vier  Punkte  8  nnd  vier  der 

acht  Berflbnmgspuuktc  Q  von  Doppcltangcuteu  q  der  es  sind  — 
die,  welche  schon  in  Artikel  13.  aogowiesen  ist,  wobei  die  //,  uud 
i/,  mittelst  Drebuug  von  H  über  um  C  abgeleitet  werden.  Von 
der  Lage  dieser  drei  gleichseitigen  Hyperbeln  in  Bezug  auf  die  Nor- 

lualcurve  zweiter  Gattung  giebt  Fig.  54.  eine  Vorstellung.  Sie 
aeigt  an,  dass  die  in  Geraden  zerfallenden  IJerühruugskegelschnitte 

der  Punkte  von  dem  Weiideschuitte  bei  den  Curven  6'^  zweiter  Gat- 
tung sämtlich  reell  sind. 

66.   „Die  beiden  Geraden  durch  den  Punkt  Q  von  der  Normal- 

curve  zweiter  Gattung,  welche  den  Berührun^bkegelschnitt  des 
entsprechenden  Punktes  W  des  Wendeschnittes  bilden,  schneiden  die 
Verbindungslinie  von  Q  mit  dem  Centmm  C  unter  Winkeln  von 

Aus  dem  vorhergehenden  Artikel  folgt  einerseits,  dass  die  beiden 
Gerndon  durch  irgend  einen  Punkt  Q.  der  Lemniskate,  welrlio  den 
Berührungskegeischuitt  des  entsprechenden  Punktes  W  von  H  (Fig. 
54.)  bilden,  durch  U  gehende  Tangenten  von  der  Corabinatiou  //j-f-^« 
sind.  Andererseits  ergab  sich  die  Lcmuiskate  in  Artikel  14.  als  der 
Ort  des  Schnittpunktes  von  den  entsprechenden  Tangenten  von 
und  Ihy  wobei  unter  einander  entsprechenden  Tangenten  von  7/,  uud 

die  Tangenten  zu  verstehen  sind,  welche  sich  \m  Drehung  von 
H  aus  einer  nilmlicheu  Taugente  von  H  cutwickelt  haben;  dabei 
sahen  wir  dann, Mass  diese  einander  entsprechenden  Tangenten  einen 
Winkel  von  60^  mit  einander  bilden,  welcher  von  den  Mittelpunkts- 
leitstrahl ihres  Scheitels  gehälftet  wird.  Unter  den  vier  aus  Q.  an 
Hi-{- möglichen  Tangenten  giebt  es  also  zwei,  welche  die  Ver- 
bindungslinie CQ  von  Ü  mit  dem  Centrum  C  beiderseits  unter  Win- 
keln von  30"  schneiden;  aber  damit  ist  noch  nicht  bewiesen,  dass 
gerade  diese  zwei  Tangenten  aus  <i  den  Berührungskegelschnitt  von 
Q'  bilden.  Nun  muss  aber  der  Bcrtthnm^'sko^ol-^chnitt  des  Scheitels 
P  von  //  die  Achse  CF  zur  Synimetrieachse  haben  und  also  aus 
einer  Tangente  von  //,  und  einer  Tangente  von  //^  bestehen;  wes- 
halb der  Berührungskegelschnitt  von  irgend  einem  Punkte  Q,'  von 
//  aus  einer  Tangente  von  11^  und  einer  Tangente  von  //j  bestehen 
muss.  Aber  nun  besteht  der  Berührungskegelschnitt  von  be- 
kanntlich aas  d,  nnd  ,  von  welchen  Geraden  </,  als  Tangente  von 
Hl  und  <g  als  Tangente  von  Hf  zu  betrachten  ist.    Und  da  diese 
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TaDgenten  einauder  unter  einen  Winkel  von  GO^  sehnoidea,  so  reicbea 
CoBtimutätfigrOnde  zor  YoUendigaog  des  Beweises  ans. 

67.  „Die  kubische  Involotion  auf  AB,  welche  die  Paukte  A 
sod  B  zu  dreifachen  Elementen  hat,  steht  mit  den  zerfallenden  Be- 

rtihmugskcgelschnitten  der  1' unkte  des  W  cudeschnittcs  K  von  der 

iorve  c*  mit  den  intiexionsknüten  .4,  ß,  C  iu  enger  Verbinduug. 

Ist  ü'  irgend  ein  Pankt  ?on  IT,  Q  der  entsprecbende  Punkt  von  (j* 

ud  wild  Q  durch  CA  und  CB  harmoDiseli  getrennt  tod'Q,  io  wer- 
den die  Yerblndiingallmen  von  Q  mit  den  beiden  Punkten,  welche 

Q  n  ein«n  Tripel  der  aaf  AB  angedeuteten  kubischen  Involution 
ergftDzen,  zasammen  den  Bertthmngskegelschnitt  von  bilden.^ 

Wenn  A  und  B  die  imaginiren  Kreispunkte  sind,  die  also 
eine  Lemniskate  ist,  sagt  der  Sati  aus,  dass  die  Senkrechte  auf  CQ 
män  den  beiden  durch  Q  gehenden  geradlinigen  Bestandteilen  des 
BsrOhmngskegelsehnitles  von  Q'  bei  Bewcguug  von  <t  auf  der  un- 
endlich Unrnen  Geraden  eine  kubiadM  Involution  bilden,  welche  die 
ia^giniren  Kreispuakte  tu  difli£uhen  Elementen  hat  Also  ist  der 
flili  fttr  diesen  besonderen  Fall  nur^  eine  andere  Ansdrncksweise 
4ss  Satzes  des  vorhergehenden  Artikels,  da  die  kubische  Involution 
velcbe  mittelst  Drehung  eines  regelniussigen  Sechsecks  voü  den  Mit- 
teipuDkUdiagonalcD  auf  der  uueudlicii  lernen  Geraden  gebildet  wird, 
Berklich  die  imaginären  Kreispunkte  zu  dreifachen  Elementen  hat*®). 

üad  nun  wird  der  Satz  iür  den  Fall  einer  allgemeinen  Cur  v« 

mittelst  centraler  Projection  aas  diesem  besonderen  Jbaile  abgelei- 
tet«). 

68.  ^IHe  Berflhmngspnnkte  der  Tangenten  aus  irgend  eiuew 

Prakte  ^  vou  Aß  an  liegen  paarweise  auf  drei  Genulen  ;>  dun  U 
t.  Bei  Bewegung  vou  J'  über  AU  bilden  die  h^trahleutriiM*!  p  iiunh 
C  eine  kubische  Strahleuiuvolution  mit  den  dreiiachen  Stnüiku  ^  4 
«nd  Cß^  welche  mit  der  Ponktreihe  ^  auf  AH  projectivincb  int/' 

Der  erste  Teil  des  Safxes  ist  eine  Folge  des  Sat»«  ?ot  AxHUU 
19.  Pr^jldren  wir  nimlich  die  Seite  AB  des  Dretecks  4ifi/  4m 

iBflfcxiöusknoten  von  C*  ins  Unendliche ,   so  wüd         i  <uj44Hi^ii 
vo«  c  MitteijMinkt  der  Projection  von  C*^  and  Bim  iMgttü  ^ 


21)  Maa  Tsqdtiehe  »Orandstg«  dnsr  Thaorfadir  MUtdu^n  U*tA*^nm^*- 
^  Dr.  teil  W^. 

t7)  Ich  absrtaüi  «s  gwastgliu  Letera  hfarbti  wiMßi*^  nt^^^u»^ 
**4lmai  die  inftgiaimDibertragoog  das  Santa  v««  4^^.<if<  u«« 
Nur  dia  Canre  «mar  Oattnog  aa  timgdhsa 
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TtthnmgBpiuikltt  der  ans  einem  beBtimmten  Punkte  der  unendUcli 

fernen  Geraden  an  diese  Mittelpnnkteonrve  C*  möglichen  Tangenten 
auf  drei  ihrer  ÜnrcfameMer.  Weiter  bilden  die  den  Terschiedenen 
Punkten  P  von  AB  zukommenden  Strahlentripel  p  durch  C  eine 
kubiBche  InToIntion,  welche  n  der  Punktreihe  P  projectiYiich  ist,  da 
irgend  ein  Strahl  p  den  ihm  entsprechenden  Punkt  P  und  mittelst 
dieeea  die  ihn  in  einem  Tripel  ergänzenden  Strahlen  bestimmt  Und 
endlich  hat  die  gefundene  kubische  luYolution  die  Strahlen  CA  und 
CB  SU  dreifachen  Strahlen,  denn  die  sechs  Berahrungspunkte  der 
Tangenten  aus  A  resp.  B  an  C  fallen  alle  mit  A  resp.  B  zusammen. 

69.  „Die  Tangente  QR  der  Lemniskate  in  Q  (Fig.  55.)  bildet 
mit  dem  Leitstrahle  Cd  und  der  xn  CQ  in  Being  auf  die  Doppel- 
punktstangenten  antiparallelen  Geraden  CR  dn  gleichschenkeliges 
Dreieck  COR  mit  der  Basis  Cd** 

Wenn  wir  die  Lemniskate  ableiten  aus  dem  um  seine  iraaginüro 
Achse  umgeschlagenen  Wendeschnitte  //,  so  haben  wir  es  nach  Ar- 
tikel 22.  mit  der  Yerwaudtschaft  der  reciproken  Radien  zu  tuu. 
Sind  also  Q  und  Q'  einander  in  dieser  Verwandtschaft  entsprechende 
Funkte  von  der  Lemniskate  und  von  //,  so  bilden  die  Tangenten  q 
und  q'  in  Q  und  Q'  an  diesen  einander  eutsprech enden  Curven  mit 
CQ  nach  verschiedenen  Seiten  gleiche  Winkel ^^).  Und  da  CU'  und 
q  antiparallei  zu  einander  sind  in  Bezug  auf  die  Asymptoten  von 
80  folgt  iueraos  der  Satz. 

Wenn  man  den  Winkel  QCD  dnrch  ip  andeutet,  so  findet  man 
ilBr  den  Winkel  RQP  den  Wert  W^+3ip.  Hienos  kann  man  auch 
den  Siti  des  vorhergehenden  Artikels  ableiten 

Der  Satz  dieses  Artikels  liefert  eine  äusserst  eiafitche  Con- 
stmction  der  Tangente  von  der  Lemniskate  in  wenn  ansser  diesem 
Paukte  nur  das  Centrum  und  die  Achsenrichtungen  gegeben  sind.^) 

70.  ,^er  Krflmmungskreis  der  Hyperbel  H  in  Q'  (Fig.  58.) 
geht  mittelst  der  angewendeten  Transformation  der  reciproken  Ba- 
dien  in  den  Krtlmmungskreis  der  Lemniskate  in  U  Qber.^^ 


IS)  Bmj%  a.  a,  O.  I.  AbtoUmig.  Sdl»  171. 

9t)  «IMe  Limainste  in  fMi«i«l«r  Btbaadlang**  m  Dr.  Emil  W^,  Ar- 
tik«l  II. 

SO)  Mner  (gMMUMlte  Weika,  itar  Till»  8iit«  SS.).  Biae  «adai» 
gWbi  Csntor  In  ZdtKhrill  iUr  Mstbiaiiftlk  «nd  Flijiik,  M  It,  84lt  4tS, 
18S7. 
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Dieser  Satz  folgt  anmittelbar  aus  den  Gesetzen  der  Trausfor. 
maLioo  der  reciprokeo  Radien  nnd  der  Definition  des  Krftmmungs- 
kreises.  Wir  verwenden  ihn  zur  Bestimmung  des  Krümmnngacen- 
trums  von  der  Lemniskate  in  Q,  weun  von  dieser  Carve  das  Cen- 
tmin,  die  Aehsßürichtungen  und  der  Funkt  U  g^ben  sind,  und  man 
ihre  Tangente  2  in  Ü  constniirt  hat 

Sdisddet  die  In  Q'  ienkracht  auf  CQ  gestallte  Gerade  die 
Asymptoten  CX  und  CT  von  H  hu  Qm  und  0/  xanü  ist  iS'  so  be- 
ftimmt^  daii 

Qm'S*  -  a-fly,' 

so  geht  der  Krümmungskreis  von  //in  Q'  durch  5'  und  also  der 
Krflmmun(Tskreis  der  Lciniiiskate  in  Q  durch  den  entsprechenden 
Puukt  6  auf  CJS  .    Und  aus  der  Relation 

folgt  die  Aelinlicbkeit  der  Dreiecke  CQxS  und  CSQ"]  deshalb  findet 
man  deu  Punkt  wenn  man  aus  Q  eine  Senkrechte  fällt  auf  ('S' 
nnd  den  KrUnunmiL^skreis  der  Lemoiskate  in  wenn  man  den  Kreis 
beschreibt,  welcher  durch  (4  und  S  geht  nnd  in  U  die  Gerade  be- 
rahrt. 

Der  Pnnitt  ist  der  bewegüdie  Sehoittpsnlit  des  KrtHinmngs- 
Ineises  mit  der  Lessnlskate;  diireli  ihn  gehen  drei  Krttmmmigikreise^ 
da  die  Senlneehte  in  S  «if  CSI  die  Lemniskate  ansser  8  noch  in 
drei  Pnnkten  schneidet 

71.   „Eine  Cnrve  C*  ist  bestimmt  durch  ihre  loflexionsknoten 
C  und  zwei  Punkte  Q.   Aus  diesen  Bestimmungsstficken  kann 
man  die  Cnrve  Punkt  fOr  Punkt  und  in  jedem  dieser  Punkte  die 
Tangente  nnd  den  lürflmmnngskreis  linear  constrniren.^* 

Wenn  man  eine  Cnrve  C*^  wovon  man  die  Infiexionspunkte 
C  und  zwei  einfache  Punkte  Q  kennt,  einer  involutorisch  qua- 
dratischeu  Transformation  mit  den  Fundamentalpunkten  J,  By  C 
unterwirft,  so  erh&lt  man  einen  Kegelschnitt,  welcher  ABC  zum 
Poldreieck  hat  und  wovon  man  zwei  Punkte  Ci'  kennt.  Da  nnn 
jeder  Punkt  Q'  in  Verbindung  mit  dem  Poldreiecke  ABC  noch 
drei  Punkte  dieses  Kegelschnittes  keunen  Iftsst,  n&mlich  die 
drei  Punkte,  welche  mit  diesem  Punkte  Q'  die  Eekpnnlrte  eines 
vollständigen  Vierecks  mit  den  drei  Diagonalpunkten  A,  B,  C  bilden, 
so  giebt  es  nnr  einen  Kegelschnitt  durch  die  beiden  Punkte  Q\  welche 

ABC  zum  Poldreieck  hat,  und  deshalb  auch  nur  eine  Cunre  C* 
mit  den  Infiexionsknoten  A^  B^  C  durch  die  beiden  Pnnicte  Q. 
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Sind  Qi  aod      die  gegebenen  Punkte ,  welche  die  Cnrre 
mit  den  Inflaxkmalcnoten  €  beitimmen,  liad  0%  and  Qt'  die 

den  Punkten  Qg  und  entspredienden  Punkte  in  irgend  einer  qua- 
dntiscken  Transformation  mit  den  Fundamentalpnnkten  ^  JS;  C  — 
SU»  Beispiel  in  der  liyperboUieli  gleichaeitigen  Transformation  — 

und  ist  K'  der  im  allgemeinen  vom  Wendesclmitte  K  von  ver- 
sdiledene  Kegelschnitt  dnrch       ood  Q,',  welche  ABC  mm  Pol* 

dreieck  hat,  so  ent8i)richt  der  gegebenen  Cnrve  C*  in  der  angewen- 
deten Transformation  der  Kegelschnitt  K' .  Wird  nun  weiter  K'  iu 
von  der  Geraden  //  berührt,  und  ist  A',  der  dieser  Geraden  ent- 
sprechende Kegelschnitt,  so  wird  in  Qi  die  Cnrve  herühren, 
weshalb  die  Tangente  lg  von  K^i^  d^m  gleicher  Zeit  die  Tangente 

▼on  der  Cnrve  in  Qi  ist  Zur  Gonstmetion  dieser  letsteren  Tan- 
gente fi  bat  man  also  erstens  mittelBt  des  Pascal'scfaen  Sattes  von 
K*  die  Tangente  V  ^  eodann  mittelst  der  angenommenen  Trans- 
formation den  der  Geraden  lg*  entsprechenden  Kegelsehnitt  Kg  zu  eachen 
—  und  von  dieser  Cnrre  hat  man  ausser  A^  B,  C  undiQg  noch  einen 
Punkt  SU  kennen  —  endlich  wieder  mittelst  des  Pascal*schen  Saties 
von  dieser  Cnrve  Kg  die  Tangente  f|  in  Q,  au  bestimmen.^) 

Zur  Gonstmetion  des  Xrfimmnngsoentmms  von  in  Qi  kann 
man  unmittelbar  gelangen  mittelst  der  bekannten  Construction  eines 
Kegelschnittes,  welcher  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht  und  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  In  einem  gegebenen  Punkte  osenUrt  Mittelst 
dieser  Gonstmetion  kann  man  nftmlich  erst  einen  Kegelsdinitt  K' 
bestimmen,  welcher  durch  A  und  B  geht  und  den  der  Curve  C* 
entsprechenden  Kegelscbuitt  K^'  in  osculnt,  nachher  den  Kegel- 
schnitt Äq,  welcher  dnm  Ki Igelschnitte.  A',,  entspricht  nnd  also  c  * 
in  Qi  osculirt,  und  endlich  die  gleichseitige  Hyperbel  H  von  ge- 
gebenen Asymptotenrichtongen,  welche  in  Qg  oscolirt  Und  von 
dieser  Curve  ist  der  Krümmungshalbmesser  von  Qg  nach  Artikel  6. 
leicht  zu  finden.  Zur  lUnstrataon  dieser  Bestimmnngsweise  des  Krflm- 
mungsoentrums  fahre  ich  die  ganze  Gonstmetion  in  Fig.  56.  fOr  den 
einiMhen  Fall  der  Konnalcnrve  erster  Gattung  dnrch. 

Ist  die  gegebene  Normalcurve  erster  Gattung  mittelst  des  Cen- 
trnms  der  Achsearichtungcn  CA  und  CB ,  des  Punktes  nnd 
der  Tangente  7,  in  diesem  Punkte  bestimmt,  und  bedient  nuiu  sich 
der  Transformation,  welche  einen  am  C  geschlagenen  Kreis  von 

beliebigem  Badias  Cn  abecf Ohrt  in  die  Cnrve     mit  den  Inflezioni- 


3)  DftM  GoBstraeiiiMi  Tcrdaako  ich  aMiiMm  lAodgmMM»  A.  V.  Me- 
firay,  Anhüikt  fai  Aantofdaa. 
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kaatn  i»  ^  «woii  dSetar  Krdt  te  Wendeiehiiitt  Iii,  lo  wM 
neb  Artikel  S2.  d«r  Pankt  aittalat  der  P<4geradeii  £F  tüb  <h 
gBfnodeo  alt  der  vierte  Eckpunkt  des  auf  dee  Segmenteii  CS  und 
beachriebenen  Bechtecka.  Wetter  ist  der  auf  EP  liegende  Pel 
ff  TOD  das  Centmm  der  gleichaeitigeii  Hyperbel  dnidi  die  itnend- 
lick  kmen  Pnnkte  A  tmd     welehe  in  Q,'  den  der  gegebenen  Gnrve 

V*  «Dtsprecbenden  Kegelschnitt  K'  berührt;  deshalb  ist  die  in  Bezng 
auf  Q,'Ä  nnd  Q^'S  zo         antiparallel  durch  Q^*  geführte  Genuie 

g,'  die  Tangeute  in  Q,'  an  diesen  KogulschaiLl  A".    Und  da  dieser 

Kegelschnitt  K'  offenbar  mit  t*  concentrisch  ist,  so  kann  man  ihn 
mittelst  der  Pankte  Q^',       Q$\  <4'  und  der  Tangente  q^*  in 
hMtiramt  denken. 

Wenn  ea  nun  gfit  die  gleichseitige  Hyperbel  ^  constmiren, 
ml^e  dnrdi  A  nnd  B  gebt  und  K*  in  Öi'  ascdirt,  so  betraehten 

wir  K'  nnd  J^o'  &l8  zu  einander  perspectivisch  coliineare  Kegel- 
schnitte mit  dem  Osculationspunkte  als  Collineationscentmm, 
wobei  du  Uli  die  Punkte  Q^'  und  Q^'  von  K'  den  Punkten  A  und  B 
von  H(,'  entsprechen.  Die  Verbiadungslinie  von  mit  dem  Scbuitt- 
pankte  von  Qj'Q^  und  AB,  d.  h.  die  zu  Q^'Q^'  durch  Q,'  geführte 
Parallele  g  tritt  dabei  dann  als  CoIIineationsachse  auf.  Und  da  in 
dieser  perspectiviseben  CoUincatiou  den  Geraden  Q^'Q^'  und  Q^Qt 
offenbar  G^l  und  G^T  entsprechen,  so  entspricht  T  dem  Punkte 
(?,'  von  K\  und  ist  7/o',  also  zu  betrachten  als  der  Kegelschnitt 
dorch  A,  B,  7' und  Q^',  welchen  in  Qj'  die  Gerade  7/  berührt.  Aber 
diese  gleichseitige  Hyperbel  hat  ihren  Mittelpunkt  auf  GQ^\  da 
G(l^'  durch  (?/  antiparallel  ist  m  qy'  in  Bezug  auf  die  Asymptoten, 
aud  auf  der  zweiten  Diagonale  des  Asymptotenrecbtecks  Q^'T,  also 
in  17.  Deshalb  hat  die  gleichseitige  Hyperbel  H^^  welche  der 
in  der  angewandten  quadratischen  Transformation  entspricht,  ihren 
Mittelpunkt  in  F,  welcher  Punkt  mittelst  der  Polgeraden  u  von  ü 
leicht  bestimmt  wird.  Stellt  also  endlich  0%  W  senkrecht  anf  VQ^ 
BDd  0,3/  senkrecht  anf  9,  so  ist  der  gegenüber  V  liegende  Eck- 
punkt M  des  Parallelogrammes  FJf,  wovon  VQ^  in  Grösse  nnd  Lage 
eiae  Seite,  Q^Jf  die  andere  Seitenriehtong  nnd  W  die  eine  Dia- 
gpDalenriditang,  ist  der  gesncbte  Krümmangsmittelpnnkt 

Diese  Cons'ruction  bildet  das  Gegenstück  zn  jener,  welche  in 
Artikel  70.  für  die  JLiemniskate  gegeben  ist 

Ich  beendige  diesen  Aaftats  mit  der  AnlMsnng  Ten  ehnigen  Be- 
saftaten,  welehe  jenen  dieses  AbschnitCs  dnalistlseh  gegenüber  stehe». 
Dabei  Tenneide  ich  dii(jenigeQ,  welche  dch  anf  Polaren  beliehen. 

1%.  Jüü»  Tangenten  tob  2^  in  den  aeehs  MnU^pukleo  mü 

ICH» 
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irgend  einer  Oeraden  g  berflhren  einen  Kegelschnitt  T,\  welche 
auBserdem  mit  K*  noch  zwei  Tangenten  gt'  nnd  gt"  gemein  hat. 

„Die  GmdADpaare  g,  deren  BetttaDgenteiipaue  g^*  nod  ein* 
nodar  in  den  Tier  dnieh  einen  Pnidtt  gehenden  Tangenten  von 
eigInMn,  enCqptechen  einender  in  der  tangentiellen  Ttansfonnation 
xwiMliai      nnd  ihien  BAckkehrachnitte  X"" 

„Der  Rttckkebrschnitt  ist  die  Enveloppe  der  Oeraden  g^  denn 

Wenn  g  sich  nm  einen  Pankt  P  dreht,  so  erzengen  ibro  Rest- 
Uugeotea  um  K*  eine  quadratische  lavoiutioa,  welche  zerfällt,  wenn 
P  ein  Punkt  von  K*  ist'' 

„Indem  der  TüngentenkegelBchnitt  Tg^  von  g  nm  K*  die  Tau- 
genten  von  K*  in  den  Schnittpunkteu  mit  (7  bestimmt^  bestimmt  am- 
gekebrt  K*  nm  Tg*  die  Taugeutcu  tg  und  tg"  iu  dea  Schnittpuukten 
mit  g\  d.  h.  die  Combination  von  K*  mit  Tg*  bildet  eine  Cnrve 
sechster  Glesse  mit  acht  von  a,  h,  c  verschiedenen  Doppeltangenten 
von  weletien  jede  einen  ihrer  Berfthmngspnnkte  anf  g  iiät^ 

„Der  Ttogentenkegelscbnitt  serflUlt  in  swel  Fnnkte,  wenn  g 

entweder  Ä"*  oder  ihrin  Rückkehrschuitt  K  berührt  j  bei  allen  an- 

dereu  La^eu  von  g  ist  Tg'  nicht  zuüauuaeu^üäeUt.'' 

^Die  vier  Tangenten  aoa  P  an  sind  von  einander  nnab- 
ktngig.«* 

„Wenn  Tg*  die  Gerade  h  berührt,  so  bertthrt  umgekehrt  Tk*  die 
Gerade  ^/^ 

„Der  Ort  der  Pnnktenpaare,  welche  zer&Uene  Tangentenkegel- 
cbnitte  von  Punkten  Ton  K  bilden,  ist  die  Combination  Ton  swei 
Kegelschnitten  JT^  und  welche  mit  K  das  Poldreiseit  060  gemein 
haben,  die  vier  sieh  selbst  entsprechenden  Qeraden  •  berühren  nnd 
nsammen  mit  K  drei  Kegelschnitte  bilden,  die  zu  einander  in  der 
besonderen  Beziehung  stehen,  dass  jede  von  ihnen  in  Bezog  auf  irgend 
einen  der  beiden  ebrigen  die  Polfigur  der  dritten  isL*^ 

„Die  Kegelschnitte  A',  und  A,  siud  iinagiuur  bei  den  Curven 
K**  erster  Gattung  und  reell  bei  den  Curven  A'*  zweiter  Gattung.^ 

,»Die  beiden  Punkte  auf  der  Tangente  g  Yon  der  Normalcurve 
zweiter  Gattung,  «eleke  den  TangentenkegelBcbnitt  der  enl- 
epreeiienden  Tangente  f*  vom  Blickkehteeknitte  bilden,  werden  mit 
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dem  CeDtram  c  Yerbondcn  durdi  Oerade,  nelclie  mit  dem'  MiClel« 
penktsleitstmlila  des  Befftfamgif anktee  von  §  den  Winkel  von  00* 
bOdeik'' 

„Die  kubiächo  luvolutioü  um  C,  welche  die  Strahlen  CA  nnd  CB 
za  dreifachen  Sirahku  hat,  steht  mit  den  zerfalleoden  Tangeaten- 
kegeUcbnitten  der  Tangenten  des  Rückkehrschnittes  in  enger  Ver- 
biodnng.  Ist  g'  irgend  eine  Xaugcntc  von  A',  g  die  ontaprecheude 
Tangente  von  A'*  und  wird  g  dnrch  A  und  B  harniouisch  getrennt 
von     80  werden  die  Schnittpunkte  von  g  mit  den  beiden  Strahlen, 

welche  g  zu  einem  Tripel  der  luvolutioii  ei^&nseDy  aneemmwi  des 
TangeuteiiiieigekcliniU  von  g'  bilden.** 

A  B  h  n  n  ff 

Besiebnnff  auf  die  Cnrven  vierter  Ordnung  mit  zwt^i 

Inflezionsknoten. 

73.  ^jEine  Cnrve  C*  mit  den  swei  Inflexioosknoten  A,  B  nnd 
dem  einfachen  Punkte  C  (Fig.  57.)  wird  mittelst  einer  bestimmten 
involutorischen  quadratischen  Transformation,  welche  A^  B,  C  zü 
Fundamental  punkten  hat,  in  eine  durch  .4  und  B  gehende  Curve  C* 
tkbergeführt,  für  welche  zwei  der  durch  .1  gehenden  Tangenten  a^ 
und  die  Curve  auf  Bt\  zwei  der  durch  B  gehenden  Tangenten 
^  und      die  Curve  auf  CA  berühren.'* 

Es  ist  dieser  Satz  eine  unmittelbare  Folge  der  Gesetze  der  an- 
gewendeten Transformation,  welche  nnd  ot,  bi  nnd  bf  in  einander 
AberfUhrt 

74.  ,,Mittelst  zweier  quadratischen  Strahleninvolntioaen  In  halb 
pergpeettvischer  Lage  kann  man  eine  Cnrve  C  durch  A  nnd  B  er- 
zeugen, welche  auf  der  willkürlich  durch  gelegten  Geraden  BC  die 
willkttrllch  durch  A  gelegten  Geraden  und  a,,  auf  der  willkürlich 
dnrch  A  gelegten  Geraden  i4C  die  willkttrlich  durch  B  gelegten  Ge- 
radan  nnd  berührt  Der  dritte  Schnittpunkt  F  von  AB  mit 
dieser  Gnrre  Hegt  mit  dem  Punkte  D  von  BC,  der  B  harmonisch 
trennt  von  oj  nnd  o^,  und  dem  Punkte  E  von  Ca^  ößt  Ä  hämo- 
lisch  trennt  ton  6i  nnd     in  einer  Geraden.** 

Denken  wir  uns  nm  ^4  die  quadratische  Strahleninvolution,  wo- 
von Ol  und  Of  ^  P>uur  bilden,  und  AC  eta  Doppelstrakl  ist,  ebenso 
um  B  die  quadratische  Strahleninvolution,  wovon  nnd  ft|  ein 
Paar  bilden,  und  BC  ein  Doppelstrahl  ist,  nnd  bringen  wir  diese 
beiden  Involutionen  so  mit  einander  in  projeetiTiscbe  Verwandtschaft, 
dass  der  Doppelstrahl  der  ersten  dem  Paare  und  5,  der  zwei- 
ten, das  Paar    nnd  o,  der  ersten  dem  DoppeisMUe  BCöiac  zweiten 
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ud  du  die  Verbindniigaliiiie  AB  der  Scheitel  anfiuluneiide  Paar  der 
enteo,  dem  diese  YerUndiiiigstiiiie  BA  ebenao  enthaltende  Paare 
der  iweiten  entapricht,  so  eneogen  diese  dann  in  sogenannter  halb 
perspeetivisGfaen  Lag»  verkehrenden  Strahleninvolationen  eine  Cnrve 
vierter  Ordanng  mit  den  swei  Punkten  A  and  B  als  Boppelininkten, 
welche  ans  der  Geraden  nnd  der  oben  im  Satse  aagewleseaen 
Gnrve  O  besteht 

Snd  Pi  and  Pt  (Fig.  58*)  die  Strahlen  irgend  eines  Paares  der 
Involntion  nm  A  nnd  pi  und  p^*  die  Strehlen  des  entsprechenden 
Paares  der  Involntion  nm  so  ist  P  der  dritte  Diagonalpunkt  des 
TOB  den  vier  Geraden  gebildeten  voUstindigen  Tierseits.  Dieser 
Pnnkl  -P  beschreibt  bei  der  Erseognng  von  eine  Gerade.  Da 
nlmlieh  awei  concentrisdie  Strahleninvolntionen  nnr  ein  Strahleapaar 
gemein  haben,  so  enthilt  die  Strahleninvolntion  am  nnr  ein 
Strahlenpaar  das  von  einer  irillkOrlich  angeoomnienen  Geraden  AP 
durch  A  harmonisch  von  AB  getrennt  wird;  also  entspricht  einer 
nillktürlich  angenommenen  Geraden*  AP  nnr  eine  Gerade  BP^  nnd 
naigekehrt  dner  idilkorlich  angenommenen  Geraden  BP  nnr  eine 
Gerade  AP^  woraus  folgt,  dass  der  Ort  von  P  ein  dorch  A  nnd  B 
gebender  Eogelschnitt  ist.  Aber  dieser  Kegelschnitt  enthält  die  Ge- 
rade AB^  da  die  AB  aofiaehmeoden  Paare  der  Strahleninvolationen 
um  A  nnd  B  einander  entsprechen,  nnd  AP  and  BP  in  diesem  Faiie 
in  AB  hineinüallen.  Also  ist  der  Ort  von  P  eine  Gerade.  Aber  aus 
den  harmonischen  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  folgt,  dass 
P  in  Z>(Fig^57)  liegt, wenn  man  fttr  die  Strahlenpaare  andp,',ps\ 
die  Strahlen  o,,  nnd  den  Doppelstrahl  BC^  dass  iP  in  £  liegt, 
wenn  man  für  sie  den  Doppelstrahl  AC  nnd  die  Strahlen  und 
annimmt  Und  andrerseits  lehren  Grenzbetrachtuugon ,  dass  P  mit 
dem  dritten  Schnittpunkte  F  von  Aü  und  der  erzeugten  Curve  zu- 
sammün fällt,  wenn  man  die  StralilenpunktG  |>, ,  pj,  und  zu 
den  die  AD  autnebmcndcn  Paaren  speciaiisirt.  Also  liegen  F 
auf  der  Geraden,  welche  der  Ort  der  Punkte  P  ist. 

75.  „Die  Bertthrnngsponkte  der  sechs  Tangenten,  die  aus  irgend 
einem  Punkte  C  an  eine  Curve  mit  zwei  Inflexionsknoten  A  nnd 
B  möglich  sind,  liegen  anf  einem  Kegelschnitte/^ 

Die  erste  Polare  von  für  ihren  Pnnkt  C  schneidet  In 
BWÖlf  Punkten;  zwei  von  diesen  liefen  in  ^  anf  der  Tangente  dieeer 
Polare  in  A  neben  einander,  zwei  andere  liegen  in  A  anf  der  Tan- 
gente dieser  Polare  in  B  neben  einander  nnd  noch  zwei  andere 
liegen  in  C  anf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  von  dieser  Polara 
mit  neben  einander;  die  sechs  ftbrigen  sind  die  Berührungspnnkte 
der  von  C  aasgehenden  Tangenten  an  C*,  I^nn  wird  der  Satz  dieses 
Artikels  and  anr  Bewährung  dieser  Behauptung  kann  man  die 
in  Artikel  61.  aa^geftlhrten  Gründe  wiederholen  »  bewiesen  sein, 


mü  drei  lafitzionsknoUn, 
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Mbftld  gezeigt  ist,  daM  die  ent  ialjseiililtea  aeclu  der  iwölf  Behnitt- 
ponkte  auf  eSueni  Kegehcluiitte  liegen,  daia  es  abo  einen  donsh 
iX,  C  gebenden  Kegelsduiitt  giebt,  welclMr  In  ^»  Jl  und  C  die  erste 
Polare  Ton      fllr  C  berührt 

Da  die  Tangente  in  ^1  an  der  ersten  Polaren  von  C*  für  C  die 
Gerade  ist,  welche  C  hannonisch  treunt  von  den  Doppelpanktstau- 
geuten  vou  in  so  entspricht  dieser  Tangente  in  der  in  Art,  73. 
angewendeten  Transformalion  die  Gerade  AD.  Ebenso  cutspricbt  der 
Tange uto  in  B  an  der  ersten  Polare  von  für  C  die  Gerade  liK. 
Endlich  entspricht  der  Tangeute  in  C  an  C*  die  Gerade  CF.  Aber 
AD^  BE^  CF  sind  durch  die  Eckpunkt©  A,  C  des  Dreiecks 
gehende  Gerade,  welche  die  Gegenseiten  dieses  Dreiecks  in  den 
Punkten  einer  Geraden  schneiden j  nach  Artikel  20.  schneiden  die 
Geraden,  welche  AD,  BE^  CF  entsprechen,  die  Gegenseiten  des 
Dreiecks  also  auch  in  drei  Punkten  einer  Geraden,  nnd  dieses  be- 
weist, dass  es  einen  Kegelschnitt  giebt,  welcher  in  B  und  C  die  erste 
Polare  von  6'*  ftir  C  berührt,  und  die  sechs  Berührungspunkte  der 
von  C  an  möglichen  Taugenteu  deahaib  auch  Punkte  sind  eines 
Kegelschnittes. 

76.   „Die  Gorven  C^,  welche  mit  einander  die  Inflexionsknotea 
B  mit  den  Doppelpunktstangenten  gemein  haben,  bilden  einen 
Büschel,  d.  h.  die  Inflexionsknoten  ^,      die  Doppelpunktstangenten 
nnd  ein  einfacher  Punkt  bestimmen  eine  einzige  Cnrve  vierter  Ord- 
nung Ton  der  verlangten  Beschaffenheit^ 

Alle  Cnrven  welche  A  and  B  zn  Inflexionsdoppelpnnkten 
haben,  und  in  A  (Fig.  ö9.)  die  Doppelpunktstangenten  o^,  in  B 
die  Doppelpunktstangenten  besitzen,  haben  in  jedem  der  beiden 
Punkte  A  nnd  B  acht  ,  in  ^  nnd  B  nsammen  also  seelissekn 
Pmkte  sdt  einander  gemtin.  Und  endlich  geht  doch  iigend  einen 
Pnnkt  P  der  Ebene  nur  eine  dieser  Gorven  CK  Wenn  nämlich  die 
Geraden  a  nnd  b  die  Geradenpaare  o, ,  nnd  ,  hannonisck 
trennen  von      so  werden  swel  der  Gvven  C\  wslebe  dnrcii  P 


1)  Es  kann  diM  tuf  venchiedene  Weifte  geieigt  werden.  Wenn  swd 
Gurren  in  P  «ümh  Doppelponkt  geadn  haben,  nnd  die  Doppelpunktotangenten 

der  einen  Curve  Ton  jenen  der  anderen  verschieden  sind,  so  gilt  P  schon  für 
Tier  pcmeiiiÄchiiftUche  Tunkto  der  beiden  Curven ;  denn  die  iwei  Aeete 
der  einen  Gurte  ««bneiden  doch  die  zwei  Acsto  der^  anderen  Curve.  Und 
nun  vermehrt  sich  die  Aosabl  der  in  P  angehäuften  gemeinaßmen  l'unkte  um 
swei,  wenn  die  Gurren  auch  die  Doppelp unktatangenten  gemein  kabeo,  und 
noduul»  DB  Vwei,  wmn  diese  DoppcipunkstaDgenten  bilde  ]nflnioaituig«Bt«ii 
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gehen,  In  P  berflhrt  vom  Kegdscbnitte  dondi  ^  ^  P,  welobe  in  A 
von  «  und  In  B  von  (  berOlirt  wird;  alao  irarden  suei  der  Cnrven 
C*,  welche  dnicfa  F  gehen,  In  dem  nichal  anl  F  folgenden  Ponkte 
—  nnd  da  diese  BcUueweiae  von  Funkt  in  Pnnkt  fortsasetMn  iaft 
gnns  nnd  gar  coinddlren.') 

77.  „Mittelst  zweier  quadratischen  StrahleniüToluüoßcii  kann  man 
eineCarve  C*  erzengen,  welche  die  willkürlich  gegebenen  Puukte  A  und 
Ii  ZU  Inflexionsdoppeljiiinktcn ,  die  willkürlich  durch  A  gef&hrten 
Geraden  6,  nnd  zu  I>oppeli)iitiktstangenten  und  den  wiUkOrUch 
g^^beucn  Punkt  F  zu  einem  eiufacheu  Punkta  hat." 

Decken  wir  nns  nm  A  die  quadratische  StrableDinvolaüon, 
welche  das  Paar  a,,  und  den  Doppelstrahl  AB  enthält,  ebenso 
nm  B  die  quadratische  Strableuinvolution,  welche  das  Paar  6], 
nnd  den  Doppelstrahl i^il  enthält,  und  bringen  wir  diese  Involutionen 
so  mit  einander  in  perspectiviscbe  Verwandtschaft,  dass  der  Doppel- 
strahl AB  und  das  Paar  b^^  das  Paar  a^,  und  der  Doppelstrahl 
BA^  das  die  Gerade  AP  enthaltende  Paar  nnd  das  die  Gerado  DP 
enthaltende  Paar  einander  entsprechen,  so  erzeugen  diese  beiden 
projectiviscbon  Strahleniuvolntioncti  offenbar  die  verlangte  Curvo  C*, 
Wirklich  ist  diese  Erzeugungsweise  nicht  verschieden  von  jener, 
welche  man  erhalt,  wenn  mau  auf  die  Erzeugungsweise  der  C  von 
Artikel  74  die  in  Artikel  73*  angeführte  quadratische  TrausformaUon 
anwendet 

78.  „Jede  Cnr?e  mit  swei  Infleiionaknoten  kann  als  eine 
Cnm  mit  einem  Ifittelpnnkte  nnd  swei  Slymmetrieadiaen  pngicirt 
werden.^ 


9)  Also  ist  di«  DiAmnUalgMdmiig  dleiec  CunreiiliMailio  In       von  «r- 

dx 

8ten  Grad«.  Isl  die  Yerbiodaagslini«  der  Iwiden  IdiazioiiskiioCeB  daroh  «=0 
md  ned  die  i»tldm  Geradm,  welche  dicee  VerbiadaiigtUBie  heraionlidi  tremien 
TOD  eiamn  der  beiden  Paam  von  DoppelteBgeBCen,  dateb 

mssO  nnd  y  —  0 

ccoebeBi  so  ist 

worin  ft  einen  wUlkftrllchen  Parameter  rorstellt,  die  Gleicbiuig  der  CurvenftmiUe. 

Und  projicirt  mftti  nun  die  inflcxionsknoteo  In  eeolureehl  aof  einander  ttehea- 
deo  fiicbtnogeii  in'i  Unendliche,  so  ist 

dia  Gleiefang  dar  Fratjediaa.  Also  giebt  OilliradalioD  wIrUidi 

dm  9(ß^+b)' 
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Wir  witenckeideB  hierbei  wieder  zwei  FfiUe,  und  betrachten 
nach  einnnder  dne  C*  mit  iwei  reellen  nad  eine  C*  mit  zwei  conr 
jQgirt*imagin&ren  Inflezionsdoppelpankten. 

Sind  die  Inflexionskooten  A  und  B  reell,  so  könucn  die  Paare 
von  Doppel imnktstangenten  jede  liir  sich  eutwcder  reell  oder  con- 
jugirt  io;giiiär  sela*).  Unabhängig  ;hier\on  ist  aber  der  dritte  i)ia- 
gonalpunkt  C  (F^g.  60.)  des  von  deu  Deppelpuaktstangeaten  ge- 
bildeten Vierecks  immer  reell.  Denn  dieser  Punkt  C  ist  der  Schnitt- 
pankt  der  Geraden,  iwelche  AB  barmoniBch  trennen  von  den 
Paaren  o^,  o,  and  b^,  b^^  and  diese  beiden  Geraden  AC  nnd  BC 
sind  reell,  da  sie  eine  reelle  Gerade  von  swei  coigngirt  imaginftren 
Gmden  barmoniseh  trennen*).  Knn  kann  man  die  Cnrve  central 
80  projiciren,  dass  die Projectionen ii'  und  B*  von  A  nad  Bin  senk- 
recht aufeinander  stehenden  Richtungen  in's  Unendliche  verschwinden, 
wobei  daun  die  Projeetion  C  von  C  Uittelponkt  und  die  Geraden 
C*  A*  und  C,  B^  Syaometrieachsen  der  Prcjection  werden.  Es 
wird  dann  nftmlich  die  Projeetion  von  Fig.  60l  die  in  Fig.  61.  ge* 
gebene  Form  annehmen.  Und  hieraus  folgt  dann,  dass  die  beiden 
quadratischen  Strahleninvolutionen  aus  in  Bezug  auf  C  A!  nnd  C*B^ 
symmetrischen  Strahlenpaaren  bestehen,  und  die  vier  Schnittpunkte 
von  swei  einander  entsprechenden  Paaren  also  die  Eckpunkte  sind 
eines  Bechtecks  mit  den  Seitenrichtungen  CA*  und  C^W  and  dem 
Schnittpunkte  C*  der  Diagonalen.  Projidrei)  sich  aber  die  beiden 
Strahleniuvolutiouen  derweise,  dann  ist  offenbar  C*  Mittelpunkt,  und 
C*A*  und  C*B  sind  Symmetrieachsen  der  Projeetion  der  Gurre. 

Der  Grnnd  dafür,  dass  jede  Corve  C  ^  mit  zwei  reellen  Inflexions- 
knoten  A  und  B  als  eine  um  zwei  senkrechte  Achsen  symmetrische 
Mittelpnnktscnrve  projicirt  werden  kann,  ist  nach  dem  vorher- 
gehenden liierin  zu  suchen ,  dass  die  von  den  einander  ent- 
sprechenden Strahlcnpaareu  der  Involutionen  A  und  B  gebildeten 
vollstlindigeii  Vierseitc  den  Punkt  C  zum  gemeinscbafUicheu  dritten 
Diagonalpuukt  haben.  Dies  ist  auch  leicht  ans  Fig.  60.  zu  er- 
kenneu.  Die  beiden  Diagonalen -^i^,  und        des  Vierecks  oj^jOi&s 


S)  Dasa  die  Paare  voD  TttDgenten  coDjugirt-imagin&rc  Geraden  sind,  falls  sie 
flb«4Miapl  imaglDSr  tiod,  ist  der  Aoalyiit  >a  entnehmen.  Der  Fnokt  C  ist  der 
driti»  Uptshft  dM  in  dar  vorbeif  ehtadtB  Nole  ichoii  angewtodclui  Qmx- 
dlnamdfiieekt. 

4)  Aaeh  diMCt  Bflsnltat  in  d«r  kuApU  sa  «Mlaham. 
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werden  nimHeh  jede  fftr  tidi  von  den  beiden  StnUeomvolntio- 
nen  in  iwei  PonktinYolntionen  geschnitten,  die  identiaeli  sind;  dMin 
die  InTolntion  anf  i^lif  hat  die  Doppelpnnkle  C  nnd  Jene  nnf 
BgE^  die  Doppelpnniste  C  und  i?.  Und  da  nnn  AC  die  Strahlen- 
paare der  Involution  am  nnd  BC  die  Strahlenpaare  der  Involntion 
nm  JB  harmonisch  trennt  von  AB,  ni  F  der  dritte  IHagonaipnnkl 
von  jedem  vollständigen  Yierseite,  dessen  Seiten  zwei  einander  ent- 
sprechende Strahlenpaare  dieser  Involution  sind. 

AV(  1111  die  Doppelpunkte U  uud  B  conjngirt-imagiuar  siud,  so  sind 
CS  auch  die  Düppclj)unktstaugci]tcii.  Da  aber  zwei  cüiijujj;irt  itna- 
ginäro  Gerade  einen  reellcu  Schnittpunkt  haben,  so  können  liicht 
nnd  &j  zu  und  conjugirt  sein,  sondern  es  muss  einer  Doppel- 
tangente durch  il,  eine  Doppeltangcnto  durch  B  conjugirt  sein.  Aber  dann 
sind  von  den  vier  Punkten  Z>„  Z>„  E^,  (Fig.  60.)  anch  zwei  nicht 
anf  einer  nlmlichen  Seite  des  Yierseits  a^a^by^b^  liegende  Punkte» 
z.  E  die  Pnnlcte  D^D^  reell,  nnd  die  andern  dann  £|,  conjugirt- 
imagintr.  Und  hieraas  folgt  wieder,  dass  C  als  Fnnkt,  welcher  anf 
D^D^  diePnnkte  A  nnd  D%  harmonisch  trennt  von  il^,  reell  ist  Da 
nnn  dieser  reelle  i^infct  C  der  dritte  Diagonalpnnkt  ist  von  allen 
vollständigen  Yierseiten,  deren  Seiten  zwei  einander  entsprechende 
Paare  sind  von  den  Involntionen  nm  A  nnd  B^  so  besitzt  die  Corvo 
mit  den  imaginftren  Inflexionsknoten  A  nnd  B  neben  jedem  re- 
ellen Pnnkte  P  anf  CP  einen  zweiten  reellen  Punkt  P',  der  von  C 
nnd  AB  harmonisch  von  P  getrennt  wird.  Und  deshslb  wird  man 
die  Cnrve  C*  central  nnr  so  zu  prcjidren  haben,  dass  die  Pfqjectionea 
A*  nnd  ^  mit  den  imaginftren  Krdspnnkten  der  nenen  Ebene  zn- 
sammenMen,  nm  in  der  Ph>jectionBcnrve  mne  Cnrve  C  zn  erhalten, 
die  in  der  Projection  &  von  C  einen  Mittelpunkt  hat.  Aber  hier« 
mit  ist  noch  nicht  nachgewiesen,  dass  die  Projectionscnrve  Achsen 
hat  Ist  C  (Fig.  62.)  der  Mittelpunkt,  nnd  sind  2>i  nnd  Z>,  die 
reellen  Schnittpunkte  der  Doppelpunktstangenten  dieser  Pro- 
jcctionscurve,  so  erkennt  man  D^D^  und  ihre  Mittelsenkrechte 
CE  unmittelbar  als  Symmetrieachsen  von  dieser  Curve;  da  ein  Um- 
Uappen  der  Figur  um  irgend  eine  dieser  beiden  Geraden  eine  nene 
Cnrve  liefert,  welche  mit  der  vorhergehenden«  ansser  sechszebn  Schnitt- 
punkten in  den  imaginären  Krei^nnkten  noch  die  acht  Schnitt- 
punkte mit  den  beiden  Geraden  gemein  hat  and  also  mit  ihr  zn* 
sammenf&Ut 

Wir  nenssn  die  Cnrveo  C*  mit  zwei  reeUen  Meadonsknoten 
wieder  die  Cnrven  erster  Gattung,  die  Cnrven  mit  zwei  conjugirt- 
imaginftren  Inflexionsknoten  die  Cnrven  zweiter  Gattnng  dieser  Spe- 
des.  Es  sind  dann  von  dieser  Spedes  die  Mlttelpunktscnrven  wieder 


mü  dru  InfiexionsknotM, 


ab  Konmücnrve  enter  und  als  Normalcurve  zweiter  Gattung  zu  be- 

79.  ^  giebt  drei  vflCBctiiedeDe  Arten  von  Normalcnrven 
enier  OaMuig  and  mu  eine  Art  Ton  Kormalcarren  zweiter  Qattang.** 

Die  Nonnaliiurven  C*  erster  Gattung  teilen  sich  in  drei  Arten, 
jenacbdem  die  beiden  reellen  Intlexionsknoten  Knotenpunkte,  oder 
emer  \on  beiden  ein  Knotenpunkt,  und  der  andere  ein  conjugirter 
Punkt,  oder  aber  beide  coiyugirte  Punkte  sind.  Sind  die  In- 
flexionsknoten  Knotenpunkte,  so  ist  die  Curve  ihrer  Gestalt  nach 
nicht  \on  der  ersten  Normalcurve  C*  erster  Gattung  (Fig.  22.)  ver- 
Frhiedt'n  ;  nur  geht  sie  nicht  durch  den  Mittelpunkt  C\  den  conjttgirten 
Paukt  von  jener  Curve.  Die  zweite  Art  von  Normalcnrven  C*  er- 
ster Gattung  mit  einem  coujngirten  Inflexionsknoten  A  nnd  einem 
Mexionsknoten  B  mit  reellen  Doppelpunktstaogenten  ist  in  Fig.  68. 
TOigefbhrt  es  giebt  die  Figur  von  ihr  zwei  yerschiedene  Formen 
Ct  und  Cf  an,  die  bei  Parameteränderung  durch  die  zweite  Noiv 
Mteme  hioditrch  in  einander  ftbergehen.  Und  die  dritte  Art  von 
Normaldinren  C*  erster  Gattung  mit  zwei  Inflexionsknoten  A  und 
deren  Do]»pel^«nktrtAiigeateii  sämtlich  tnuigiiiär  sind,  giebt  Fig.  64. 

Es  giebt  nur  eine  Art  von  NorÄalcurven  zweiter  Gattung, 
da  bei  imaginäreu  lußexionsknotcu  keine  Unterschiede  in  den  Dop- 
pclpaakLstangenten  obwalten  konneu.  Von  ihr  giebt  Fig.  66.  zwei 
verschiedeue  Formen  C\  nnd  C,  die  bei  Parameteränderung  durch 
die  Lemniskato  hiu  in  einander  übergehen  können.  Diese  Curve 
ist  bekannt  als  das  Ovai  von  Cassini 


ft)  Die  Cnddwng  der  Cunre  ist 

äiod  a  nnd  b  beide  ncgatir,  lO  hat  man  es  mit  der  ersten,  Laben  a  un«i  b  ver- 
•dlicdene  Zeichen,  t>o  hat  man  et  mit  der  sweiten«  find  a  und  b  beide  positiy, 
m  hat  man  ei  mit        Mäm  Art  dar  Hormalcanrea  C*  emtt  Gattnog 

i)  Die  Gleicbong  der  Curre  ist 

(x»-i-y*)»+2aV— =  0 
bt  di«  Canre  C*  (Fig.  59.)  beetimmt  darcb  die  lofiexiontkooten  Af  B, 
die  Infiexiontdoppeltangenten  0|,  nnd  b^,  in  diesen  Punkten  «n<l  den 
Packt  P .  go  bat  der  Kegelschnitt  ,  welchen  in  J,  B  und  P  die  erste  JfoUre 
TOfi  in  Bezug  auf  t\  berührt,  den  Punkt  P'  zum  Pole  von  AB.  An  der 
VonBaleanre  C*  zweiter  GatUt&g  angepass;,  hnd<_i  man  aber,  dass  der  Kreit, 
welcher  diese  Cunrc  io  den  unendlich  fernen  Kneispurjkien  uud  iu  P  berührt, 
•eines  Mittelpunkt  bat  im  i'imiue  I^',  welcher  m  dtr  (iig.  62.)  tun  ItiJÜ^ 
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«ntskigiMi  TnunibnBatira  4«r  wkgnkm  Bt^n  alt  im  Fo(«n  CD«  to 
Poakto  P  «iliptielil.  8q  findet  imb  wtüir,  d«M  der  Ort  diiMV  llitatlpwkl» 
fftr  die  Vti  den  mieliicdeiMii  FttnkiaB  der  Carre 

vorkommenden  Kreise  die  Carve 

irt;  Ar  dieae  Ciirve  liegen  die  Doppeltrennpankie        nnd  Z>{  in  einer  Bnt- 

fcmuiig  -       von  C  n.  B.  w. 

Ans  der  letsUren  Betrachtung  entnebman  wir,  den  die  Nonnele  in  iigod 

einem  Punkte  P  von  einer  Ovale  von  CaMini  den  Pnnkt  P*  enthiU,  weldier 
P  in  der  angedenteten  umgelegten  Transformation  von  rcciproken  Radien  ent» 
epricbt.   Dienet  Besaitet  gilt  anch  fftr  den  beeonderen  Kell  der  Leniniekete. 

In  der  letcten  Bemerkung  ist  die  einfachste  Lösung  der  Aufgebe  enthalten: 
in  einem  Punkt  P  von  dner  dnreb  diesen  Funkt  P  nnd  die  beiden  Ooppd- 
brennpnnkte  bestimmten  Ovale  von  Cassini  die  Normale  nnd  die  Tangente  M 
eoDStmiren.  Ist  nimlich  D^  einer  der  Doppelpunkte  und  C  der  Mitlelpnnkli 
lo  bcetiONDt  man  den  Punkt  P'  mittelst  der  beiden  Relationen 

^1\CF'  ^  ^PCD^  und  CP.CP'  ^CD^*\ 
denn  iit  PP'  die  Nomele  in  F  en  der  Carve  n.  e.  w.  Bei  der  Lanirfikela 
itl  nlio  die  lanbOllende  der  Verbiidnngtlinie  den  Leanifkeienpnnkiei  Q  mit 

dem  Punkte  von  den  Wendeeebnitte ,  welcher  dem  Q  enttprccbenden  Punkte 
O  diametral  gegentlberliegt  lu  gleiehM  Zeit  die  Evolnle  der  Lcmniskate;  äe 
itt  eine  Cwrve  C*^  leehlcr  Ordnung  nnd  teeheter  Cteate  tob  der  Qleiclinng 

(man  vergleiche  ^die  Lemniskate  in  rationaler  Behendlang  von  Dr.  Emil  Wejr* 
Art  SO). 

Es  wird  auch  leicht  geometrisch  erkannt,  dass  die  Kvolutc  der  Lcmniskaw 
vun  der  scchileii  Clabise  ist,  Ist  P  ein  gcgebcuc-r  Puuki  und  L  irgend  eine 
Gerade  durch  so  wird  der  KegeUcbnitt,  welcher  in  der  um  die  Brenn* 
pnnklenechee  umgelegte  Tranifonnation  der  redprolteB  Bwta  der  GtradM  I 
«nmpiicbt,  /  in  nrci  Penktm  tclNwIden.  Abo  iit  der  Ort  der  eiaeate  «l> 
epMöbendtn  Ponkte,  deren  VerUndnnplinieB  dordi  P  gebao,  eine  dndi  € 
nnd  die  ineginlren  Doppelpunkte  der  Lemlikele  gebende  Onrve  dritter  Ord* 
Bugi  welcbe  eniMr  dioMS  FnnklMi  noeh  eeehe  Fnnkte  mit  der  Liniilrii» 
goneia  bei* 
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VIU. 

Beitrag  zur  Lebre  von  der  Bewegung 
eines  festen  Körpers  in  einer  iucompressibeln 

Flüssigkeit 

Von 

Fr.  Kdtter. 


Bekftiuitlidi  hat  Piriditoi  die  Bewegong  ToUBt&Ddig  bMtinmt 
welche  ein  liieiid  wie  hewegter  fester  kogeliiftroiiger  Kdrpor  in  einer 
ihn  nn^ebenden  ineonpreinbeln  reibungsleeen  Flflasigkeit  herfor- 
nift  Es  ergiebi  sieh,  dsn  innn  den  Dmek,  welchen  die  FUlssIgkeit 
nof  den  Körper  ansflbt,  ansehen  kann  ala  die  Resultante  zweier 
Kräfte»  Dämlich  des  hydrostatischen  Druckes  und  einer  Kraft»  deren 
Angriffspunkt  der  Mittelpunkt  der  Kogel  ist,  deren  Grösse  propor« 
tional,  nnd  deren  Richtung  entgegengesetzt  der  Beschlennignng  dieses 
Punktes  ist.  Es  folgt  hieraus  unmittelbar,  dasa,  wenn  äussere  Kräfte 
nicht  wirken,  und  die  Masse  der  Kugel  homogen  ist,  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  in  gerader  Linie  mit  constanter  Qeschwindigiceit  fort- 
schreitet. 

Ein  ihnlichea  lefaeiiibar  hiih«r  nicht  ▼erOffentHchles  Geaelc  gilt 
aneh  dann»  wenn  die  MaBaeuvertellnDg  der  Kugel  nlebt  homogmi  ist 
Ans  dem  Aber  den  Dmck  Gesagten  kann  man,  ohne  auf  den  bydrodyna- 
mischen  Ansgaugspuakt  snrttckxngehen ,  mit  den  Hiftnütteln  der  ge- 
wdhnlicheD  Keehanik  folgern ,  daia  bei  beliebiger  Massenverteiinng 
ein  gewisser  swiseben  Schwerpunkt  nnd  Hittelpunkt  gelegener  Funkt, 
wenn  ftnsaere  Kräfte  nicht  vorhanden  sind,  geradlinig  mit  oonstaater 
Geschwindigkeit  sich  bewegt.  Daia  wir  beim  Beweise  dieaee  Ge- 
selieB,  welchem  die  folgenden  Seiten  gewldiMt  alad,  auf  den  hjdro* 
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dynamischen  Ausgangspunkt  zurückgreifen,  bat  erstens  den  Zweck,  das- 
selbe för  eine  ganze  Reihe  von  Kürperudai  zuluu,uud  zweitens  den  Zweck, 
den  innern  Grund  desselben  klarer  hervortreten  zu  lassen.  Wir 
werden  zeigen,  dass  das  fragliche  Theorem  und  etliche  audere  damit 
im  Zasammeubaug  stehende  dann  gelten,  wenn  die  Gestalt  des  Körpern 
zwei  sich  senkrecht  schneidende  SyraniCtrieachseu  besitzt,  lu  dcueu  sich 
je  zwei  Paare  Symmetrieebeueu  unter  rechtem  Winkel  schneiden.  Solche 
Körper  sind  z.  B.  der  Würfel,  das  regelmässige  Oktaeder,  (^ie  Kugel, 
der  Körper,  dessen  Oberfläche  die  Gleichung  bat: 

u.  a.  m.  Um  uns  künftig  uunfltze  Weitläufigkeiten  zu  ersparen, 
werden  wir  derartige  Körper  beliebiger  Massenverteilnog  dadurch 
bexelcbnen ,  dans  wir  sagen ,  ihre  Gestalt  sei  im  hydrodynamischen 
Sinne  regelm&ssig  oder  trage  den  hydrodynamischen  Charakter  der 
Kogel 

POr  die  modernen  Methoden  zur  Bestimmung  der  Bewegungs- 
gleichungcü  oitif^s  beliebigen  Körpers  in  oiucr  idcalon  Flüssigkeit  ist 
der  Umstand  von  besuuiit-rcr  Bcdeutuug,  dass  die  leltemiige  Kraft 
der  FlQssigkeit  sich  ebenso  wie  diejenige  des  Körpers  daj  stellen  Iftsst 
als  homogene  quadratische  Function  der  Gcschwiudigkeitscomponenten 
welche  der  Anfangspunkt  eines  in  dem  Körper  festen  Coor- 
dinatensystems  nach  dessen  Achsen  besitst,  und  der  drei  Botalions* 
eomponeiiten  pqr  des  Körpers  um  diese  Achsen.  Bedtwn  mnilieh, 
«le  wir  annehmen  wollen,  die  auf  die  Flflssigkeit  wirkenden  Krftffco 
ein  Potential,  so  sind  bei  passend  gewähltem  An&agssvstaad  die 
Gomponenlen  der  Geschwindigkeit  eines  FlttsBigkeltsteilehens,  desset 
Coordinalen  in  dem  heseiehneten  Coordinaten^tem  cy«  sind,  die 
AUeitnngeii  einer  Function  9  nach  »y».  Als  Function  der  Zelt  1 
betrachtet,  ist  dieselbe  eine  lineare  Fanctlon  der  aedis  Ortlsaen 
••19  pqrt 

deren  Coefficienten  gr,,  g.,  .  .  qr,^  zwiir  von  j nicht  aber  von  der 
Zeit  i  abhangüu.  Der  Charakter  der  Fuuttiüiu'u  ist  durch  die  geo- 
metrische Gestalt  des  Körpers  bedingt,  wird  aber  durchaus  nicht 
durch  dessen  Massenverteilung  beeinflnsst  Die  lebendige  Kraft  der 
FltUsigkeit,  deren  Dichtigkeit  9  sein  möge,  erhalten  wir  durch  das 
dniiache  Integral 


1)  KircbhoÜ:  lieber  die  B«wegnng  eine«  HoUtionskOrpers  in  einer  l<lüs- 
sigksit.  Bonhsfdts  Jooiul  Bd.  71.  Itea. 
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welches  über  den  ganzen  unendlichen  Kaum  zu  erstrecken  ist  m\t 
AasQahmc  desjenigen  Teiles,  welcher  von  dem  festen  Körper  aus- 
gerüllt  wird;  die  Grenzen  des  Integrals  sind  also  in  jedem  Augen- 
blick dieselben.  Daraus  erhellt  dann  unmittelbar,  dass  die  lebendige 
Kiaft  wirklich  die  angegebene  Form  hat.  Bezeichnet  man  non  mit 
T  die  gesamte  lebendige  Kraft,  d.  h.  also  die  Summe  derjenigen  des 
KArpen  ond  derjenigen  der  Flüssigkeit,  mit  JC,  y,  Z  die  Componen- 
tammmen  nnd  mit  At  ^t„  \fg  die  Drehangsmomente  aftmtlicher  anf 
die  Flllangkeit  wie  anf  den  festen  Körper  wirkenden  Äusseren  Krftfte» 
•0  erbftit  man  das  folgende ,  zoerst  Yon  Kircbboff  in  voller  AUge- 
■euiieit  entwickelte  System  von  Differentialgleichungen  fttr  die  Be- 
ffügnig  des  gegebenen  Körpers: 
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flbereiii,  welches  die  Bewegung  eines  Körpers  im  leeren  Banme  dar* 

sielli.  Wie  mau  nun  bei  dem  letzterwähnten  Problem  die  Bewegung 
auf  eiu  im  Räume  festes  Coordiuatcusystera  bezieheu  kann,  so  lassen 
sich  auch  in  dem  Lydroiiynaniihctieu  Problem  für  die  Componenteu- 
sammcD  und  Drehungsinumente  in  Bezug  auf  drei  im  Kaumü  feste 
Achsen  Ausdrücke  in  den  Bcwcgungs>  nnd  Lageelementen  des  Kör- 
pers ableiten.  Wir  bezeiciiucn  die  neuen  Coordiuatcnachsen  als  5, 
%  C  Achse,  mit  H,  Zdie  Compouentensummen  nach  diesen  Achsen 
und  mit  die  Richtungscosinus  der  Achsen  der  beiden  Systeme 

zn  eioau  irr  in  der  Weise,  wie  sie  dorch  das  nachstebende  Schema 
TerdeatLicht  wird: 
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Die  drei  Gleirlniri^HUj .  reiche  den  translatorischeii  Gleicbuugen  fftr 
deo  leeroa  liaom  eaupreclieii,  laatea  daoa: 


Aach  dieae  Oleichangen  itiminea  in  ihrer  Form  mit  den  ent- 
iproobenden  des  inr  Vergleichang  heraDgezogeiwii  einftcberon  Pro- 
blttiM  weaenUleh  ttberein;  gewOhnlidi  werden  in  diesem  Falle  die 
loUlAngeftohrten  in  etWM  anderer  Form  aafgefabrt,  welche  die  eln- 
faehe  mechanliohe  fiedentang  der  Oröesen  besser  herrortreten  lisst» 
deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  auf  der  iiuken  Seile  ste- 
hen. Diese  Grossen  sind  bekanntlich  die  mit  der  Hasse  des  im 
lehren  Raum  bewegten  Körpers  multiplicirten  Componenten  der  Ge- 
sobwtndlgkeit  seines  Schwerpunktes.  Deswegen  liefern  fQr  die  Be- 
wegung im  leeren  Raum  diese  Gleichnngen  eine  klarere  Einsicht  In 
das  Wesen  der  fbrtsehrtftenden  Bew^ng  als  die  erstgenannten 
Oleichungen.  Anders  bei  der  Bewegung  in  der  Flflssigkelt;  dort  haben 
im  allgciueiueu  die  GrOsscu 


U.  SU  w.  uu  ht  inohr  rinf  so  oinfacho  IWentong.  und  daher  bieteu 
dhw  Gloiohungt^n  i\w]\\  mehr  dew  Vorteil  wie  vorher.  Zwar  liefern 
*i<>  in  ^^wi*5t>«  eiwfnolun  Fullen.  7.  B.  weiiü  keine  Kraft  oder  üur 
dio  S% l\>\or\^  XMrku  je  ein  iuU'^ral«  dalur  brineen  ?ie  aber  au:h  sclion 
(Vuhnuv.c  »ije  K\^b;uj\^^  der  Acl\<eTi  s^elbst  in  die  Gleichungen;  des- 
\k^h  emj^noM;  0«  Jüich  bfi  di^m  hyirs^dvr.aniisirhi-a  Problem,  naraent- 
hrl^  \«  \U^m  df,<s<  K..:.o  üu>>orir4  Kr:^;:':e  wirken,  zunächst  bei 

dm  h^«vcto«  t  iHM\iin«u*ii$j>t«.  hejn  tu  bleiben,  wie  es  die  For- 
»chw  mi  diivjswKi  ii^^V.i'^  bij^beT  p^ua  bAbea.  la  dem  speciellen 
V^Atb\  meU  Wn  *ir  >  i«$  A^pt»  ^ijtsst  bAbeju  kssen  sich  fiftr  den 
>^s^rwi  Ha«w  jUUNkllKAie  lttt^^^:n}o  d«  Systems  tob  6  Dif  erential- 
l^«^n^K«n£<M  •rw'jr^:-  ^mi^«  IVi  dMB  bydrodrsamiscbeD  Pro- 
K^v^  iiw<h«  w*«i       F<«m  #€*  f'.^f^T»  Körper?  töI%  Willkür- 

)>eh  bV^bu  i)«)t  «^'i  a^TK^  t««r  I  WKibl  «x|«ha«e  fibattf  dr  Integrale 
INnImi   i^AbM^i  M  bat  abw  |!M<e«^^  4«»^         m  wtam«  m  1 
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ireies  Integral  bekannt  wäre,  sich  mit  Hölfe  von  Jacobi's  Theorem 
(los  k'Uten  Moltiplicators  ein  fünftes  derartiges  lateral  nnd  dann 
auch  das  sechste,  t  enthaltende  Integral  finden  lasse.  Die  Frage, 
unter  welchen  Umständen  das  fehlende  vierte  Integral  durch  eine 
constant  zu  setzende  homogene  lineare  oder  qaadratische  Fanction 
geliefert  wird,  beantwortet  der  genannte  Forscher  dabin,  dass  dicf^c 
Möglichkeit  an  gewisse  Relationen  zwischen  den  Coefticieuten  der 
FiuH-rion  T  L'cknüpft  ist  Die  Ertulluug  (1(t  fllr  den  ersten  Fall 
noligeu  lilL'diii^'ungeu  hattr  Kii  chhoff ' )  sclioii  vorher  durch  die 
vereinfachende  Annahnie  erreicht,  dass  der  Kiiriior  sowol  in  Ge- 
stalt wie  in  Massenverteiluug  den  Charakter  eines  KolutiuiisküriiLTS 
hat,  d.  h.  zwei  Paare  von  seiikn  cht  aui  eiuauder  stehenden  Syni- 
metrieebenen  besitzt,  deren  Schnittlinien  zusammeofallen.  Das  inte- 
gral,  welches  sich  in  diesem  Falle  ausser  den  drei  erwähnten  finden 
lässt,  drtlckt  aus,  dass  der  Körper  mit  constauter  Geschwindigkeit 
um  seine  Achse  rotirt  Den  zweiten  Fall,  dessen  Lösunf{  in  einem 
speciellen  Fall  Herr  Weber  *)  auf  Thetafunctioncn  /wii(  r  Variablen 
zurückgeführt  hat,  welche  lineare  P'uuctiüuüü  der  Zeit  sind ,  läsat 
sich  ausebeu  als  die  Bewegung  gewisser  Körper,  deren  Gestalt  und 
Massenverteiluug  drei  senkrecht  auf  einander  stehende  Symmetrie- 
ebanen  besitzt 

Der  Umstand,  dass  der  Teil  der  lebendigen  Kraft,  welcher  Ton 
dem  festen  Körper  selbst  herrtthrt,  schoa  TOn  Tornherein  eine  ge- 
wisse einfache  Form  bat,  lässt  voraussetzen,  dass  schon  die 
Annahme  gewisser  Symmetrien  der  Form  hinreichen  werde,  den 
Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  zu  vereinfachen.  Wir  wollen  die 
Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  an  dem  Beispiel  der  Körper  dar  ton 
deren  Gestalt  den  Charakter  der  Kugel  bat.  Zu  dem  Endo  wühlen  wir 
das  Coordinateusystem  dass  die  y  und  die  m  Achse  mit  je  einer  der 
beiden  Synimefrieachsen  zusammenfallen.  Ant  den  Teil  der  leben- 
digen Kraft ,  welcher  von  der  I^ewcgung  der  Klü^^sigkeit  herrührt, 
bat  nur  die  Gestalt,  nicht  aber  die  Massenverteiluug  des  festen  Kör- 
pers Eiufluss  ;  es  lassen  sich  also  auf  diesen  Teil  dieselben  Ueber- 
legungen  anwenden ,  welche  Kircbhoff  zur  Vereinfachung  des 
Ausdrucks  der  lebendigen  Kraft  des  gesamten  Systems  bei  Rotations- 
körpern gebraucht  Berttcksichtigen  wir  zunächst,  dass  die  Geetalt 
des  Körpers  in  Bezug  auf  die  »  Achse  den  Character  einer  Rotations- 
fläche hat,  so  erhalten  wir  fttr  den  fraglichen  Teil  der  lebendigen 
Kraft  T  den  Ansdrack 


1)  Vergl.  «nch  KApcke;  MallieiiMilisclio  ADoakii.  Bd.  IS«  pif.  8S7— 
40t.  1877. 

S)  MatlMDmliiclw  AnnaleD.   Bd.  14.  pa«.  17S.  187». 
AMi.  te  Matt.  «.  nqpi.  8.  Iilk^  Tttt  TL  II 
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Da  aber  aneh  in  Bezug  auf  die  y  Achse  die  Gestalt  des  festen 
Körpers  dea  Charakter  einer  üotationsäAciie  hat,  so  moss 

fldn.  Wir  können  daher  den  der  lebendigen  Kraft,  welcher  von 
der  Flüssigkeit  henUhrt,  8chreiben> 

il3/'(u«  +  t,«  +  «;«)+L(p«+g«+r«)| 

Derselbe  stimmt  also  genau  flbereln  mit  der  lebendigen  Kraft  eines 
bomogeoen  kogeUdrmigen  festen  Körpers  Ton  der  Hasse  vad 
dem  Trftgheitsmoment  £,  welcher  mit  dem  gegebenen  Körper  dersrt 
fest  verbanden  ist,  dass  der  Mitteipnnkt  der  Eagel  mit  dem  gee- 
metrischeu  Mittelpnokt  des  Körpers  zosammen  ftllt  Es  braucht 
nicht  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass  diese  Eigenschaft 
selbstverständlicli  uuabliaugig  vou  der  Wahl  des  in  dem  gegebenen 
Kürper  festen  Coordinatensystems  ist.  Wir  können  uns  daher  die 
gesamte  lebendige  Kraft  vorstellen  als  die  lebendige  Kraft  eines  ein- 
zigen festen  Körpers,  dessen  Masse  besteht  aas  der  Masse  M  des 
gegebenen  Körpers  und  der  Masse  M\  welche  wir  künftig  ais  mit- 
getührte  Masse  bezeichnen  wollen. 

Der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems,  von  welchem  wir  jetzt 
sehr  wol  reden  können,  ist  loicht  aufzufinden;  er  teilt  die  Ver- 
bindungslinie des  Schwerpaukt  es  des  gegebenen  Korpere  und  dw 
Schwerpunktes  der  mitgeführtcn  Masse,  d.  h.  des  Mittelpunktes,  nach 
dem  Verhäituiss  der  beiden  Massen  Sind  die  Cöordinaten  des  Masseu- 
mittelpunktes  für  deu  gegebenen  Körper  c,  so  bat  also  der 

Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  die  Cöordinaten 

«'=If+jf'*'  '^'^W^'^ 

In  demselben  Sinne  ist  man  nach  den  bisherigen  Entwicklongen 
berechtigt  von  Haapttriigheits>Achsen  des  ganzen  Systems  in  Besag 
anf  seinen  Schweipankt  an  sprechen.  Wahlen  wir  nnn  diese  Linien 
zu  Coordinatenaxen,  so  nimmt  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  S!f* 
stems  die  Form  an: 

In  unserm  Falle  bietet  die  Bezugnahme  anf  ein  im  Ranme  fiestes 

Coordmattiisystem  dieselben  Vorteile  wie  bei  der  Bewegung  in 
leeren  Kaumj  denn  die  Ausdrücke 
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dT     ,  ar     ,  BT 


iten  hier  die  elniaehere  Form  an: 


Die  rweiten  Factoren  dieser  Ausdrücke  sind  die  CompouBüteu  der 
Geschwindigkeit  nach  den  Achsen  des  im  Räume  festen  Coordinaten- 
syßtems  für  den  Anfangspunkt  des  beweglichen  Systems  und  küiinea 
ateo,  wenn  die  Coordioateu  des  letzteren     19,  t  sind,  gesdurieben 

di  dfi 
^'  dt' 

Für  die  foftadireitende  Bewegang  dee  Körpers  babea  wir  alio 
die  folgenden  Gleichnngen 


(M+Af')-;«Ä,    iM+M')^'^H,  {M+M')^,=zlZ 


deren  Inhalt  sich  folgendermaassen  in  Wurten  aassprecheu  läaat: 

tfid  der  Bewegung  einet  feeten  Ei^rpers,  denen  Geatelt  den 
^ydmdynnmisdien  Cliarekter  ^ner  Kngel  liat,  in  einer  inoonpreoai- 
Ma  rdbnngBloflen  nneadlicben  Fltaigkeit  besciumbt  ein  gewiaaer 
nriseben  Beinern  Mittelpunkt  nnd  seinem  Scliwerpnnkt  gelegener 
Pankt  dieaelbe  Bahn,  welche  der  Sehwerpnnkt  einea  ans  der  eigenen 
aad  der  mitgelabrten  H aase  gebildeten  KOrpera  unter  Einfluaa  der- 
Mlben  iuaaeren  Krifte  im  leeren  Raum  beschreiben  würde." 

Wirken  apeciell  gar  keine  Aasaeien  Kräfte,  ao  iat 


Wir  «halten  also  folgende  Erweiterung  des  in  der  Einleitung  er- 
«ihntsn  Theorems  von  DirieUet: 

„Welches  auch  immer  die  Massenverteilung  iimerhalb  eines 
Korpers  von  Kugelgestalt  sein  mögo ,  stets  lässt  sich  auf  der  Ver- 
biodungslinie  von  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  ein  Pankt  finden, 
welcher  mit  conatanter  Geschwindigkeit  in  gerader  Linie  fort- 
tchrettet** 

Ist  der  Körper  uud  die  ihn  umgebende  Flüssigkeit  der  Schwere 
unterworfen,  so  muss,  damit  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruhe. 


d^ij 


-0 
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Kdtttn  Bimtgtmg  nm»  fuim  Kürptr» 


dnreh  dne  dort  »ofgaBtellte  Flftche  ein  gewisBor  Dindc  lOBgeabt 
werden,  welcher  dem  liydrottatiicheD  Druck  gleich  ist.  Dieser  Druck 
würde  im  Stande  sein,  die  durch  die  constante  beschlennigende  Kreit 
hervorgemfene  Wirknng  anfsoheben,  wenn  der  ganze  Ravm  mit 
Flflssigkeit  erfllllt  wtre;  es  ist  also  die  Beenltante  sftmtlieher  anf 
den  flOBsIgen  Teil  des  Systems  wirkenden  Kräfte  gleich  dem  Gewicht 
deijenigen  Masse,  welche  den  yon  dem  festen  Körper  eingenommenen 
Banm  aasznftUen  im  Stande  wftre,  oder  gleich  dem  Gewicht  der 
sogenannten  yerdrängten  Masse,  welche*  wir  M"  nennen  wollen. 
Ihr  Angriffspunkt  ist  der  Mittelpunkt  des  Körpers,  ihre  Richtang 
lit'rjenigpii  der  Schwere  entgci^eugesetzt.  Gebeu  wir  der  ^  Achse 
die  jtüchtuDg  der  Schwere,  äu  ist 

und  die  Gleichungen  der  Bewegung  lauten: 

(M+M')  ^^^g{M-M") 

^Tn  einer  schweren  incompressibeln  Flttssigkeit  bewegt  sich  also 
ein  Punkt  eines  schweren  Körpers,  dessen  Gestalt  den  Cijarakter 
der  Kogel  hat,  gerade  so,  wie  sich  der  Schwerpunkt  eines  festen 
Körpers  von  der  Masse  (M-\-Äf')  im  leeren  Raum  unter  Eiofluss 
der  Constanten  heschleunigenden  Kraft  9  ( M  —  3/"  )  bewegen 
wtlrde;  d.  h.  in  einer  Parabel.  M  ist  dio  Ligt  iie  Masse  des  Korpers, 
M'  die  mitgefühlte  uud  M**  die  verdrängte  Masse  der  FlOssigkoit'* 

Die  rotatorische  Bewegung  des  KOrpers  erkennt  man  leichtvr 
unter  Beibehaltung  des  im  Körper  festen  Coordinatensystems.  Die- 
selbe  wird  bei  der  speciellen  Form ,  vrelche  die  lebendige  Krsft  In 

unserem  Falle  hat,  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

-(Ät-Qi)«r  +  A/« 


Sind  die  Drehnngsmomente  der  äusseren  Krftfte  bekannt,  so  Ist  dsi 
Problem  der  Rotation  ebenfoUs  Identisch  mit  einem  derartagen  Pro- 
bleme für  den  leeran  Banm.  Wkken  speeiell  gar  keine  Insssien 
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Kräfte,  80  rotirt  der  Körper  in  drr  Flüssigkeit  um  den  Schwerpunkt 
des  ganzen  Systems  in  derselben  Weise  wie  ein  fester  Körper  im 
leeren  Raum  nm  seinen  Schworpunkt  rotirt.  Vereinigen  wir  das  mit 
dem  Uber  die  lortscbreiteode  liewegaug  Ü^esagten,  so  erhalten  wir 
das  Theorem: 


„»M.«.»  kdtte  insaereii  Krifte,  «o  bewegt  neh  auch  elii  nicht 
homogener  fester  Kdiper  regelmMger  Gestalt  in  einer  fncompree- 
aiblen  FlOsaigkeit,  wie  eich  ein  gewiaaer  durch  Gestalt  and  Massea- 
verteilvng  dea  gegebenen  bedingter  Körper  im  leeren  Ramn  bewegen 
wurde.  Die  Rolle  des  Scbwerpaaktes  spielt  dabei  ein  Pankt,  wd« 
eher  die  YerbindongBlinie  von  Schwerpankt  nnd  Mittelpankt  nach 
dem  Yerbältnias  der  mitgeihhrten  nnd  der  eigenen  Uasse  teilt** 

In  Bezog  anf  die  fortscb reitende  Bewegung  eines  festen  schweren 
Körpers  wird  durch  das  Vorhandensein  eiiur  schweren  Flüssigkeit 
keine  andere  Aenderuug  der  Bewegung  bovirkt,  als  dass  die  Con- 
Btante  der  Beschleunigung  verringert  wird.  Die  Rotation  des  festen 
Körpers  m  einer  schweren  Flüssigkeit  folgt  jedoch  uicht  so  einfachen 
Gesetzen,  wie  die  Rotation  im  leeren  Raum.  Bekanntlich  roiirt  ein 
frei  beweglicher  Körper  im  leeren  Baum  um  seinen  Schwerpunkt 
gerade  so,  als  ob  gar  keine  ftosaeren  Kräfte  wiritten.  Es  beruht  das 
darauf,  dass  die  tasaem  Kitfta  —  hier  lediglich  die  Schwere  der 
einzelnen  Teile  dea  festen  Kfirpers  —  eine  Besoltante  haben,  wetehe 
durch  den  Schwerpunkt  dea  festen  KOrpers  geht,  and  also  in  Besag 
anf  keine  dnrch  diesen  Punkt  gehende  Linie  ein  Drohnngsmoment 
haben  kann.  Bei  der  Bewegung  in  einer  Flflssigkdt  wirken  Jedooh 
swd  Krifto  entgegengesetater  BIdititng,  deren  Angriffbpunkte  ver- 
schieden dnd,  nlmüch  im  Sdiwerpnnkte  des  Kftrpers  sdn  eigenes 
Gewicht,  im  geometiiachen  Ifittdpnnkt  der  hydrostatiseha  Anllrieb, 
wdcher  gleich  dem  Gewichte  der  TSidringten  Masse  ist  In  Besng 
anf  das  zu  Grunde  gelegte  Coordinaten^ystem  mOge  der  Schwer- 
punkt die  Goordinaten 


haben;  dann  hat  der  Mittdpnnkt  die  Goordinaten 

M  M    ^  M 


und  die  Drohungsmomente  in  Bezug  auf  die  im  Körper  festen  Achsen 
sind: 
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jf(ir+3n 

Die  Kotatioo  des  Körpers  um  den  CoordinätcnanfangspoDki gehorcht 
aUo  dem  durch  folgende  Gleichiugen  daigesteliten  GeeeU: 

Ol  f  -  ( A  -  Äi)»? + ^^M+M^  ("J'» - 

Durch  Gleichungen  von  derselben  Form  ist  aber  die  Rotation  eines 
schweren  Körpers  im  leeren  iiaum  bestimmt,  welchen  man  in  einem 
von  seinem  Schwerpunkt  verschiedenen  Punkt  befestigt  hat.  Wir 
haben  demnach  das  Theorem: 

„Der  Sdureqmnkt  der  mitgef&hrten  md  der  eigenen  Masse 
«iaes  in  einer  ediwenn  ineompreaaiblen  Hflasifl^eit  frei  bemglidnn 
idiweren  Kfiipen  von  rogelmfteeiger  Geetalt  aber  beUeUger  Ibeeen- 
Tttteilmig  bewegt  sich  wie  der  Schwerpunkt  dnea  fteten  Körpers  im 
leeren  Bnnm  in  einer  Parabel  Wibxend  aber  im  leeren  Baun  die 
Rotation  eines  festen  Körpers  am  seinen  Schwerpaakt  so  beschaffen 
ist  als  ob  gar  keine  inaseren  EriUla  wirkten,  rotirt  der  Körper  in 
der  schweren  FIflssigkeit  mn  den  genannten  Pnnlrt  in  derselben  Weise, 
wie  im  leeren  Baame  ein  gewisser  schwerer  Körper,  von  welohem 
ein  ?om  Schwerpnnkt  versehiedener  Punkt  befestigt  ist 

Fassen  wir  das  Gesagte  noch  einmal  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
dass  der  Einfiass  der  FIflssigkeit  auf  die  Bewegung  eines  festen  Kör- 
pers rogelmftssiger  Gestalt  in  ihr,*abgesehen  von  der  Modification  der 
äusseren  Kräfte  nach  dem  Gesetz  des  Archimedes,  anfgefasst  worden 
kann  als  eine  Vermehrung  der  Masse  nnd  der  Trägheitsmomente, 
verbunden  mit  einer  Verlegung  des  Schwerpunktes  and  des  Systems 
der  Haaptträgbcitsac.hscn.  Das  gilt  selbstverständlich  auch  dann 
noch,  wenn  der  feste  Körper  durch  irgend  welche  Vorrichtungen  an 
der  freien  Bewegung  gehindert  ist,  wenn  er  z.  B.  gezwungen  ist,  sich 
rotaüoDslos  in  gerader  Linie  zu  bewegen,  oder  wenn  er  sich  ledig- 
lich um  eine  feste  Achse  drehen  kann.  In  den  beiden  genannten 
Fällen  ist  sogar  die  Möglichkeit,  den  Einlluss  der  Flüssigkeit  auf 
die  Bewegung  des  Körpers  in  der  genannten  Weise  zu  beschreiben, 
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nicht  an  die  Bedingang  der  rüt^n.^im.lssigen  Gestalt  geknüpft,  soodoru 
gilt,  wie  Herr  C.  Neamauu  ^)  nachgewiesen,  bat  für  beliebige  Körper, 
sobald  Dar  vorausgesetzt  werden  darf,  dass  der  von  der  Flüssigkeit 
erfüllte  Ranm  einfach  zusammenhangend  isU  Es  mag  dorn  Verfasser 
dieser  Abhandlung  zum  Schloss  die  Bemerkung  gestattet  sein,  dass 
dasselbe  auch  noch  bei  einem  höheren  Grade  von  Freiheit  der  Be- 
wegung gilt,  nämlich  bei  der  Rotation  um  einen  festen  Pnnkt.  Wenn 
keine  äussere  Kraft  oder  nur  die  Schwere  wirkt,  so  ist  das  Prüblem 
der  ilotation  eines  bpliohigen  Körpers  im  wesentlichen  identisch  mit 
dem  entsprechcudcn  Prublüin  für  den  leeren  Kaum;  das  Yorbauden- 
sein  der  Flüssigkeit  bewirkt  einerseits  eine  Vermehrung  der  Träg- 
heitsmomente ond  eine  Drehung  des  Systems  der  Hanptträgbeits- 
achsen  fOr  den  Rotationsmittelpnnkt,  andererseits  nach  dem  Gesetz 
des  Arehimedes  eine  Yermindening  des  Gewichtos  nnd  eineYerlegnng 
des  Seliwerpniiktes. 

Berlin,  1887. 


t)  0.  NrawiBn,  BjdrodjnaBiselie  Unteiwidiiiiigmi«  Lnpiig  18$S.  pig. 
79  «nd  84. 
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Uoppt'.  Prineipien  der  n  dimensionaieH  Curventheori»» 


Prinoipien  der  n  dimensioDalen  GnrvenÜieorie. 

Von 

R.  Hoppt* 


§.  1.  AnordDnngoD. 

Die  Lage  eines  Punkts  variirc  mit  n  (vorbehaltlich  erklärter 
Bettünmüng)  uDabhäQgigen  Grössen,  die  wir  als  Coordinatcn  bezogen 
anf  n  orthogonale  Axen  auffassen.  Sind  diese  Coordinatcn  s&mtlicll 
Fnnctioneu  eines  Parameters,  so  erzeugt  der  Punkt  eine  Linie  «. 

B«i  Nonnlrnng  der  EfgenseliAfteii  dieser  Idnie  lassen  wir  mii 
von  folgenden,  in  der  BanmenrTentbeorie  gemaelilen  Erfaliningen 
leitet 

1)  Fast  alle  allgemeinen  Bestimmungen  lassen  sich  mit  An- 
wendung einer  einzigen  Coordinate,  welche  vermöge  ihrer  beliebigen 
Lage  alle  übrigen  vLTtrcten  kann,  zum  Ausdruck  bringen.  In  gegen- 
wärtiger Darstelluug  siud  auch  die  wenigen  Ausnahmen  vermieden. 
Wir  werdoii  jeden  Punkt  durch  eine  Coordiuate,  jede  Kichtung  durch 
den  Kichtuijgscosiuus  bezflglich  auf  eine  Axe  bezeichnen;  soll, 
wo  keine  Summationsgrenzen  dabei  stehen,  und  N  Function  von 
Grössen,  die  von  der  Lage  jener  Axe  abliaugen,  ist,  die  Summe  aller 
Analogen  bezQglich  auf  alle  n  Axen,  und 

I  i^iJVt,  ...  AW  1 

die  Determinante  des  Systems  bedeuten,  dessen  erste  Horizontahreihe 
allein  ansgescbrieben  ist,  während  die  übrigen  als  Analoga  daraus 
hervorgehen. 

8)  Die  Btomcorrentlieoile  hat  gezeigt«  dass  die  angemefnen 
Probleme  steh  sebr  Tereinfacben,  wenn  man  das  Bogendement  und 


L.icjui^L.ü  cy  Google 


tioppt;  Principien  der  n  dinunsionaltn  Curvtntkeorit* 


169 


mit  ihm  alle  I-iiieargrössen  vorerst  climinirt  Die  Elimination  voll- 
ziehen wir,  indem  wir  die  Curve  nicht  als  Ort  eines  variabeln  Punktes, 
Sündern  als  Eiuliülleude  eiut-r  TaDgcnteuscfiar  auffassen  und  die  Tan- 
genten durch  gleichgerichtete  vom  Anfangspunkt  ausgehende  Strahlen 
ersetzen.  Da  alsdann  die  actaellen  Taugenteu,  Normalen  u.  s.  w. 
nicht  vorkommen,  so  werden  wir  (abgesehen  von  einer  vorbereiten* 
den  Betracbtong)  der  Kttne  wegen  die  gleichgerichteten  Strahlen  ao 
nennen. 

3)  Gleichwie  in  der  Ranmcorventheorie  wenden  wir  den  Krttm- 
mnngswinkel  r  als  Parameter  an  und  bezeichnen  die  Differential- 
quotienten  einer  Function  N  nnch  f  dorch 

N',   N'\    ...  Ni^ 

Die  Grösse  r  ist  dann  der  vom  Endpunkt  der  Mf  dem  TuigeiitMi* 
strahl  abgetragenen  Strecke  =s  1  enengte  Bogen. 

4)  Es  Usst  sich  leicht  bemerken,  dass  alle  Ofieder  einer  Beihe 
schon  dorch  Anfimgs-  and  Endglied 

kenntlich  sind,  wenn  iV,  zugleich  als  allgemeines  Glied  aufgehst 
werden  kann.  Ist  g<l'>  hat  die  Keihe  kein  Glied,  und  ihre 
Samme  ist  nnU. 

f.  %  Osenlirende  lineare  Gebilde. 

Ein  Gebilde  H  ogculirt  in  7;tter  Ordnung  ein  Gebilde  A  im  ge- 
meinsamen Punkte  1\  wenn  ein  Punkt  auf  A  im  einfach  unendlich 
kleineu  Abstand  von  r  einen  uuendiich  kleinen  Abstand  mehr  als 
mter  Ordnung  von  J3  hat 

So  oacnlirt  in  1.  Oidnnng  die  Tangente,  in  3.  Ordnnng  die 
Sehmiegongsebene,  in  S»  Ordaong  der  SehmiegnagirMm  (ftr  4  IK« 
measioaen)  die  Corvey  weil  der  Nachbaiponkk  desBerflhmugsponkls 
auf  der  Oorre  bshw.  nn  eine  ünendHcbkleine  2.,  3,,  4  Ordmag 
von  den  genannten  linearen  Gebilden  entüBmt  ist 

„Die  osenlirende  lineare  mdehnung  ist  der  Schnitt  von  n — m 
(n — l)dehnnngen  einzeln  ausgedrückt  durch  die  Gleichungen: 

I  /    .  /(A-i)  1—«   /(HD  . . .  /(— 1)  1-0  (1) 
(1  — m,  ...        1)  (2) 

wo  l  den  erzengenden  Pnnkt  von  x  den  gemeiosamcn  Punkt 
von  «Mi  der  Corve  «,  und  f  den  Richtungscosinus  der  Tangente 
an  «  im  Pnnkte  «  beKeifihnel^'. 
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Um  dies  zu  beweisen,  sei  |,  ein  Punkt  der  Ctino  für  den  Bogen 
«4-^''  D^xiVL  ist  dessen  normaler  Abstand  von  der  linearen  (»  — 1) 
debnung  (1) 

hx  —  \f  ...  fc-«   ^^^-W  ...  /•<'»-i>  I :  AT  (3) 

wo  M  die  Quadratwurzel  aus  der  Qaadratsummo  der  Coefficionten 
der  Analogen  von  l^  —  x  bedeutet.  Entwiekeit  iiuuk  Ii  nach  den 
taylorschon  Satie,  so  erbalt  man: 

wo  i2  ein  endlicher  Hittelwert  von  bei  Variation  von  «  bis 

«4-^  '^wk  so  wird       «  von  der  Form; 


Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  in  Gl.  (3)  heben  sich  die  k 
ReibengUeder  als  proportional  den  vorhergebenden  Yertical reihen  der 
Detemlmuite,  und  es  bleibt  nur  der  Beet»  nftmlich: 


a+i)i 


Nnn  ist  nacb  der  Bestimmung  (2)  >  m>  folglicb  sämtliche  hx 
unendlich  klein  mehr  als  mter  Ordnung,  folglich  anch  der  Abstand 
von  und  soweit  tlberbanpt  die  genannten  i)dehiiiingen 
einen  mdehnigen  Schnitt  haben. 

Nachdem  hiermit  der  analytische  Anidruk  der  Oicnlirenden  lost- 
gestellt  ist,  verschieben  ¥rir  jSW  bei  unveränderter  Stellung  so ,  dass 
der  Punkt  0  in  den  Anfangspunkt  rückt,  nnd  bezeichnen  mit  der 
oecilirenden  linearen  mdehnung  Em  die  durch  die  Gleichungen 

I  f  ...  ^<f-«)|A*+*> ...         1-0  (A  -  es  ...  n-l) 
anagedrackte. 

Diese  n^m  Gieichongen  werden  eritUlt  durch  die  Werte 

e^r/,  ...  /(—W 

sowie  durch  jeden  linearen  Complez  derselben;  nmgekehrt  ist  Em 
bestimmt  dvnsh  die  m  Strahlen  /; ...  f^-^K 
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Liegt  irgend  ein  Strahl  in  Emy  so  hat  sein  Bichtangscoiiiilii 
Form 

«o  «I      «tai-»  Invarianten  beseichnea. 


S»  8.  Orthogonales  begleitendes  Axentyiten* 

Iimerfaalb  Em  gibt  et  auf  im  Anfitttgspunkt  nor  eine  be- 
lÜBmle  Normale  f  deten  Biehtangscoflinne  fm  uL  Bestimmt  ist  sie 
dadurch,  daas  sie  anf  den  1  fitnUen  /;  .../(«M)  senkrecht 
steht  Die  BMÜDgungen  sind  also  einerseits: 


£ffm^^\  ...  «>/»-0  (4) 

saditurseiU,  sofern  sie  in  Em  liegen  soll: 

X—fn—\ 

if«./«-   £  ^/<^)  (6) 
WO  Mm  sich  durch  die  Bedingung 

1  (6) 
IrfliÜmmt,  nachdem  aber  den  wülkflrlichen  Factor  der  Ä  TerAtgt  Ist 

Fuhrt  mau  den  Wert  (ö)  in  die  Gl.  (4)  ein  und  setzt 

eu  -  Sf^^f^)  (7) 


so  erfallt 


AssO  JM> 


FOgt  man  in  diesen  m— 1  Gleichungen  als  «ite  die  Gl  (5),  so 
gibt  die  Auflösung: 

...  / 


Mmfm 


« 


fM-l^  ...  «n-ltM-S  /<*~^1 


Identificirt  man  diese  Gleichang  mit  Gl.  (5),  so  drückt  sie  die  Werte 
von  Ai,m  in  Unterdeterminanten  ans.  Von  diesen  Coefdcienten  haben 
die  swei  letzten  besondere  Bedeutung.  Sei  deshalb 


Km^ 


•  •  _ 

■  • 

fa-1,0  ...  ^m-^m-X 
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m 


Gm  — 


0aiiB  lit 


^-a«0  ...  9m~tm-9  9m~%m^l 

90,0      ...  ^,«1-«  ^«-1 
•  ■ 

.  mm 
•  •  • 


^  -l^iii— 1 1   -All— ™  —  Mm 

Kach  Gl.  (6)  bat  ipan  zur  BestimmoDg  von  Mmi 


Die  Ol.  (8)  and  (9)  geben: 
£ 

folglieli  Sfll 


V\        ^      (0  (x<m-l) 


(11) 


(12) 


(IS) 


(Ii) 


(15) 


Der  Strabl  /m  steht  als  Normale  von  Em-i  auf  den  Strahlen 
/s>  .  • .  senkrecht  Die«  sncceesife  auf  /„  /„  ...  A  angewaadt 
ergibt,  daas  die  n  StraUes  /'s /j,  A,  ...  ein  orthogonales  Syitem 
bUdflo.  Wir  nennen  dasselbe  glelcbwie  in  der  Banmconrentheorie 
das  begleitende  Axensystem,  den  Strahl  fm  die  mte  begleitende  Axe, 
so  dtM  /t  die  Tangente,  /,  die  Hanptnomale,  4  die  Blaormale, 
die  Trinonnde  n.  s.  w.  dtntellt. 


§.  4.   Differeotialf ormel  far  dio  Richtnugscosinas 

der  begleitenden  Axen. 

Differentiirt  man  Gl.  (5J  nach  r,  so  liät  das  Eeeultat  iüeForm: 

/V-^'"ba/(«  (16) 


nnd  der  letzte  Coefficient  den  Wert: 

Mm    ~  Mm 


(17) 


Nnch  GL  (9)  iai 

Mm  Sfi^^^fm  -  Mm  (18) 
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IMferentürt  man  die  Gl.  (4)  aeb«t  dieser,  so  kommt: 

^0  (s  —  O«  ...  M«2) 


und  zwar  ist  oocb  Gl.  (4)  (18) 


imd  sei 
Dum  hat 


(s  SS  m^S) 
£  für  »  — m— 1 

0     (»sO,  ...  w8) 

Am 

Zn  diesen  m  Oldcfannsen  konmt  als  (M-f*l)te  die  OL  (16); 
ist  die  CoeffideDtendetarminaate  naeb  Gl.  (9) 

and  die  Anflösvag  des  Oleidmags^yiteois  lantet: 

fS.»-S      aOk»-S       fSkw-l  / 


(19) 


pX^lß  1..  fA-l^-S  9A-l.«i-S  QX^lM'l  f^^^ 
0       ...  0  ü 

p;.fi.m-2   t>Äfl.ji»-l  /"'HW 


das  ist  f ür    »  f»  nach  61.  (17)s 


Mm 

0Si*— t    9M-a  Ml»-! 


^«•-1,0  ...  Qm-l.m-i  ^w-l.m-a  /^**~*' 

Km 


...  0 
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WO 

AWÄ-     i  :         :        :  (21) 

^■•-1.0  ...  Qm-\,m-Z  ^-4mi»-1 

gMetst  ist,  und  Fm  dnreli  die  Oleichoog 

all  Bichtnogaeodiiiis  etam  StndüM  bMtiiiimt  werden  aoU. 

Multi|iUcirl  mau  Gl.  (20)  mit  /m,  sü  gibt  dit)  Summe  der  Ana- 
logen: 


und  dft  uflh  Cn.  (21)  (11) 


äZä.F«-^^'^"^  (28) 


ilt: 

X--Ä,(~y  (24) 

Jettt  lautet  Gl.  (20): 

Vorn  Strahle  F^ist  üinorseits  aus  Gl.  (21)  zu  ersehen,  dass  er  auf 
den  Strahlen  /",...  uDd  /  mithin  auch  anf  denjenigen, 

deren  Kicbtatigscosiuus  lineare  CornplcTc  derselben  sind,  senkrecht 
Steht  Solche  Complexe  aind  aber  nach  Gl.  (4)  /i, /t»  •••  /«-s* 

Aadnnelta  leigt  Gl.  (4),  dan  die  StnUen 

/mfl,    ...  fn 

9at  aUeii  StnUen  leakreeht  stehen,  deren  BichUmgieorinBS  Bneaie 
Gömpleie  von 

A  /\  ... 
sind.  Hitliin  aiieli  anf  dem  StraUe  Fm, 

Demnach  steht  Fm  auf  allen  begleitenden  Axea  senkrecht  aoaser 
fm  und  /m-1.  Folglich  hat  es  die  i^'orm 

Fm  »  ^fm+ßfm-^l 

WO  die  InTariantan  «,  /I  die  Gleicliuig 
erfüllen,  und  zwar  erhält  man  einieln: 
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Ectwickelt  man  fm  und  fm-i  nacb  Ol,  (5),  so  kommt: 

Mm-i  Nmß  -i '^i*  AX^-I  Nm  Sf^^Fm  -  —  Am^^l  Km 
Ä— 0 


also  uach  GL  (13); 


daiher  wird 

und  nach  Gl.  (25) 

■ 

oder  nach  GL  (15> 


Bei,  um  nachtrtglieh  Nm  m  berechnen. 


NmFm  -  ,  ^    Ca/«*)  (2») 

dann  ist  O  als  Coeifidettt  Ton  /(*)  In  61.  (31)  bekannt,  ans  welchem 
man  ersieht,  dass 


ist  Daher  wird 


x=m— 1  Ä=m— 1 
Nm*  ^  IKNmFm)* £       ^  CmCJlQm^ 

--CL-sir«=ö«.iU  <W 

und  nach  i:.iü8cUuug  der  Werte  von  H!»,  Mm^u  -W»  In  OL  (27) 

Ilm  fm  —  VK^  Xmit/l-l 




woraus  beiläuüg  die  Identitftt: 
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Sei  ferner  zur  AbkOrzang 


(36) 


(34) 


und  sw«r  Ist  Ist  =  0.  MultipHcirt  man  mit  fm  nod  sammirt 
von  11t  «>  1  an,  so  kommt: 


In  der  Raumcorventheorie  werden  die  Krümmungen  durch  die 
Contingpnzwiukel  der  Tangente  und  Scbmiegungsebene  gemessen 
Will  mau  diese  osculirenden  linearen  Gebilde  J^'i,  durch  ihre 
Normalen  ersetzen,  so  zeigt  sich,  dass  die  Normale  der  Tangente 
nur  dann  gleiche  Winkel  mit  dieser  enüugt,  wenn  sie  sich  längs 
der  Schmieguügscbtjuo  bewegt.  Die  liaupluoniiale  eutspricht  dieser 
Bedingung  nicht:  indem  sie  sofort  aus  der  Schmiegungscbenc  her- 
austritt, bildet  sie  eiocn  andern  Coutingenzwiukel,  nämlich  den,  wel- 
cher die  Totalkrümmuug  bestimmt.  Für  ebene  Curven  sind  beide 
Winkel  gleich,  weil  die  osculirende  Ebene  fest  ist.  Ebenso  erzeugt 
die  Normale  der  Sohmiegungsebene  gleiche  Winkel  mit  letzterer,  wei 
der  osenlirende  Banm  fest  ist 

Wenden  wir  dies  auf  Curven  in  der  festen  linearen  n  dehnung 
an,  deren  osculirende  lineare  Gebilde  £|,  ...  £„-1  variabel  sind,  so 
haben  wir  zwei  Begriffe  zu  unterscheiden:  Krümmungen  schlechthin 
tmd  Totalkrfimmnngen,  welche  wir  nnn  folgendermassen  definiren. 

Deviation  des  Strahles  fm  heisst  der  Winkel  zwischen  den  Nor^ 
malen  anf  der  oscalirenden  linearen  (m— l)dehnnng  JEU-i  nnd  ihrer 
Coaseentiven  inaerbaib  Em,  Sie  sei  bezeichnet  dnrch  dru-i.  Die  Grossen 


hdflsea  die  mte  ErOmmung,  das  (ni-*l)te  KrammangSTsrhiltniss, 
der  mte  Kramnmngswinkel. 

Der  Contingonzwinkcl  des  Stmliles /■„,,  d.h.  der  Winkel  zwischen 
dem  Strahle  nnd  seinem  Consecativen,  sei  bezeichnet  durch  dam^i» 
Die  Grossen 


(36) 


§.  5.  Krümmungen. 


a*'  dt 
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Ob 


heilten  die  inte  TotalkrOmmtiiig,  dae  (m—  l)to  Totalkraminiiiise* 
T«rlifllUites,  der  Mte  TotalkrQmiiiiDigBwinkel. 

Ks  ist  nun  zuerst  die  Deviation  von  fm  als  Winkel  zwischen 
den  zwei  Strahlen 

fm  und  /M+^dr 

ni  befeebaen.  Sofern  letiterar  in  £m  Uegt,  nnsB  eeto  Bletitiiiig»- 
oosinoB  die  Form  (5)  babeo.  Han  kann  daher  aetaen; 


Dann  gibt  die  Qaadratsnmnie  der  Analogen: 

jr=fn— 1  X^m—\ 

woraos,  da  der  Wert  von  Mm^  bekannt  ist: 

Mmnm  —  ^m^xKm  (S8) 

Die  zweite  Bedingung  ist,  dass  der  Strahl  fm-^fm^  auf  den 
Consecativen  der       1  Strahlen 

f{i^  (fisQ, ...  »— 8) 

d.  i.  auf  dea  Straiiieu 

senkrecht  steht  Es  muss  alsu  sein 
^  j 

A=m-1 

—  at  2;  (i*  — 0, ... »— 2) 

das  ist 


Eine  mto  Gleichung  erhält  man  ans  (37)  nach  Snbtnetlon  dei  von 

9t  freien  Teils,  n&mlich: 

Ank.  4«  Mfttk.  a.  Fh|i.  S.  a«ik^  TtU  TL  1* 
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und  nach  AnflöBang  des  System»,  dfiMwi  Coeffideiiteiidetoniiiiiaiito 

—  Mm  fm  ist: 


*  *  • 


•  •  • 

das  ist  fttr  A    m  ^  1 

Nach  Gl.  (30)  aber  ist 


wofani: 


Demnach  ist  die  De?iation  von  fm 

nnd  das  (i»--l)te  Krümmungsverhäitniss 


(39) 


(40) 


(41) 


Fuhrt  man  aeien  Wert  in  die  DifferenUalfomel  (28)  ein,  so 

lantet  sie;           ^        .     r,  ^     ^  /io\ 

nnd  nm  Antoig  nnd  Ende  der  Beibe  tichtbar  n  machen: 

Bft  /fön 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 
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ergeben  sich  nach  der  Formel 

die  TetelkrtnmmigpverhftltiaMe: 

«W-T«'»+T„-i«  (43) 

eiazela : 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

o&d  ia  iiivereer  is^ntwickelaog : 

t'JlZlf^     (_l)m-i-.l  g'j^t  (44) 

wofMis  zwischen  aUen  XotalkrAmniiiiigeii  die  ßelation  berroigeht: 

(-lyejk'i-o  (46) 

IssO 

Die  Formel  (42)  stimmt  mit  der  in  der  Theorie  der  dreifkch 
gdoHramten  Conren  (Gnin.  Areh.  LXY.  p.  337  Ol.  (ü})  anf  anderm 
Wege  hergeleiteten  flberein.  Dass  sie  für  jede  Dimensionssabl  gilt, 
ist  erst  jetzt  bewiesen. 


f  6.  Bednction  der  InTarianten. 

Die  n  n  Invarianten  (fM,k  reduciren  sich  zanftchst  wegen  qkJl^qKm 
anf  inin+lh 

Femer  erhalt  man  dnrch  DUferentiation  der  Gl  (7),  wenn  man 
der  Kurse  wegen 

seist: 

^(»)=  (2Ä)*^»fik  +  2   £   (2h)xQk^kjt^u-X  (46) 

g^V^ii)  ^2£  (2A+l)A^44.jU+«M-i-A  W) 

Diese  2  Relatioen  reichen  hin  das  in  das  Quadrat  geordnete  System 
(10)  anf  die  n  Werte  der  positiven  Diagonale  nnd  deren  Diffcrential- 
^aotienten  linear  zorttcksnfahren.  Die  erstere  Formel  enthält  nnr  q 
von  gerader,  die  letatere  von  nngerader  Indexsnmme.  Die  AnflOsnng 
des  erstem  Gleichnngsqrstems  lautet: 
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Zum  Beweise  setzen  wir  üttr  den  DifferentiAlqaotienten  den  Wert 
(46)  ein,  dann  kommt: 

+  2        (2X)^^*-f:*-H/'.  i+Ä+A-/*} 


Nun  ist 

AspO  xssO 

Xa«  As» 

x=0    A—0,x -/<-/[» 


also  der  Coefficient  vou  a^'-/* 
insbeiondere  ittr    =  0 


(-A)A(A)A-0  (A>0) 

A=0 

memach  wird  GL  (48)  identisch  er£DUt 

Ans  der  Lösung  von  GJ.  (46)  ergibt  sich  leicht  die  von  Gl.  (47).  Sei 

woraos  dnrcli  Differentiation: 
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Fllirl  man  nir  Lisken  die  Werte  eu  Ol.  (48)  ein,  lo  ergibt  sich : 

pemoacli  ist 

Ferner  siud  dio  folgenden  Aui'augüwertc  bckauut. 

TebeUe  ftr  f 

Ol     2  3 


0 
1 
9 

3 


10-10 
Ol  0 
-1  0 
0 


J^-l5  Mt^l  (51) 
niin  t"^  t'^^  ...  t^m-i  gegeben,  und  mau  setzt 


M  Wird  oach  Gl.  (41) 
dftber 

odv  divoct 

Km  -  (^«•-«T't«^«    .  «'i»-!)«  (63) 

Ferner  lässt  sich  GL  (10)  schreiben: 

Km  -  Km-\  ^1  +  ^  (53) 

we  ans  Elementen  besteht,  deren  2  Indices  eine  Siuniiie  <2»^2 
bte,  die  ticb  «ftmtUich  aaeh  GL  (48)  (50)  Mf 

^    ^1»  fi^2 

nd  deren  DttSBnatialqnotieiilan  redudmi  laieen.  Sind  also  alle  K 
Ins  JT»  und  «De  Elemeate  der  Diagonale  bis  p«_2  bekannt,  so  er- 
gibt sich  9m-\  dnreh  GL  (53).  Die  Toraosgesetzten  f  aber  erbilt 

mau  soccessive  durch  die  Gleichungen 

—  Ä,ei 


Bas  fiesnitat  iantet: 
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Hoppe;  Principien  der  n  dunensionaUn  Curventheorie. 


Dtirs'h  die  Krümmungsvi  rlialtuissc  bis  x'm-i  sind  alle  Elemente 
der  iJutciniinante ,  welche  A,r,  ausdrückt,  bcstiinnu  uud  labaeu  sich 
nach  den  GL  (0:i}  (53)  (48)  (ju)  daraus  bereciiueü. 


§.  7.  Garven  eonstaiiter  KrIlmmiingsTerhäitiiisse  und 

coDstanter  KrflmmangeiL 

Sind  alle  »—2  Krammaogsverliftltniflse  V,  constant, 
80  sind  nach  f.  7.  auch  alle  ^,  mithin  alle  Coefficienten  A  constaat 

Sei  nuu  die  lineare  (n — l)dchiiung  -E»,-!  fest,  mithin  die  Cur%'e 
nur  (n — 2)  fach  gekrümmt.  Daun  kann  man  deren  Normale  zu  einer 
Coordinatenaxe  nehmen,  während  die  n  —  l  übrigen  in  Am-i  fallen. 
Diese  Normale  liat  aber  die  Richtung  des  Strahles  /h;  folglich  eiad 
alle  Analogen  von  fn  bezüglich  auf  Axen  innerhalb  £n^i  null,  aod 
Gl.  (9)  iat  nach  Sabstitation  Yon  n  Kür  m  homogen  linear  in 


Hier  ist  indes  n  die  beliebige  Diinensionssahl,  die  der  gansen 
Bechnang  zagrande  liegt.  Man  kann  dalBr  aoch  n+l  schreiben. 
Dann  gebt  die  Annahme,  dass  En^i  fest  sei,  in  die  arsprQngliche 
Voranssetznng  dner  festen  linearen  «dehnung  E»  aber,  nad  die  Spe- 
cialisimog  ist  keine  mehr.  Wir  haben  gemflss  Gl.  (9),  worin 
m  —  n+l  za  setsen  Ist: 


(0^  ...  «Okii-l 

■  m 

•  • 

Pm— 1,0.-.  (fu—l» 


1 


u 


(54) 


nod  da  nach  GL  (48)  (60)  für  constante  p 


ist; 


(55) 


Po    0— ^,  0  .../ 

0    Pi  0  ...r 

-Pi  0  ^  0  ...  r 

0  -P,  0  ^  .../• 


=  0 


fn) 


An  dieser  Gleichung  bemerkt  man,  dass  der  Coefficient  jedes 
^(H-ii-i)  xmW  ist  In  jedem  Terme  der  Entwickeluug  einer  belie- 
bigeu  Dotoriniuante  i  g^.).  '  ist  nämlich  die  Summe  der  ludiccs 
Xü-j^^l  oino  gmde  Zahl  Ihtt  non  an  die  Stelle  Ton       wie  in 
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(54)  f^*\  80  miu8  fBr  ungerades  n — n  aneh  mindestens  ein  Element 
jedes  Tenns  der  Unterdelerminnnte  eine  angerade  ladexsnmme  habeni 
d.  L  nach  61.  (55)  null  sein,  woraas  das  Gesagte  folgt. 

Hiernach  wird  Gl.  (56)  ftir  gerade  n  —  2v: 


99  0 

0  e» 


— Pl 

«  •  • 

«  •  . 

Ar  nagende  n  —  2y-|- 1: 


0  / 
...  (-1)'+!^  0 
0  /" 


-0 


(57) 


Po 

0 

— Pl 

...  ü 

0 

H 

0 

0 

— Pl 

• 

0 

• 

Pt 

• 

...  (—D^+i  0 

• 

0 

• 
• 

0 

0  /<^^> 

(58) 


Die  volMndigen  Integrale  beider  Oldcliiingen  sind  ?on  der  Fonn 

vo  die  C  ganze  Functiouon  von  t  oder  coastant,  die  A  coiiäLaut 
uud  durcli  bekaoote  GleichuDgeu  bestimmt  sind. 

Da  nnn  /  die  Grensen  ±1  nicbt  abersdireiten  kann«  so  kdnnen 
^  A  nur  rein  imaginär  oder  nnll  and  nngleich,  die  C  anr  coastant 
aein.  Sei  j1  *  ±iia;  dann  sind  die  «  dir  gerade  » Si^  die  Wnr- 
xeln  der  Gleichang: 


Po  0 

-P*        ...  0 

1 

0  p, 

0           ...  (-!)»+»#, 

0 

— Pl  0 

•  * 

H  0 

• 

-«» 

• 

• 

=  0  (5d) 

•  • 

(-i)'+*p.+i ...    b  (- 

ftr  allgerade  n  =  2v-|-  i  diu  Wurzeiu  der  Giciciiung; 


Po 

0 

— Pl 

0 

(60) 

0 

9i 

0 

0 

1 

0 

P* 

(-l)H4^l 

0 

0 

0 

0 

-«« 

• 
• 
• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
• 

• 

0 

(-1)'+»P,+1    .  .. 

0  (- 

-l)»'a2» 

0  (- 

0 

Pa» 

0 
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Die  IntegratiaiMcoiisUuiteD  C  mflsaea  der  Glelchuug 

entaprecben.  Doch  genügt  es  eiii  spcciellcs  System  \  on  n  n  Werten 
der  C  aufzustellen,  da  die  allgemeine  Lösung  durch  CoorüiDaten- 
transformation  daraus  hervorgebt.  In  oiufaubster  Form  können  wir 
setzen  für  n  =  2t/ : 

fssexcoa(ax%)^    exm{9it)  (Issl«...  ir)  (61) 

f^cQ,   cxcosiax  t),      cÄsin(«A  t)   (A  =  1,  . . .  v)  (62) 

und  die  Bediogimg 

«1*+  ...  c»*  —  1,  resp.  V+  ...  ct*  =  1 

dorcli  beliebige  Anordmug  erfliUeii. 

Sollen  nun  sämUicho  Krüiumungen  constant  sein,  so  kommt  bei 
nnvorändcrtcr  Bestinunnug  des  begleitenden  Axensjrstems  nur  noch 
die  Gieichong  binza: 

»  r  <->  const 

und  man  erhttt  die  Goordinatemrorte  bsbw.  Hbr  geiade  und  mge- 
ride  ni 

«  —  ^sin(«jii),  ~^cos(aAT)  (63) 

m^rcot,    —  8in(«A»),  — ^cos(«a»)  (64) 
1  —  1  ...  V 

Kiuo  Carvo,  deren  erste  m  Krümmangen  constaut  uicht  null, 
deren  ttbrige  Krümmungen  null  sind,  beisse  Spirale  mter  Ordnung. 

Eine  Spinde  mter  Ordmuig  (für  m  <  1)  ist  nv  ein  Speebd- 
MI  einer  Spinle  («— l)ter  Ordnnng,  in  den  dieselbe  flbeigebt, 
wenn  man  Em^i  fett  annimmt,  wobei  ^m^u  ^»-i  ▼encbwindcn. 
Das  (?oordinalenaxeniystem  behalt  beliebige  Stellnng,  docii  lasaea 
sieb  fn-l-l  Am  in  £»f  i  legen  and  so  die  abrigen  Goordinatan  en^ 
bebriioh  maeben. 

Eine  Spirale  jeder  Ordnnng  ist,  wie  die  Gleichung  zeigt,  sich 
selbst  in  allen  Teilen  congment  nnd  la^t  sieb  in  sieb  selbst  Yer- 

Eine  Spirale  mter  Ordnung,  welche  mit  einer  Curve  «  einen 
Fonkt  und  in  dieeem  alle  begleitenden  Axen  and  alle  KrOmmongen 
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bis  zur  jnivn  gemein  hat,  hcisse  rnte  Krümmungsspiralo  von  s  für 
jeueo  Punkt.  Sio  repräsentirt  demnach  die  m  ersten  momentftnen 
Krauuniuigoii  Yon  #  durch  ihre  coostaaten  Krümmopgea. 

Die  Aufgabe  der  GoDstmetioii  aller  ErflmmiiDgsspiraleii  einer 
gegebenen  Corvo  fflr  jeden  ihrer  Pankte  ist  im  Vorstehenden  ge- 
löst: man  hat  erst  aus  den  Krümmungen  der  gegebenen  Curvo  nach 

f  6.  die  (),  aus  diesen  die  a  zu  berechnen  und  diesen  gemäss  die 
Spirale  zu  bestimmen,  endlich  die  Spirale  iu  die  erlorderliche  Lage 
lü  bringen. 

IKe  Bestimmiiiig  der  «  ergibt  Ar  die  kleinsten  DimeniionnaUeii 
Fo^endei. 

Fflr  »  -  2  wird  Gl  (63)  : 

wonu  als  Spirale  1.  Ordnung: 

««•rcosT,  rsint 

dss  ist  ein  Kreis. 

Für       3  wird  GL  (64): 

Ilonas  als  Spirale  2.  Ordnung: 

du  ist  eine  Schranhenünie. 
Für  »  — 4  wird  Gl.  (63): 

^  ±«if  ±«i  die  Worzeln,  so  wird  die  Spirale  3.  Ordnung: 

r  r  > 

as  —  -  C08Ä8in(«iT),  —  -  co8/3co8(«,  t) 

^  sin  /}  8in(crs  «),  —  ^  sin/S  coi(t^  t) 

Jede  dieser  Spiralen  Iftsst  sich  auch  als  Krünnnuugääpiralo  einer  be- 
liebig mehrÜELch  gekrümmten  Corve  verwenden. 
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XI. 

Zur  Theorie  der  Schliessungsprobleme. 

Von 

Eail  Oekitiahaat. 


Die  aus  der  Yerbindang  der  elliptiBchen  Integrale  vad  Fune* 
tiooen  bervorgciieudeu  Scbliessuugstbeoreme  gewlonen  ein  tun  flo 
hOiiere»  ^teresse,  als  jeder  zar  Erforschang  dieser  eigenartigen  Ge* 
büde  eingeschlagene  Weg  neoe  Geeicbtspuukte  eröffnet 

Der  hier  gewählte  Weg  nimmt  seinen  Ausgangspunkt  von  der 

auf  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Art  sich 
beziehenden  Relation  von  Lagrange,  da  ihre  die  Amplituden  dieser 
Integrale  euthaltendeu  Ausdrücke  Productc  von  Wurzelwerten  be- 
stimmter Gleichungen  darstellen,  welche  jene  Relation  in  eine  Kegel- 
schnitts- oder  höhere  Gleichim^'  trunsfui miren.  Die  Ausführung 
dieses  Grundgedankens  fuhrt  auf  manche  bemerkenswerte  Beziehungen 
namentlich  confocaier  Ellipsen,  sowie  auch  zu  einer  neuen  Metbode 
der  Kcometrischeu  Addition  der  elliptischen  Integrale,  welche  viel- 
leicht einige  Aufmerksamkeit  verdient.  Da  die  Integrale  der  Pendel- 
bewegung sich  zwanglos  in  der  Untersnchnng  verwenden  Hessen,  so 
bal)eu  wir  sie  in  den  Kreis  der  Schliessaugstheoremo  hier  anige- 
noromen. 

I. 

Ban  Punkt  in  der  JGbeno  einer  Ellipse,  deren  Gleichung 
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ist  sei  durch  die  Polarcoordioatxu  E(a)  bestimmt.  Wir  ziehen  die 
beiden  TaogcuteQ  an  dio  Curve  und  bezeichnen  die  Coordinaten  der 
Berührungspunkte  Tormitteiat  £infÜbraog  der  excentnsctada Winkel 
9  aUgemein  dnrcb 

Da  nan 

^^Bnflf  ^  HB     —  sf;'-^  ^   ■ 

^  X — iZcosa 

iat,  80  erhält  man  durch  EiiiBetzeii  obiger  Snbstitaüonea  ans  leUCer 
Formel  die  Beadefanng 

also  die  Gleichung 

S)  i^ü^ooso*— a*)tg9*+a»A*am9«tgq»+a>(JZ^Bin«s— a>)«0 

Da  Ausdrücke  wie  sin  sin  fp^i  cosyjCosy.  sitäter  häufig  zu  berochueu 
siad,  ao  bemerkeii  wir  hier,  dass  aoa  der  Gleichung 

«tg9*^5tg9+tf  —  0 
die  genamiten  Formen  ins  folgenden  BeUtionen 

sieb  ergeben*   Aus  diesen  oder  auch  den  nachfolgenden  Gleichungen 

(a*8ino*4-^cosa*)fiiii9*  -^2-^  cosa.siu^  +       —  a*8iüa'  —  0 

a  '6* 

(a^dna*+d'C0Ba')G089*-*2-^  sin«.  C0B9+-^s — A*COi«*  —0 
finden  sich  demnach  leicht  die  Formeln 

—  a'sina' 

-^-*«coea« 


Bai  genannte  Additionetheorem 

nott  anf  der  Fonnel  von  Lagrange  oder  Eoler: 
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C08  9i0089t78inip|Siii9^^(a)  —  cos« 

und  dor  Zweck  nnscrcr  UntersnchangOQ  gründet  sich  auf  die  Snb- 
stitation  der  obigen  Fonneii  von  sin  9)  cos  (p  etc.  in  diese  Relation. 
Daraus  gebt  eine  Polftr^eidinng  fftr  Ria)  hervor,  deren  Cnrve  die 
Eigenschaft  b«sitxt,  dus  die  von  jedem  Ihrer  Pnnlcte  an  die  Ellipse 
gczogeuen  Tangenten  in  Ihren  den  Bertthmugsp unkten  entsprechen- 
den ezcentrisehen  Winkeln  |der  Fnndamentalrelation  genügen.  Wir 
betrachten  hierbei  den  Modnlns  k  nnd  die  Amptitnde  als  Im  all- 
gemeinen oonstante  Grossen. 

Die  Endgleichaog  ist  nan 

8)  MJI%08a*+(aV— a»JlHio««)Jtf— («•li%in«'4-6*iI^M»a^ 

und  stellt  in  der  hier  !^cw?ihltc!i  Form  cino  Ellipse  dar,  auf  welche 
Gurve  wir  iina  im  Fulgcii  beschränken  werden  Für  die  üyperboi 
Wäre  einfach  das  Vorzeichen  von  Ja  umzukehren. 

Veber  Ifl  steht  die  Yerfilgung  frei,  demnach  kAnnea  wir 

setsen,  welcher  Wert  geometrisches  Interesse  hat 
Die  EUtpsengleiGhang 

1+CO80  ^a-|-C0Sa 

welche  wir  abgekürzt 
chreiben^  hat  nun  die  Eigenschaft 

woraus  folgt,  dass  beide  Ellipsen  confocal  sind.  Da  sich  ans  dieser 
Eigenschaft  manches  Bemerkenswerte  entwickehi  UM«  so  wollen  wir 
bei  diesem  Specialfiai  von  coafocalen  EUipsea  etwas  verweilen. 

Wir  kftanea  die  Amplitude  ir  anf  folgende  Weise  bestimmen: 

Man  setze  in  der  Gleichung  F »  das  entsprechende  X  findet 
man  leicht  durch  folgende  Formel  aosgedrflckt: 
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Wegen 


hat  man  aach 


und  da 


a*  l-{-C08tf 


80  folgt  durch  Halü^cation  der  letzten  Formeln 


d.  i.  wegen  A*—B*=c* 


^  ,  ,      A*  A^  —  a* 


Cosa  — 


J9^ 


—  2A^c'-\-A^-\-a*f 


Am  dea  Axea  iwaier  ooaföcalen  Kttipien  haitimmt  aidi  dem- 
nach in  vorBtehender  Art  die  AmpUtode  welche  vennittelBt  5} 
ieleht  constmirt  werden  kann.  Beschreibt  man  nftmüch  nm  die  L 
EUipee  den  einechlieeaenden  Kreis  vom  Badios  o,  so  ergibt  sich  ans 
dem  Dreieck  Oaae  sofort  die  halbe  Amplitude.  1 

Bemerkt  man  ferner,  dass  för  die  Lage  des  oben  gewählten 
Punktes  XY  d.  i.  Xh  eine  Amplitude  ip  versch windet,  so  wird  die 
zweite  za  welche  mau  hndet,  wenn  von  dem  genannten  Punkte  die 
zweite  Tangente  gezogen  wird. 

Da  jede  Tangente  an  die  1.  Ellipse  die  nmschUessende  confocale 
2  mal  schneidet,  so  können  von  dea  neaen  Dorchschnitlspankteii 
wiederholt  Tangenten  gezogen  werden.  Wir  wollen  annehmen,  dass 
das  entstehende  Polygon  sich  nach  ein-  oder  mehrfachen  Umläufen 
schliesst.  Die  analytischen  Bedingungen  für  den  ersten  Fall  sind 
nnn  bekanntUcb  an  folgende  Relationen  geknüpft: 

Für  ein  «  Ecii  bat  mau,  wenn  man  beachtet,  dass  der  (n^-ljte 
Berührungspunkt  mit  dem  uiäten  zuäammcnfiällt 
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6) 


aud  da 
to  reraltirt 
«oranB 

abo 


■ 


Um  ciiiige  Anwendungcu  zu  geben,  wollen  wir  n  ■=  3  setzen, 
und  haben  demnach  diu  Bedingungsgleichung  zu  suchen  >  unter  wel- 
cher das  Tangentendreieck  der  1.  Ellipse  zum  Sehueudieieck  der  2. 
confocalen  wird. 

Zmiftchftt  ist 

Setzt  mau  uuu  in  der  Dofinitiousgleicliuiig 

cnttcnv— aniifflivdiiCti-f-v)  =cii(ii-|-v) 

u  =  o  -=>  |isr 

.«0  erhält  man 

eni^s— 8ii|JC'diif  J[  —  enf  J£ 

Man  kann  die  Werte  von  caa,      leicht  berechueo,  sie  siud 


^Mic  Ä^— 

■0  dasi  dv«h  diese  Formeln  die  obige  Gleiehaiig  flbefgebt  in 
ond  eetst  mnn 
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a 


so  ergibt  sich 

Die  LOenng  dar  Aafgabe,  zo  einer  gegebenen  Ellipse,  deren  Ez* 

eeatricit&t  darch  ^    ^  li>^*tünia^  zweite  confocale  zn  finden, 

von  der  Elgenechalt,  daas  das  dem  eraten  nmbesehiiebene  Tangenten- 
dreieck zum  Sehnendreieck  der  zweiten  wird,  hängt  von  der  Auf- 
lösung einer  biquadru tischen  Gleichung    ab,  derou  eine  Wurzel 

M  •=     die  groeae  Achse  der  gesuchten  Ellipse  bestimmt  Zar  Anf- 

lösuug  der  obigen  Gleichung  bemerken  wir,  dass  die  quadratische 
Invariante  gleich  0  ist.  Der  Wurzelwert  ist  demnach  leicht  zu  be- 
rechnen. Uebrigeus  kann  noch  eiuc  audero  Gloichung  eingeführt 
werden,  wenn  man  die  obige  als  dio  Gleichung  der  Wurzelquadrate 

der  neaen  ansieht  FOr  0  ^  j  folgt  nimlicb,  wie  leicht  nachzu- 


weisen ist, 
Setxt  man 
10  folgt 


Nimmt  man  it^  »  }  an,  bo  wird  sehr  einfach 


Wir  benutzen  ftr  den  vorliegenden  Fall  das  Additionatlieorem 
der  elliptischen  Integrale  der  2.  Art,  nm  eine  Relation  al»oleitea. 
Wir  liaben  der  Reihe  nach  znnächst  allgemein 

15(1)  —     )  =*       — ib* sittir sin tpi sin 

—  £(2)  =  E{a)  —  k^Bui  ö  siii  q)^  bin  gpj, 

^4) — ^  £{0)  —  ib'sin  a  sin  9«  sin  (p^ 


8) 


Bfß}  —  JS(«-i)  —  JSitf) — l^sio  sin  pm-\  sin  ^ 

£(»+1)  —         =  E{a)  —  fc*  sin  ö  sin  9«  sin  g>n  f  i 

£(«f  I)-  JS{u    —  l^sin  tfXsiD^isin^t 

Vfid  da 
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worin  E  das  ▼ollsaiidi^  brtagral]  und  demnach  4E  der  Umluig  der 
Ellipse  iBr  a     1  Iii,  10  folgt 

Hieraus  geht  hervor,  dass  2^8m(fiiiü(p^  eine  couätaüle  Grösse  ist 

Man  bat  also,  da 

sln^^-i »  dn^ 

...  siu^N-iBin^M+Biii^siiifi  —  C 

Diese  Relation  zwischen  den  Amplitnden  der  Integrab  besteht 

für  alle  Tangcutoo-  und  Seboeuvielecke  zweier  coufocalen  Ellipsen. 


Für  das  Dreieck  ist  die  Constante  C  leicht  sn  ermitteltt,  n&mlicfa 

8in9)iBin9>s4~^^7t^9»4~B^i^9'»^^9'i     —  bukt' 
deiDDach  Ist 

Man  hat  bei  dioscu  Bestiminungen  besonders  auf  dii-  Vorzeichen 
der  Functionen  zu  achten.  Kimmt  man  sin^i  negativ,  so  wird  sin^ 
positiv»  sin  9«  negativ. 

ff 

Da  sin  V  ^  -  ist,  so  kann  die  oben  geAindene  Formd  anch  dnreh 

£s^x^  =  C 

dargestellt  werden. 

Wie  Torhin  für  das  Dreieck,  so  gelten  Ittr  das  4,  6,  »  Eck  die 
allgemeinen  Formeln 

 * 

11)  dn-  «  M^a*^  • 

„4^  AK 
— ,    «  —  am  — 

Fir  daa  Viereok  werden  dies»  GMchnngan  sehr  einfiieh. 
XHe  Bedlngnaii^Mni«  ist 
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GoBstniiit  man  demnach  zu  einer  Ellipse ,  deren  Halbachsen  a 
■od  h  sind,  eine  iweite  confocale,  bo  Iftsst  rieh  fOr  den  Fall,  daee  die 

grona«  Halliachse  der  zweiten  dnrch  A  «  yiäiä+b)  beBÜmmt  ist^ 
der  taaaern  Ellipse  dn  ParaUelogramm  einzeiehnen,  welches  der  in- 
mngeiddinet  Ist 

Da  Em  «    Ist»  so  folgt 

Zsinip^sin^g  =  0 
Die  Anwendong  der  Formeln  aaf  das  8  Eck  ftlhrt  anf  die  Be- 

K 

ang  Yon  dn  ^  >  welcher  Aoftdrack  bekanntlich  gleich  V«'  ist. 
Die  Bedingnngsgleicbuug  fahrt  demnach  anf  die  Relation 


j>a  if  «  ^  ist,  so  folgt 


a 


Die  Relation  9)  gebt  nun  über  in 

4£  »  8£^^  _  ifl  rin  c£nn  ^,  sin  ^ 
Ans  einer  spedeUen  Lage  des  Achtecks  folgt  aber,  dass 

£8in92  8iu9>2  =  4sina 

weshalb 

£7— 2£(0)— l:*sintf< 

Die  analytischen  Bedingungen  für  Tangenten-  und  Sebnensechsecke 
oonfocaler  Ellipsen  hasiren  anf  den  Formeln 

12) 

Setzt  man  nnn,  um  eine  Relation  zwischen  den  letzten  Grössen 
zu  finden,  iu  der  I'  ormcl  7) 

so  wird  man  erhalten 

S.  MMh.  «.  »1«.  t.  Baiht^  T.  VI.  18 
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ca|f — tii|^*dn4^s  —  ca}Jr 

aus  welcher  nach  einigen  Entwickelaogea 

ea|ir— (1  ^  CD  jiT)  dn  j  JT  s  0 

hsrvoigdit. 

Nach  Sobstitotioa  der  Werte  aus  12)  erhält  man  also  aus  der 
letzten  eine  Bedingongsgleichung,  die  wir  wie  folgt  schreiben 

(^)'_ia+*.)(^)+2t.gy-^-.o 

Setzen  wir 


80  ist 

Wie  beim  Dreieck,  so  beruht  auch  beim  Seeliteek  die  Bettim* 
Bumg  der  AxenverhAltitiBBe  »nf  der  AaflOBUig  einer  Iriqnadratfeehen 
Oleieheng. 

'  Fflr  die  EUipseabogeu  besteht  nach  9)  die  Relation 

AE  —  6£|[tf) —  iß  9m  9  Zflis  ^|  Bin 

Da  aber,  wie  auch  hier  an  einer  speciellen  Lage  des  Sechsecks 
deutlich  wird,  die  Constante 

CaSiino" 

ist,  80  hat  man 

2B  SS  3£(tf)  — i;^8ina' 


U. 

In  dem  bisher  Entwickelten  hatten  wir  die  Annahme  gemacht, 
dass  der  If  odolas  ^  —  ~  Bei.   Im  Folgenden  lassen  wir  diese  Con- 

stante  anbestimmt,  so  dass  die  allgemeine  EUipsengleichnng 

^  1^  


l+coie  ^0-feoee 

für  alle  Fälle  gilt.  Beide  Car?en  haben  gleiche  Achsenrichtongen 
nnd  gemeinsamen  Mittelpnnkt 

Demnadi  beatinunen  licb  die  Achaen  der  9.  EUipae  aoa 


a 
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Jl         1   ^  +  Ht  — 

13)  ^•-«*i4-co8tf'  -^'=*^^a-fco8« 

Auch  hier  Bachen  wir  die  AbseiMea  X  wa  betlimineii,  deren  Ordi- 
nnto  ->  &  Ist  Man  findet 

X—  atgja 

Sind  demnneh  2  ooncentritche  EUipm  gleicher  Aehienriditnngen 
gegeben,  so  toi  dnmlt  aneh  die  AmpUtnde  tf  der  Relation 

^<P%    J  -'Vi"«/  ^9 
bekannt  laindnirt  man  in  13)  ^tf,  to  kommt  aehlieMlidi 

woraus  .  . 

Ferner  folgt  ans 

a'*  ~"  l-J-costf 

die  Beziehung 

8  4jcos4o*-l  —  /l— »*sina^ 


Aus  der  Verbindung  beider  Formeln  ftr  tgi<i*  resnltirt  eine  Bfliatlon 
Ar  Jb*.  nämlich 

Da  also  il-  und  cos  g  durch  die  Achsen  beider  Ellipsen  bestimm- 
bar sind,  so  gewinnt  man  auch  far 


^«.yi  — ftSsina« 

die  Formel 

Die  Schliessnngsprobleaie  für  2  Ellipsen,  welche  bei  gleichen 
Acbsenrichtungen  denselben  Mittelpnnkt  haben,  sind  demnach  an 
folgende  Formein  geknüpft  s 

Für  ein  n  Eck,  welches  der  ftusseru  Ellipse  ein-,  der  innem  um- 
gezeichhet  ist,  gelteu,  von  welchem  Punkte  der  einen  oder  andern 
man  anch  beginnen  möge,  die  Relationen 

18* 
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Sofern 


a  A 


ist,  wird  mau  für  beide  jetzt  ähnliche  Ellipsen  die  Formeln 


haben,  welche  für  a  «  6  in  bekannte  ICreisrelationen  nbeigeheo. 

Die  Fomielii  ftr  das  Breieek,  alao  ftr  » 3  'gehen  aes  der 
Snbstitation  der  Formeln  14)  in  7)  hervor.  Die  schUessliche  Be* 
dnction  der  Olelehnng  filhrt  auf 

A\B*  -      -  2aM«  B\B*  +  b*) + a*     ==  0 

worin  B  und  o,  5  die  Hallmehaen  der  beiden  eatapteehenden 
EIHpeen  eind. 

Ana  dieser  folgt  die  einfache  Belation 


welche  eine  bemerkenswerte  geometrische  Constmction  znlässt 

Wie  man  sieht,  steUt  sie  die  Gleichung  einer  Gfreradcn  in  recht* 
winkeligen  Coordinaten  vor.  Demnach  bat  man  folgenden  Sata: 

Zieht  man  in  einer  festen  Ellipse,  deren  Halbachsen  A  uud  B 
sind,  eine  die  Scheitelpunkte  XY  verbindende  Gen^de,  so  existiren 
iQr  alle  auf  dieser  Geraden 


liegenden  variabeln  Punkte  ah  enf  ^pn  chendc  EUipsenschaaren,  welchen 
die  Eigenschaft  zukommt,  dass  der  festen  Ellipse 

A*^  B*  ^ 

Dreiecke  eiabeacbriebea  werden  kdimen,  weiche  den  wüi  den  Halb- 
achsen ab  variabeln  Ellipeen 


nmbeedirieben  sind. 

Die  Amplitude  des  Integrals  /         wird  jotst  durch 


A^  B  — * 


ansgedrackt. 
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«»i"  jj-i  -«»r 

Ist  diese  Bedinguag  erflUlt,  so  scbliesst  sich  bei  llmlichen  in 
ihm  Achsen  gleiebgerichteten  coocentrisGbeii  Ellipsen  das  Polygon 
wie  such  der  Anfangspunkt  gewählt  werden  möge. 

Hieraas  gebt  hervor,  dass  die  obige  für  Kreispolygone  gültige 
Fennel  sich  ancb  anf  Ellipsen  der  oben  definirten  Art  aosdehnen 
lisit  Die  ezeenirischen  Winkel  stehen  dann  in  fö^gender  Beiiehong 
SB  einander. 

ipi  —  tpi  =  fps~^  ~  9*4"  '^s      —  • 

weraoB  für  die  Cnnren  einfache  constmctiYe  Bestinmnngen  henror- 


Für  das  Sechseck  gilt  nnn  im  aligemeinen  Fall 

weshalb  wir  jetzt  die  Formel 

1  1 


cnJiT  diiiK 


»1 


aaxnweoden  haben.  Snbstttniren  wir  die  in  14)  berechneten  Ansdrfli^ 
in  die  leiste  Formel,  so  resnltirt  die  elegante  Relation 


a»  .  '  a*  ? 


als  BedingTingsgleichung  för  die  Achseu  zweier  gleichlicgciulcn  con- 
centrischen  Ellipsen  ,  wenn  jedes  Sehueusecliseck  der  äussern  zum 
Tangentensecbseck  der  iuueru  wird. 

Am  der  letsten  Relation  folgt  nim 


(»f|)|/.-S 


vermittest  welcher  für  bestimmte  Werte  der  kleinen  Halbachsen  6 
nnd  Bf  die  entsprechenden  fftr  die  grossen  Halbachsen  berechnet 

werden  koonen.   Falls  also  -  constant  bleibt»  kann  a  nach  Belieben 

a 

gewihll  werden.  Es  gibt  ahM>  nnendUch  viele  Ellipsen,  welche  den 
eUgen  Bedingungen  genügen. 
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Gemäu  der  FormelB  14)  Ist  anii 

^^^^  a^B^-^AKB^-b*) 
Antit  ^HB*+b*)^aV 

Führt  man  diese  AasdrOcke  in  obige  Formel  ein,  so  resoltirt 


welche  Relation  ebea&Ue  auf  eine  biqoadraCiscbe  Gleichung  fiihrt 
WAre 

A  a 

so  wurde  folgen 

16  j5-20^,+ö  -0 

wie  es  sein  mass. 

Die  allgemeinen  Formeln  geben  noch  zu  ciaer  intcressautcn 
BetracbUing  VeranlassuDg.  Sie  enthalten  ngmlicb  eine  eigentümliche 
Methode  der  geometrischen  Constmction  des  Additionstheorems  der 
elliptischen  Integrale  efster  Art,  nnd  swar  wird  dieselbe  durch  Kreis 
and  Ellipse  vermittelt.  Denn  setsen  wir  in 


^99  "*/  J 


die  Amplitaden  «  and  and  den  Modolas  k  als  gegeben,  tp^  als 
gesncbt  voraas,  so  hat  man  snnftchst  in  den  aas  14)  hervoigehendea 
Formeln,  wenn  a  =  i  gesetzt  wird : 

B^zneliminiren.  Für  j  —  u  kommt  dauu 

y'-y(l+tgia»)+Ä«tgiö«  =  0 
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woraus  demnach  2  Werte  für      hervorgehen,   welche   beide  wir 


m  werden.  Fftr  das  obere  Zeichen  gebt  nach  einigen 
ümfonnnngen  des  WnrzelansdmckB  die  Beziehung 

und  für  das  untere  die  £xcentricit&t 

^  _  y r+  fesin  <r Vi — ib sing 
2  cos  Ja 

Der  Badias  a  des  Kreises  kann  willkürlich  gewählt  werden,  die 
erste  Formel  lasst  demnach  A  leicht  finden,  daher  ist  anch  B  nach 
einer  der  obigen  Formeln  bekannt.  Wird  nnn  die  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  AB  eonstnurt»  so  kann  fQr  jede  Amplitude  ^  die  der 
obigen  Belation  entsprechende  Amplitude  <pt  bestimmt  werden.  Wir 
neben  nämlich  an  den  Kreispunkt  welcher  der  Amplitude  9t 
entspricht,  eine  Tangente  Kt  £  bis  zur  Ellipse,  und  von  E  aus  eine 
zweite  ICKf  an  den  Kreis,  der  BerUhrungspunkt  ergibt  Im  zuge- 
hörigen Winkel  ^  die  gesuchte  Amplitude. 

Die  Construction  ändert  sich  nicht  wesentlich,  wenn  man  die 
innere  £llipsc  unverändert,  dagegen  die  äussere  in  einen  Kreis 
flbergehen  lässt.  Uuter  diesen  Umständen  wird  also  ^  —  und 
die  jetst  gültigen  Relationen  für  das  Additionztheoiem  zind 

c*  A* 
*"  a*A^-b^ 

Eiiminirt  man  hierin  ni  und  setzt 


zo  reaultirt  scUlesslIoh 


f*-*(l+tgK)+A*tglo«  -  0 
woraus,  wie  Yorbin 

£  ^  yi-t-jfcsing-— yi  —  ^pintf^^ 
<*  2co8ia 

^  _^  yi+ibsiutf  —  yi— i?zin  tf 
«  Scozi« 

folgt. 


Digitized  by  Google 


202  0«jbiitjrAa««:  Ztw  TktwtU  4» 


Ii  bestunrnten  a  fol^  «u  der  ersten  Formel  die  Excentricit&t 
der  getachten  Ellipse,  and  ans  der  zweiten  ergibt  sich  der  Kreie* 
radial.  Die  Amplitaden  der  Integrale  werden  dann  wie  vorhin  ge- 
funden, wenn  die  ezcentrischen  Winkel  auf  bekannte  Art  eingetragen 
worden  sind. 

Die  beiden  Ellipsen  haben,  wie  man  siebt,  die  gleiche  Exccn- 
tridtät,  80  dan  die  entwickelten  Constrnctionen  in  einer  gewissen 
Dualität  sa  einander  stoben. 

Man  kann  endlich  auch  die  Formeln  in  ihrer  Allgemeinheit  bei- 
behalten, wodurch  beide  Carven  Ellipsen  bleiben.  Legt  man  dw  W- 
str'u  hestinirni.n  Achsen  a  und  b  bei,  SO  ergibt  Sick  Wie  früher  ans 
der  allgemeinen  Gleichung 

y'»-y(l+tgje>y+*«tglai  -  0 

der  Wonelwert 


oder  auch 


und  Ibrner  Ist 


A     yi+A;  sino+yi— fcsiüa 
9oos|e* 

sin  ö* 

cos  a  4-  y  l  —  ik*  sin  a* 


wie  anch  ans  der  EUlpaengleichaiig  ohne  Bechnang  bervoigefat 

Aas  diesen  Belationen  finden  sich  die  Achsen  der  amschliessen- 
den  Ellipee,  wodurch  die  Constmction  der  AmpUtadeii  in  mhin  an- 
gegebenem Sinne  dnrchgeffthrt  werden  kann. 

Die  zuerst  angegebene  Metbode  ist  die  einfachere,  da  die  Am- 
plituden sofort  in  den  Kreis  eingetragen  werden  können.  Durch 
goniometrische  Zusammeuziehuup  der  i-  ormeln  kann  die  Constraction 
der  Achsen  ^,  7i  ebenfalls  erleichttrt  wprdi'n  Die  bekannte  Jacobi'- 
scho  Construction  des  AdditioDStheorornes  findet  in  dem  Vorstehenden 
ihr  Analogon  auf  Ellipsen  und  Hyperhein,  je  nachdem  man  das  eino 
odiT  andere  Zeichen  von  ±^A\ß)  berücksirlitigt.  Sollen  die  Kegel- 
schnitte coufocal  sein ,  so  ist  im  ersten  Falle  die  Excentricitftt  der 

£Ui|»Be  durch  den  Modalos  **  a  ™^  ^  alsdann 

—  ^2  ^  ^  gQlQ  muss,  so  wird  die  GonstructioQ  von  B  leicht, 
wenn  A  gelonden  ist 


Google 


Die  fülgeodea  UulersucbuDgen  geben  von  der  trausforiflirt^ü 
GleicJuiiiig 

asiii«eos7+ftootaiinf  =^ 
«aklie  wir  AnCugB  aufgesteUt  haben»  am,  mn 

2tgf 
l  +  tgf-  • 

darin  wa  aabstitnireo. 

Das  Kcdoitat  ist  die  Gieichaug 

,    ,     .  Rh 
taWib+R^üa)  — 2  — tgi9+*  — Ä8ino  =  0 

Wir  bexiehea  dieselbe  auch  jetzt  wieder  auf  die  Qieichang 

iadem  wir  die  Eatwickelungeii  aas  I.  benatzen. 
Zaaldiat  bat  man 


woraos 


Demnach  gWi  anch  im  gegenwärtigen  Falle,  worin  anstatt  9»  die 
balbc  Amjilitucie  vorkommt,  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  wel- 
cher indcHseD  mit  der  1.  Ellipse  nicht  mehr  concentriach  ist.  ludem 
man  also  von  ninom  beliebigen  Punkte  desselben  2  Tangenten  an 
die  nmschlossene  Ellipse  zieht,  geben  die  hierdurch  bekannton  ex- 
centrischen  Winkel  und  g?,  diejenigen  Amplituden  jqpj  und  Jcjp, 
iD,  welche  der  obigen  Additionsgieicboag  genflgen,  sofern  folgende 
Bedingai^  erfttUt  sind. 
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Die  Oleiehuog  des  genannteii  Kegelechnitte  ist: 


4C08 


(4co8|'-(i-A|)y 


oder  abgokflnt 

i-  —  1 


Wir  fabrou  eiu 
demnach  bat 


4  C«  cos  j^a*{\-J)^ 


woraus 


Da  noD  am 


folgt 


~^4coßJa*  — U  — 


(1 -f  /f)^  _  4/.- 
"cosiö^  ^      '  a* 

80  xoniltirt  ans  dea  loteten  Formeln 

Daher  ergibt  sich  aus  ^ 
unter  EinfOhrmig  des  Wertes  von  J 
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Wird  endlicb  noch 

qmdrirt  und  cos  0  der  oliigeii  Fonnel  dirin  lobttltairt,  10  reaidtirt 
oder  auch   

Bei  Benutzung  der  bisberi.;en  Formeln  folgt  für  m  endlich  noch 


m   . 

a 

wodarGh  alles  gegeben  Ist 

Wir  wollen  die  sich  hier  darbiotcnrie  Gelegenheit  benutzen,  die 
obigen  Integrale  nii^  den  aus  der  r'emloibowogang  in  YerbiBdilO|p 
tuiDgen.  Demnach  sind  in  dem  Zeitintegral 

t  =  m   


/FT 


2a 


h 

die  Cenatanten  und  Amplituden  den  obigen  gleich  zn  aetsen. 

Wie  bekannt,  ist  a  der  Kreisradias,  oder  die  Pendelliiuge  und  h 
die  vom   tiefsten   Punkte  an  genommene  Geschwindigkeitsböhe 

gl 

welche  grösser,  gleich  und  kleiner  ala  2a  sein  kann.  Also 

folgt  durch  GlciehseUen  der  beiden  Koduti  unter  der  Yoransaetznng, 
dass  a  -» hl 


Ast 


2C 


Ferner  ist 


Die  Relation 


gebt  nun  in 


«  aB 


2  A*-\-aC 


Google 
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über,  wonach  die  Tangenten  von  jedem  Punkte  dor  den  Kreis  am- 
scbliessenden  oder  scbneideuden  Ellipse  auf  dem  Kreise  Bogen 
gleicher  Zeitdauer  b^enzeu. 

WiUt  mfla  die  GeBcbwindlgMtihOlie  Yon  KnismittielpnBkt  an« 
■ettt  demnach 

10  wird  di«  obige  Bedindangsglefehiing  einÜielier 


wddia  B  auf's  ein&chita  eonstmctiv  bestimmt 
Wir  ftaaen  daa  Entwickelte,  wie  folgt,  saaaiimieB: 

Man  zeichne  eine  Ellipse 

nnd  zwar  bo,  dass  B  grösser  als  A  sei;  um  den  obem  Brennpunkt 
C\  welcher  also  in  der  i^-Achse  liegt,  constrnire  man  eisen  kleineo 
Kreis  vom  Kadius  a. 

In  diesem  Kreise  lassen  wir  einen  schweren  Pnnkt  osdUiren  nod 
beatimnien  seine  OssehwindigkeitBhOhe  nach  der  Formsl 

Anf  der  Ordinate  des  Brennpunktes  lässt  sich  eine  Strecke 

FG  =  y^^-  a- 

obne  weiteres  auftragen,  verbindet  man  nnn  G  mit  dem  zweiten 
Brennpunkt  F\  nnd  zieht  die  auf  GF'  senkrecht  stehende  GH  bis 
zum  Durchschnitt  mit  der  verticalcn  Achse,  so  ist  FII  die  Ge* 
schwindigkeitah6be  des  schweren  Punktes  im  Kreis,  und  die  Ellipse 
hat  die  schon  genannte  Eigenschaft,  dass  die  von  Jedem  ihrer  Punkte 
an  den  Kreis  gezogenen  beiden  Tangenten  Bogen  des  Kreises  ein- 
schli essen,  wekhe  der  schwere  Punkt  stets  in  derselben  Zeit  durch« 
lauft. 

In  Bezug  anf  Oscillationen  können  wir  anstatt  der  Geschwindig- 
keitshöbe  auch  den  Winkel  «  einführen,  der  dem  Kreispnnkt  ent- 
spricht, wo  die  Bewegung  von  der  Ruhe  ans  beginnt  Diesen  Winkel 
können  wir  mit  «  dnrch  die  Gleichung  a  »  e  in  Beziehung  bringen. 
Man  bemeriie,  dass,  wenn  eine  der  obigen  Tangenten  borisontal- 
also  senkrecht  lor  B-Acfase  ist,  die  andere  den  Winkel  e  bestimoit 
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M&Q  üadet  leicht 


oder 


od  fernfir  tit 


a 


a    4! ,  c 

Die  EUmliifttioa  von  a  eiigibt  ans  der  entsproebaidaii  Gltichmig 
dae  Wtinal 

dMBTiMih  ist 

«  B 

«OSj-g^ 

Bei  diesem  Fall  der  Bewegung  schneidet  die  Ellipse  den  Kreis, 
und  das  Kriterium  der  Gäciilalioaea  basirt  auf  der  Uugleicliuag 

w&brend  bei  voUeu  Umläufen 

ist  Der  Kreis  liegt  dann  ganz  Im  Irniem  der  KUipse.  Wenn  aber 

Ist,  so  berflbren  sie  sich  yoa  innen  nnd  die  entsprechende  Bewegung 
fdit  in  die  a^totische  Aber,  wonach  der  schwere  Punkt  den  oberen 
Xreisponkt  erst  nach  unendlicher  Zeit  erreicht. 

Um  nun  auch  ffir  die  Parabel  die  entsprechenden  Verhältnisse 

aufzustellen ,  erinoero  wir  daran ,  dass  der  Parameter  p  der  Ellipse 

durcli 

B 

aaigediScit  wird,  daher  geht  die  Formel 

^-  ac 

in  B-f  aber. 
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Will  mau  die  directen  Foroioln  benutzen,  so  ist  zu  setzen  (siebe 
obeü) 

also  ist 

h  «i»  a-f-g  oder  H^q 

woraus  folgt,  dtu  bei  der  Pural>el  die  GeechiriDdigkeitsliOlie  stets 
den  Scheitelpunkt  der  Parabel  zor  obem  Grenze  liat 

Wie  bei  der  Ellipse,  so  schliessen  auch  bei  der  Parabel  die  von 
ilir  aa  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  Bogen  gleicher  Zeitdauer  ein. 

Es  brancht  wol  lotnm  diese  Bemerlrang,  dass  das  Torsteheade 
aach  auf  die  Hyperbel  Anwendung  findet  Setzt  man  die  ^«Acbse 
Tertical  voraus,  und  zeichnet  um  den  untern  Brenopnukt  den  Kreis, 
so  geht  aus  der  Formel 

die  Bemerkung  hervor,  dass  fior 

> 
< 

wonach  der  Kreis  den  untern  Zweig  der  Hyperbel  entweder  schneidet 
oder  ihn  berührt,  oder  nicht  berührt,  die  Bewegungen  entsprechend 
osciUatoriscb,  oder  asymptotisch,  oder  circnlllr  wird. 

Kehmeu  wir  an,  dass  der  Kegelschnitt  den  Kreis  ohne  Berflbrung 
eiuschliesst,  und  ziehen  von  einem  Punkte  A  des  erstem  eine  Tan- 
gente APB  an  den  letzten  bis  zum  Durchschnitt  B  des  Kegel* 
Schnitts,  von  B  wiederum  eine  Tangente  BP*C  an  den  Kreis,  vom 
Scbuittpnnlct  C  von  imnm  eine  dritte  Tangente  und  so  fort  und 
beseichuen  die  BerQhrungspunkte  t  mit  PFj •  >•  -^n,  so  wird,  wenn 
bei  dieser  Tangentenziehung  die  Punkte  PP^Pf  in  bestimmten 
regelmässigen  Zeitintervallen  auf  einander  folgen,  der  hiermit  gleich* 
sinnig  im  Kreise  sich  bewegende  schwere  Punkt  der  Beihe  nach  mit 
diesen  Berflhruugspunkteu  zusammenfallen.  Letztere  schreiten  also 
mit  dem  schweren  Punkte  gleichförmig  fort 

In  bestimmten  Fällen,  die  wir  gleich  noch  in  Kürze  darlegen 
wollen,  kann  P»  mit  P  zusammenfallen .  was  nach  einmaligem  oder 
mehrmaligem  Umlauf  geschehen  kann.  Die  Tangentcnfolge  schliesst 
sich  demnach  zu  einem  Polygon,  dessen  Existenz  au  bestimmte  aus 
den  Coustauten  der  Kugeischnittsgleichung  abzuleitende  liedingungeu 
geknüpft  ist. 


Am  dieser  Gleidiaiiif  enielit  UM»,  daes  tS»^  wie  lehon  geietgt, 
alle  FUle»  eise  ElMpae^  Plurabel  und  Hyperbel  nm&sit,  de  der  Ceef- 
Meat  4  cos  i«* — (1  —  entweder  kiräer «  gleich  oder  grtaer 
als  Kaül  sein  kann.  Elae  grossere  Einfiushheit  erzielt  man  in  den 
FonMlB^  wenn a^h  oder  A^^B  aagmmmeo  wird.  Da 

2 

itf  —  am  -  £ 

so  ist  fOr  das  Dreieck,  also  n     3,  die  Bedingung 


Soll  das  Polygon  ein  Viereck  .sein,  so  bat  man  die  einfache 
Rftlation 

n  besNrtieay  nnd  setrt  naii  noeh  a  »    so  Ist 


Die  Bedingung  wird  also 


i«  -  aC\*  4aC  . 

ji*+aCj  A*+2aC^a*'^^ 

Die  übrigen  FMle  werden  form^  etwas  oompliclrter. 

Ffir  die  Hyperbel  hat  man  — statt  A*  za  setzen  nnd  zu  be- 
achten, dass  je  nach  der  Lage  des  Yieleks  der  eine  oder  auch  beide 
Aeste  der  Cnrve  snr  Yerwendnng  kommen. 

Wie  man  sieht,  geht  die  Gleichung  for 

4eoBie>  -  (1  -  ^ie)s 

Ib  die  einer  2mM  Uber: 

^  eosi«*.^  -  2MSsinie>.y+6'(l+^l«)' 

Aas  der  Bedlngongsi^eldnng  folgt,  dass  die  AmpUtnde  e  Tom 
Modnlws  h  sbbftngt,  denn  es  ergibt  sidi 

Ai^  S«  Ibtk.  1.  m«.  a  ndto,  TWI  TL  14 
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Die  PEfftbelglekkiiiig  wird  also  siir  folgenden 

Bezeicbaen  wir  den  Parameter  mit  ji  »  2$,  so  ist,  wenn 

«"r  "ST- 

die  Gleidiaiig  ench 

wo 

Fflr  den  Kreil  itt  ielir  einÜMh 

demnach  fiUlt  das  Kreiscentnin  in  den  Brennirnnkl  der  Parabe]. 
Fflr  das  Dreieek  erhält  man  nach  der  Fenne! 

cn|i:   dikiJ:  ' 

wonun 

^„  ia-4ya 

Die  Anwendung  der  ailgemeiDCn  Formeln  auf  4,  5  und  n  Ecke, 
welche  der  einen  Curvo  ein-,  der  andern  umgezeichnet  sind,  hat 
nach  dem  Vorstehenden  keine  Schwierigkeiten  mehr,  weshalb  wir 
anf  weitere  Erörterungen  dieser  Verhältnisse  nicht  weiter  hier  ein- 
gehen. Dagegen  bemerken  wir  im  AnachlniB  an  firüherea  noch  fei- 
gendea: 

Führt  man  in 
die  Belatian 


ein,  80  folgt 

((a+c)2-i«)tg29p2  4.2Ä(a-c)tg29»-f  4a«  -  0 


otg9)*-|-&tgg>-{-c  -«0 
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Aehnlicb  wie  im  Vorigen  die  halbe  Amplitude  gewählt  worden 
kunnto,  80  steht  jetzt  die  doppelte  zur  Verfflgaug,  80  dass  die  Fuu- 
dameatalrelatioQ  nan  in  die  folgende 

transformirt  wird.  Indem  wir  min  die  Constaiiten  der  genannten 
Gleichuni;  hier  eiufübren  und  die  Bedingungsgleicbung  für  das  Ad- 
ditionstbcorem  gehörig  ordaen,  resultirt  eine  Curve  4.  Grades 

8iii|tf<       a*Ä»+A*""  8iii4tf*~a«"*  Bini«*  kß 

welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  von  jedem  ihrer  Pankto  an 
die  Ellipse  ge/O'^^encn  Tangenten  in  ihren  den  Berührungspuokteil 
entsprechenden  coucenlrischen  Winkeln  9^9^  der  Belation 

genOgen. 


IV, 

Um  noeh  fliing«  smlogeYerlilltiiiMe  lu  disentifMi,  «Md^gen  wir 
den  Anlwgspnnkt  der  CoordiBstMi  in  einen  Brennpmkt  den  Kegn^ 
icbnitiB,  bezeichnen  die  Polircoordinsten  des  PnnktM,  vtn  «eldieni 
Tangenten  zar  Corve  gezogen  werden^  mit  und  (Ue  bezOgiichen 
Pokrwifikel  der  BerOhrangspnnkte  mit  %  und  %\  dieselben  be- 
stimmen sich  ans  der  folgenden  Gleicbnng 

^^+0  eo8«y  «8ina>^4ge>— Bln2«t.tgO 

+      +  soo§«y— OM«*  —  0 

darin  bedenten  p  nnd  «  besQglicb  Pmrameter  nad  annerisdie  Ex* 
centricit&t. 

Wie  früher  verbinden  wir  die  als  Amplitaden  an^efassten  Wur- 
zeln 9  mit  der  Belation 

und  fuhren  in  der  damit  verknüpf teu  i^'undamentalrelation 


14 


• 
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COS  6 COS ^  siu  Ö8iüÖ'-J(a)  =  cos  a 

die  aas  der  ersten  Gleicbiuig  sich  ergebenden  Werte  von  coe6oo&6' 
etc.  ein,  man  findet 

Wir  letiMi 
wodurch  nuka  erliAlt 

a^(«^(l4-Jö)4-^a4-COSff)— y=^(l4-0OSa)+2|;t'(l4-z/o)»+|>2(l4.^«)  ==  Q 

Ffir  die  Hyperbel  besteht  die  Fennel 
Letrte  Gldchimg  aehreiben  wir 

/.  „  y,  


^o-;f-  Cosa  \   l^-*^»  / 

die  definitire  Form  der  Gleichang 

\  /        ,       .   8^  

p»Mg-f  COSO)  "T"  y^(^g4-C0Sq)       _  _ 

Schreiben  wir  dieselbe 

(x— w)^  y2 

80  erhalten  wir  wie  früher  einen  Kegelschnitt  als  geometrischen  Ort 
der  Schnittpunkte  derjenigen  Tangenten,  deren  Polarwinkel  der  De- 
tiuitiousgleichung  genügen. 
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Es  ist  nun 


 f^j0'i-eoi0)  


0i0  Amplilade  Unt  dch  aaf  folgendem  Wege  ennitteln.  Neb* 
men  wir  «  so  versdiwliidet  lUr  diese  Abscisse  eine  Ampli- 

tnde  9f  wodurch  die  andere  sn  «  wird.  Entwiekelt  man  y,  so  findet 
sich 

Damit  i&l  die  gesuchte  Amplitado  a  leicht  geometrisch  bestimmbar. 

Wir  geben  noch  diejenigen  analytischen  Verhältnisse  an,  welche 
durch  Combiniren  der  letston  Formeln  her?orgeben.  Um  zon&chst 
eine  Verbindung  zwischen  Ä  nnd  m  nbsnieiten,  fUuen  wir 

^tf+eo»e     «  _  ^ 

m 

in  il*  dn,  ond  erimlten  snnldist 
and  da 

Jtf+coee     j  .  ff 

so  wird 


die  gesuchte  einfache  Htlatioii  Vrrmittrlst  dieser  kann  boi  (re- 
gebenen f  dio  Abscisse  m  dos  Mittelpunktes  der  zweiten  Küipse 
leicht  bestimmt  werden. 

Fflhren  wir  in  der  Formel  für  ^  ff^  ein,  so  folgt  znn&chst 
(l+co8<r)|)c  F»*"  l+cose 
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folgt  aber 

Die  Elimination  von  J9  ans  den  lotsten  Fomeln  ftthit  nnn  auf 

—  (l-f-COStf)  -  C08ff+       2^ j  

woraus 

Sabatitnirett  wir  diesen  Wert  von  cos «  in 
so  reenltirt 

nnd  endlioh  ergibt  ncfa  kl«n«s  dar  Modolna     wenn  wir  in 

sin«  dordi  mn  nach  einer  der  obigen  Formel  beetimmen,  nftmlich 

p  Jlh  — 

Damit  ist  aach  der  Modolus  des  Integrals  durch  die  Achsen 
der  Segdschnitte  and  m  bekannt,  dasselbe  gilt  beaOglieh  der  Fone- 
tionen  von  a.  Ist  dagegen  o  and  k  als  gegeben  vorausgesetzt,  so 
werden  die  gesuchten  Achsen  A  und  B  durch  die  Formeln  fOr 
und  nnd  die  Entfernung  des  Mittelpanktes  des  zweiten  ?om 
Brennpunkt  des  ersten  dorek  die  Formel  fillr  m  ermittelt. 

Die  Anwendung  der  entwickelten  Formeln  anf  ein-  nnd  nmbe- 
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9cbriebene  Vielecko  ist  Dan  keinen  Schwierigkeiten  uoterworieu,  wenn 
otti  die  Gleichiiiigen  in  der  folgenden  Fassang  aufoteUt: 

FOr  das  Viereck  bat  maa  demaach 

4M 

ea*—  —  0,  d.  L 

als  Bediogntimleicliiiiig  zvischeD  den  AchsenverliftlCDiaaen  der  beideo 
EOipaen.  Die  Bdationeii  werden  eroftwhery  wenn  Bedingungen  ein> 
geftthrt  werden,  z.  B.  dass 

e  C 


ilao  die  Ezcentridtäten  gleich  seien.  Für  e  ^  1  wird  die  3.  Cnrve 

xar  Hyperbel,  da      and  in  Folge  dessen  m  negativ  wird. 

Die  einfaciiBte  Gestalt  gewinnen  die  Beiationen  für     »  ü. 
£•  wird  nftmUcli 

G 

also 

^.-«2^B« 

voraus  sich  ergibt,  dasa  m  zur  liucaren  ExcontriciUil.  der  zweiten  Kllipst! 
wird,  zwei  Brennpunktü  laüuu  demuacii  aafeinander,  and  endlich  ist 

Liegt  demnach  eine  Ellipse  mit  den  Halbachgen  a  und  b  vor, 


216  Otkiugkmuts  JSm  Amtw  rfar  StUrnrnng^nUm^ 

SO  constrnire  man  eine  zweite  so,  dan  2  Brennpankte  aofeiiiaiite  . 
fallen.  Bezeichnet  man  die  EDtferonog  dieses  Brennpanktes  vom 
Mittelpunkte  der  2.  Ellipse  mit  so  ergibt  sich  Tormittdst  der  ersten 
der  obigen  Formeln  die  Hslbechse  B.  Tangenten  von  einem  Punkte 
der  2.  Ellipse  an  die  erste  gezogen)  bestimmen  auf  letster  2  Polar- 
Winkel  6,  deren  Samme  ^+^1  eine  constante  Grosse  e  ist»  welche 
durch  die  Formel 

geftmden  wird* 

Man  kann  Obrigens  über  m  wiUkOrlich  verlDgea  ond  etwa  an* 
n^hrnfttti  dass 

11»  «de 

sei  Dadurch  erhilt  man 

oostf  <»-i»s^ 

and  die  lineare  Ezentricität  der  2.  Ellipse  ist  der  doppelten  der 
ersten  gleich. 

Man  kann  femer 
setsen,  woons 

cosl«*  — I 

folgen  wflrde. 

Fihrt  man  in  der  Tangenteaaiehnng  fort  nnd  setst  vorana,  dass 
das  Polygon  sich  seUiesst,  so  erhilt  man  fiBr  den  allgemeinem  Fall, 
wonach  also  beide  Carren  einen  Brennponkt  femeinBam  haben,  die 
Formel 

Fflr  das  Dreieck,  welches  der  1.  Ellipse  am>,  der  %  einbe- 
schrieben ist,  folgt  aas  der  lotsten  Relation  wegen  «  «  3 

für  das  Viareck 

für  daa  fieehieek 
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m  —  c 

n.  8.  w. 

Wir  8cliüe8M&  mit  diesen  EntwickeliiDgen  vorläufig  ab,  da  die 
Methode,  deren  wir  ona  in  den  Toriicgenden  Untcrsachnogen  bedient 
babea,  bioUnglich  Idar  eracheint,  nm  auf  diesem  Wege  fortanlMirai 
■od  neoe  Besiebnngen  anfinifinden.  Aach  daa  Gegebene  ist  noch 
einer  weitem  DuchbUdong  ftUg,  indem  wir  «na  im  Torstohenden 
daraaf  baicliriakon»  nur  die  aligmineB  Zftge  mit  dam  Hinwela  anf 
ihre  Erweiternng  anzndenten,  deren  DnrchAlhniQg  wir  hiennit  dem 
Laaer  anheiaMtflUen« 

Emmerich,  im  September  1684» 
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Miscellen« 


1. 

Berlelitl(eB4e  Nttls  inm  AolMti  L 

Beirrt  dnrcli  den  Titel  des  Werks  «itaii  Swindent  Elemeiite  der 
Geometrie«  ans  dem  Holländischen  ft hersetzt  und  vennehrt  von 
C.  F.  A.  Jacobi,  Professor  an  der  Landesschnle  Pforta*'  heraus- 
gsgehen  1884,  war  ich  der  Mtianng,  dass  der  im  genannten  Werke 
pag.  839  eingef&brte  Winkel  A' ,  welches  der  Brocard'sche  Winkel 
ist,  Ton  van  Swindea  herrflhrt  Herr  Professor  Uhlieh  in  Grimma, 
welcher  den  Untersnchnogen  flher  diesen  Gegenstand  gefolgt  ist  und 
andi  historische  Stndiou  darüber  goinacht  hat,  die  er  z.  B.  in  seiner 
Programmarbeit  1886.  ^^Altes  und  Nencs  von  den  merkwflrdigea 
Punkten  des  Dreiecks"  dargelegt  hat,  berichtet  diesen  Punkt. 

Hieruach  hat  Crelle  bereits  1816  diesen  Winkul  betrachtet,  80 
dass  demsülbca  wul  die  Pnurität  gebührt.  C.  F.  A.  Jacobi  hat 
die  Unters iichnngen  darüber  fortgeführL  Dass  dieselben  für  anregend 
gehalten  worden,  beweisen  3  Abhandlungen  von  Wiegand,  Emsman, 
Hellwig,  in  denen  manche  der  neuerdings  angegebenen  Sätze  tber 
diesen  Gegenstand  bereits  enthalten  sind. 

Dass  die  Litteratnr  über  diesen  Gegenstand  in  Frankreich  nnd 
England  viel  bedeotender  ist  als  in  Deutschland,  liegt  sicherlich  mehr 
in  änsBcm  Verhältnissen,  ist  aber  wol  nicht  zu  läuguen.  Es  scheint 
der  Grund  dafür  zu  sein,  dass  den  Verfassern  solcher  Artikel  mehr 
Gelegenheit  «ir  Verbreitang  derselben  geboten  wird. 

W.  Fahrmann. 
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3. 

BemerkuAiS  zum  Aulsatz  IT« 

IGt  BeEignakme  auf  dao  Anftats:  „XJi^  Medenehnitte  il  «.  w*^ 
n  Edt  1.  Btad  6.  dieier  Zeitachrift  ad  liSer  noch  die  flisfiMhe  Be> 
aebvig  erwihiit.  welche  swiachen  dem  Schwerpmikte  des  Meder» 
Mfaiiitles  und  dem  Hittelpiiiikte  der  ümkogel  des  dnrch  den  Tri- 
«dendmitt  hervorgemÜBiien  Tetraeders  stattfindet  Da  dieser  Mittel- 
pndrt  («o,  j^oi  «o)  der  Sdieitel  eiM  PdartiiederBist,ireldier  die  vom 
IMerscheilel  aosgeheiiden  TetraederkaateB  halbirt,  so  erhalt  man 
liialidi 

ä  -  2  <%+»MS/+f^eos<l 

I  -  ^  =    cosy + jte+HB  coi« 

I  —  |^  =  acoC08/J+yoC08v+«to») 

und  iasbesoudere  für  die  rechtwinkligen  Trieder 

4-2/8i^H  i?-a/8|te,  t-.Ä/Siito 

l)ie  Sabsitotion  dieser  Ausdrücke  iu  die  Glcicbungoa  der  Schwer- 
(oaktsMer  liefert  die  Oerter  fOr  den  Kogelmittelpankt. 

Es  möge  hiev  noch  die  Berichtigung  zweier  Verseheu  folgen. 
Auf  der  letzten  Seite  des  obcngeuaniiWu  AufgaUes  muää  im  2.  Bei- 
spiel 

^Vip  Statt  fVÄ» 

0.  I.  w.  Stehen,  woraus 

a     b  c 

and  dnreb  Snbstitation  in  die  Flichenjjeichnngg 

•)  Die  Umkehmng  ergibt: 

3 

Wo  o,  i,  e  die  FUcbenwinkel  des  Trledm  bedeoten. 
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«-(i)'^--  -(är'-^ 

80  dasB  fir  V  der  weit  einfachere  Auednick  - — — -  eicli  er- 
gibt lu  der  vorleUtea  Zeile  mass  es  ferner  V^l^  st  y*/«  aad  det- 
balb  in  der  letiten  V^^  ^  I^Vs  beissen. 

0.  Bermnnn. 


3» 

Zur  Theorie  der  luuraieniselien  Beihe  (Fertsetmng). 

5.  Der  Gedanke,  die  Vorzeichen  der  Glieder  einer  Reihe  grup- 
penweise umzukehren  ond  die  so  entstehende  Beihe  zu  summiren, 
ist  nicht  neu.  Herr  Unferdinger  hat  die  wichtigsten  Potenzreihen 
in  dieser  Weise  mit  Hülfe  von  lutegratioRen  einzeln  behandelt') 
nach  ihm  bat  Herr  Mildner  die  Aufgabe  allgenirin,  für  beliebige 
Potenzreihen  von  bekannter  Summe,  gelöst*).  "Wo  daher  die  Spo- 
cialisimog  vou  Potenzreihen  für  '  1  baruiüuische  Reihen  erzeugt, 
mtlssen  die  .oben  gegebenen  Ergebnisse  mit  denjenigen  der  genannten 
Arbeiten  ubereiiialimmeu.    Dieser  ¥äX\  tritt  em  für  die  Keihen 

— log(l— »)  —  »+  2+ 8  +  • 

und 

oder 

1  -l-äc  a*^  ac* 

die  den  Anwendnngsa  in  3.  nnd  4.  entsprecbeD. 


1)  Die  Snsiine  dar  Logaritlimas^  nnd  Arctaug-Reiho  (sowie  der 
Beiiion  ftr  ein«,  cos«  nnd  e^)  mit  aitemirenden  Zeicheugruppen. 
Sitigibericlite  d.  Wiener  Aind.  1867.  Bd,  fö.  a  a  76  nnd  Bd. 
66.  n.  8.  S67. 

2)  Ueber  Ableitung  neuer  onendlichcr  Reihen  ans  einer  gegebe- 
nen  durch  UmsteUnng  (soll  wol  beissen  „Umlcehning")  der  Vor- 
zeichen nach  einem  bestimmten  Gesetxe.  Ebendnaelbit  188S. 
Bd.  86  8.  999. 
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INe  FormelB  Ar  «(1)  und  <r(})  ftite  lieh  ttbrigm  mir  M 
Mildiier,  Ib  iw  auch  elemeiitirer,  aber  Ton  der  hier  gogcl^enen 
gmzlicb  Tereebiedener  Herieitang,  und  swbr  bat  die  entere  Formel, 
abweichend  von  maeier  Glelcbnng  (HL)  die  Oeitall: 

8 

<  «— 2ife— 1 


2 


ssiloga+^i^  ^  *.tg^   far  ungerade  p 


Durch  VergleichuDg  dleier  AasdrfldLe  mit  den  «nirigffi  engelMii 
tich,  nach  einigen  leichten  UmfwmiiigeB,  die  merkwtedigWi  Foiiiiela: 

(V)  a)  l(2k--l)tg^^«-«+ai'^*-^ 

b)     ^*.tg  j;;^-~^f  fc« 


^recter  Beweis  deraelbea  acbeint  achwierig  m  sein. 

€•  Man  kOimte  verancbt  sein,  die  An^jabe  allgemeiner  ao  in 
&s8en ,  daaa  die  Ansabl  der  negati?  genammenen  Glieder  von  der 
positiTen  Teraebieden,  etwn  gleicb  gewäblt  wird.  Man  flbeneiigt 
sich  aber  leicht,  daaa  in  diesem  FaUe  ateta  eine  divergente  Beibe 
entsteht  In  der  Tat  wäre  dann  die  Summe  der  eraten  (p+fl)« 
Glieder 

{Uber  dieselben  Glieder! 

alao 
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Die  beiden  ersten  Summen  bleiben  |für  n  »  oo  endlich ;  die  bei- 
den letzten  aber  baben  bzhw.  p  und  q  Glieder,  deren  jedes  anend- 
lieb  wird  wie  log«;  die  Differens  wird  daher  immer  meadlicb,  to 
oft  p  BBd  q  vmdueden  sindj^vermshwindet  dagegen,  wenn  j»  »  9 
in  welebem  FUle  die  letitte  Qleidinng  in  Formel  I.  flbergebt  ' 

Heinrich  Simon. 


In  vorstehendem  Aufsätze  bitten  wir  folgende  Druckfehler  zn 

berichtigen. 

8.  106  Z.  11  V.  nnt  statt  Abbaadlmig  letae  Behandlnng 

M  106  w  3    ^        ^      elim  „  e^lim 

„  15    M      GL  (6)  nater  £  sUU  k—1  setie  1 

iwiflcben  OL  (6)  nnd  (6»)  fehlt  die  Zeile: 

deren  zweite  sich  noch  anf  die  Form 
bringen  lässt: 


S.  107 

Z. 

10 

Y.  nnt. 

stau 

setze 

kk 

ff 

9 

ff 

n 

ff 

„  108 

ff 

1 

Y.  ob. 

ft 

ff 

ff 

8 

ff 

C 

n 

1» 

10 

n 

ff 

£ 

w 

1 

f) 

15 

n 

ff 

Differentiation  „ 

Dissertation 

»  10» 

n 

3 

ff 

»1 

(^+^ 

ff 

(■+¥)" 

ff 

9 

ff 

ff 

ff 

2p^l 
P 

ff 

8 

V.  nnt 

ff 

ff 

2f»+l 

M 

i 

w 

ff 

2m 

» 

1 

„  110 

n 

2 

V.  ob. 

ff 

2 

2« 

ff 

P 

ff 

2 

V.  nnt 

ff 

2i>-l 

ff 

2p—  1 

w  III 

rt 

G 

V.  ob. 

ff 

e 

6 
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4 

Zu  SeetiflcatlaB  4er  HjperM. 
Dieselbe  fahrt  bektnnUich  auf  lategral 

sin 


f  l/ 

J  cos  «jp^  ^  1  —  ^  Sil 


Wie  wir  scbon  früher  bemerkt,  Ut  2^  der  Winkel  zwiscben 
dm  eineo  Brennstrahl  and  der  fMbiBmiig  det  andern  nach  dem 
mitan  Endpunkt  det  Hyperbetbofens. 

Ana  der  obigen  Oleichang  folgt  aber 


Wir  benntien  liier  eine  in  den  MTraniformationen^  mitgataUte 
Ftenel 

«n  damit  den  Anadmck 

^tg^  — JS(g>) 

darraatellen  nnd  in  die  betreffende  Oleichnng  dninfiUiren.  Man  er- 
hllt 

oder  aaeb  bei  Benotanng  einer  bebannten  Beibe  lllr  ib'tg^  nftndicb 
das  fffigwidft  Reenltat 

wodorch  der  liyperbelbogen  aus  dem  Aigament 
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dorcb  eine  Reihe  abgeleitet  nod  berechnet  werden  kann. 

B.  Oektagkna. 
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XIII. 

Potential  einer  elliptischen  Walze. 

Von 

Ulrleh  Bigler. 

FpftMUanff  J9Ü  T.  III.  Hr.  XIX. 


Zweiter  Teil. 

IT*    PoteBttal  einer  eUlpUflelieii  Sehelbe  tob  der  Dichtigkeit  1, 

devea  Pnnkte  des  Gleichansren 

geBttgeB* 

§  12.   hiiü  Potential. 

a)  Ableitung  desseiben  ans  dem  Potential  der  EUipse,  ausge- 
drückt durch  ein  Integral  mit  freiem  lategrationsweg. 

Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichang 

Aio-f-u     JBw-\-u  u 

mit  wtj  wi\  fo^  bexelcfanet  werden,  dann  Ist  das  Potential  der  Ellipse 

deren  Dichtigkeit  gleidi  dem  Abstände  des  Mittclpuuktos  voq  der 
Tangeiite  im  betreifenden  Pnnkte  angenommeD  wird, 

Pot=2wyzö  r  ^ 

Ai^  <Ur  VkIIu  d.  Phys.  2.  B«ibe,  T«ii  VI.  15 
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Setct  man  hier 

so  ergooen  sich 

Pot  =2Vw  VIb   

nnd 

sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 


daher  »t  die  OL 


dentisch  richtig.  Schreibt  man  »  statt  t»'  und  setzt  dann 
so  dass  nun 

y  10  * 

wird,  ho  ist 

wo  (  die  grjiute  Wurzel  der  Gleichung 
bedeutet 

Um  die  Masse  des  Ringes,  welcher  von  den  Ellipsen  mit  den 

Halbazen  (V^tö,  Y^w)  nnd  (VIÖH-^t  "^Biw+dw))  gebildet 
wird,  sn  erhalten,    habe  ich  obige  Formel  für  das  Pot  nocb 

mit  ^  ^      mnltipliciren.  Denn 
nnd 

1  dw 

also  ist  das  frühere  E  gleich  ^      Qi^^  somit 
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i 

(Weg  räie  8cUing0  eub  dem  Ostpiinkte  rnn  i). 

Weil  auch  dieses  lugetral  im  Horizonte  versciiwiudeL,  so  kann 
man  die  Scbliuge  in  eine  gescblosseuo  Curvo  um  die  Pole  t'  und  t" 
verwaudelu  und  diesen  Weg  wollen  wir  nun  beuuUeu,  um  du^  Pot. 
der  Scheibe  zu  erbalton.  Es  ist  alao 

Pot  =  ~  VÄB  dw  (Weg  Fig.  17.) 

«         »/  ü  .TKi 

wo 

ist,  nnd^i  in  der  Realitütsiinie  zwischen  ^  and  t  positiv  ▼erstanden 
wild;  somit  das  Potential  der  Scheibe 

Die  Wurzeln  i,     t"  der  Gleichoag 

sind  Functionen  von  w.  Für  ein  sehr  kleines  -)-tr  ist  t  pos.  sehr 
gross,  und  während  w  von  0  bis  1  steigt,  sinkt  i  fortwährend  bis  sa 
dem  pos.  Werte  lierab,  den  es  für  w  —  1  annimmt  V  und  il*  sinken 
zwar  auch,  treten  aber  nicht  ans  den  Intervallen 

— B<«<0,  — -A<l"<— B 

herans.  Wenn  daher  der  in  sich  sarOckkelirende  Integrationsweg 
das  xwischen  nnd  0  liegende  Stftck  der  Bealitfttslinie  racklftnfig 
nmschliesst,  aber  den  niedrigsten  Wert  von  <  anssehllesst,  so  kann 
er  während  der  Integration  nach  w  festliegen.  Weil  «  von  w  nn- 

abh&ngig  ist  ,  so  hat  man  nur  ^  von  w  =-0  bis     »  1  zn  inte- 

griren.  Nnn  ist 

also   

2M^i-gsr — ^ 

folglich 

16» 
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1 


3w  *"  2Wt 


somit 


(fürw  -  l)<git  ,  /"Tr,(flhrtyO)<i» 


und  demnach 

(Weg  eioe  rückläufige  Curve  am  — A  und  0  mit  Ausscbloss  der 
kleinsten  pos.  Wnnel  Ton  H^'  =.0) 

Nim  liegt  aber  die  pos.  Wmnel  toh  (fttr  w  0)  im  poe.  üa- 
endlichen,  nad  deshalb  kann  man  im  sweifeen  Integral  den  Weg  so 
legen,  dass  nur  sehr  grosse  Werte  von  u  in  Betracht  kommen.  Das 
zweite  Integral  ist  also  null.  Wir  erhalten  somit  als  Poteüüai  der 
elliptischeu  bcheibd  loigt^udeu  Ausdruck: 

(Weg  eine  geschlossene  Corvo  um  die  Pole  t"  und  O 
Es  Ist  nnn  ^ 

W^*  (für    =  1)  -  -^^^-1 

also 


/>=  -  .VAsy  ^L^^^^  (Weg  wte  ob«) 


b)  Ableitung  des  Potentials  der  Scheibe  aus  dem  Potential  der 
EUipse,  ansgedrttckt  dnrch  ein  Inlog;»!  mit  geiadem  latagrationsireg. 

Wenn        m"  die  Wurzeln  der  Gleichung 
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sind,  dann  ist  das  Potential  düs  vuu  den  Ellipsen  (V-Ätr,  ^ Bw)  und 
(l/2(t04-<to),  '\/ Bifo-^-fho))  gebildeten  fiiages  gleich 


QO 


and  somit  das  Potential  der  Scheibe 

0  i. 

und  weil  w  —  /'(«)  ist,  so  erhiLit  mau  aach 

I  f 

Man  denke  sScb  nan  ein  rechtwinkliges  Coordüiatensystem  (Flg.  18). 
Auf  der  AhsdsBenaxe  werden  die  u  nnd  anQ  der  Ordinatenaze 

die  s  abgetragen  and  in  dem  Punkte  (n,  #)  stelle  die  dritte  Coor- 
dinate  den  Wert  des  Integraaden  dar.  dud*  ist  das  Flächeneiement 
Die  Integration  nach  u  erstreckt  sich  über  einen  koriiontalen  Strei- 
fen, der  in  einem  Paukte  P  der  Halbimngslinie  des  rechten  Winkels 
beginnt  und  sich  bis  in's  Unendliche  ansdebnt.  Die  Integration  nach 
«  snmmirt  nun  alle  diese  Streifen  vom  Punkte  A  an,  wo  t « t  ist, 
bis  in's  Unendlichou  Das  Doppelintegral  erstreckt  sich  demnach  ttber 
aUe  Punkte  der  Ebene,  welche  zwischen  der  von]  A  ausgehenden 
horisontalen  Linie  und  der  HalbimngsUnie  des  rechten  Winkels  lie^ 
gen.  Kehren  wir  nun  die  Integration  um  und  integriren  zuerst  nach 
«,  so  läuft  *  Ton  t  bis  u ;  sie  nmfasst  also  den  Streifen  {P'  —  P") 
Fig.  18.  Diese  Streifen  sind  nun  noch  wn  sunmiren  von  «  i  bis 
«-»CD.  £s  ist  demnach 

nnd  somit 
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Bigl§r:  FoUntial  euur  eUtptuchen  Wahe, 


Nun  ist 


also 


folgllcli 


^  du 

J        Wt  )' 
i  t 


X* 


dW,  dw 


p  8,1,  dt      „  paw, . 


t  i 

qqU  woU  TI^  für  «  =    verschwindet  und  für  s  =  t  zu 

wird,  so  erhält  man 


0.    DarstoUang  des  Potentials  der  elliptiseheii  Scheibe  dnrdi 

_  eUiptiache  lafteRnle. 

El  ist  r  ^ 

J    U .  W'^ 

(Weg  eine  Schlinge  ans  dem  Otl^piiiikte  um  den  Pol  f) 
oder  noch 

iBtagni  /M  iMck  4m  FMntitl  te  Ellipse,  abo 
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Bei  Integral  II  verwandle  man  die  Scliliüge  in  eine  geschlossene 
Cnrve  um  die  Pole  —  ^  <"  und  t'  und  gebe  derselben  die  Gestalt 
von  Fig.  19. 

Ein  Teil  der  Garre  awischen  den  Polen  -^Ä  und  werde  aaf 
die  SealitatsUnie  verl^t,  nnd  weil  sich  nan  hier  die  beiden  Wege 
aafheben,  ao  TCrwandelt  aich  die  anftnglich  geschlossene  Gurre  in 
maea  mddftofigen  Kreis  um  den  Pol  —  A  und  in  eine  geschlossene 
Cnrre  um  die  beiden  Pole  ^  und  tf.  Also 

/l  du 
A+i*  JR~   ^^^^      geschlossene  Curve  um  die  Pole  —A^  il\  V) 


du 


y(*-»)(*'-i.)(f"-u) 

(Weg  ein  rückläufiger  Kreis  um  den  Pol  — Erkenu- 
Duugsort  östlich  von  —Ä) 


.  .  r  1  ^ 


(Weg  eine  rücklautigc  Curvo  lun  dio  Poio  t"  und  t\  Kr- 
kennnungsBtaudort  östlich  von  t') 

^  L+M 

Der  Wert  des  ersten  Integrals  ist  nach  einem  JLiehrsatze  von 
Canchy  gleich 


Im  aweiten  Integral  süid  die  beiden  Pole  nnd  t'  augibi^h 
und  man  erhftlt 


f 

Ich  setae  nun 

u  ==  i'  8in*9 + «"008*9 

also 

dl»  2dtp 


und  wenn  noch 

also 
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*"="yi^  "^'-v^ 

gesetzt  wird,  wo  also  der  ^ameter  a  nOrdlich  lateral  ist^  so  erhilt 
man 

1      rfu  2   du  

A+u  ' u  "  + o  y{*  —  o '  y(i— *»fl>a5«T) 

Non  ist 
also 

1  2    /         Sa  1iß89,Ca,Z>a,£^u\ 

A-\-u' R      (^j^^r^y^^ir^^'V'^Ca.Da'     1— *«/S««S»ii  j** 

und  weil 

Sa  1  t 


Ca.i>a  (^4-«")  V(,-<")  yf^A+tHA+fHA+n 

80  ist 

und  weil 

Dia,  K)  «  f  Z(a) 

80  ist  auch 

 4Jt  J  4tA^Z(a) 

"  + o  vö"^)  vr^ou-f«') 

folgUcli 

2:r 


/l  €iu 
•      (Weg  eine  Schlinge)  »  —  ,  

_^  4tgZff  

M + o  ycT^T^**"  yu+ou+ou+o* 

und  demnach 


V{A+t){Ä+r)iA+n  {A + n  y(T^ 

^^ABMZa 


V(A+tnA+THÄ+F) 


Um  diese  Formel  m  Yereinfachen,  setze  ich  a  =  2.  -  s;,  wo  x 
nitandUch  lateral  ist  Dioii  ist 


5»  =  SIL-«)  =  -  -i-  ^  .-yg+T). 


XH«}s>i>(-I'  — a)  — 


«Ito 


4^ 


folglich,  wenn  für  d.  Arg.  x  wieder  a  gesetzt  wird. 


J7- 


Wen  nun  yW+*>(^+0(^+l") 

/l  du 
ifi  *  Ä~  Sclilinge  aus  dem  Ostp.  um  den  Pol  t) 

Bt,  imiss  der  letzte  Audmck  unter  n  «och  erhalten  werden,  wenn 
dai  gmdUnige  Integral  in  ellipt  Integrale  übergeftthrt  wird.  Um 
VMelbe  n  verwandeln,  aetse  man 

temaa  ferner 
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alao 

duuu  ist 

1  €lu  2C^u<hi 


Ans  der  Gleichang 

[e  i  .  1" 

<'  11-0 

1f\  1 


folgt)  dm 
Fmor  ist 


1 


«  —  ^'+ar,    wo    0  <  X  <  X 
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0 


0 

also 

weü         u+oy(«-o  y(^+«)(5+ri^^ 

&  -  — -  -  ^ 

also  y(<-o 

AiKZx  

iBd  aclüieBfllicii,  weon  Klr  m  wieder  «  gesetzt  «int, 


zr- 


«ie  «af  8^  333. 


Digitized 
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Um  das  Integral 

/l  du 
'  H  Schlinge  ans  dem  Ostp.  um  den  Pol  t) 

t 

ZU  Terwandeln,  aeUe  man  wieder 

^   2d5?  


alao 


Ferner  aei 


alao 


B  +  i 


wo 

äß<h  also  0<^  s  ä: 

Demnadi  ist 

1      du  2du  2D*ß.Sh^dm 


and  weil 

Dß  1  1 


^ cß  (ii  4-  V(i~<")    y(  - Ä  —  t")  (z^  +  4- 
so  ist 

/**  1     du   4iC  


folgUch 


Bei  integral  i  r  verwaudlü  mau  dis  Schlinge  durch  Einschaltang 
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des  Horizontes  in  eine  geichlossene  Gnire  mn  dtoPotoO»  l^,  ud 
gebe  danelbeii  die  GesUlt  toh  Fig.  20. 

Zwischen  t'  und  ü  ziehe  man  einen  Teü  der  Curvo  auf  die  Re- 
aUtätsUnie  znsammen  nnd  weil  sich  hier  die  beiden  Wege  aufheben, 
M  Terwandelt  sich  die  anf&ngliclie  Curve  in  einen  rückläufig  ge- 
sciUoiseiieii  Kreis  tun  den  Pol  0  und  iu  eine  geschlüssene  Corre 
un  die  Pole  f  und  t'\  und  weil  diese  letztere  f  ule  zugänglich  sind, 
10  erfailt  man 


*1  du 

-j^    (Weg  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  0,  t") 


/l  du 
~  •  ^  (Weg  ein  kleiner  rückläufiger  Kreis  nm  den  Pol  0) 

t 

Nach  einem  Lehrsatze  von  Canchy  ist  aber 
and  wenn  im  Integrale  M* 


also 


folglich 


S8         1  i 


geselKt  wird,  so  erbilt  man 

,  4K  iiKZd 

and  somit  ist 

*1  du 

-  •  jj-    (Weg  eine  Schlinge) 
2«  IK      ^  ÜKZS 
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folglich 

Man  lonn  mm  aneii  die  SeUinge  des  Integrals  IV.  aui  die  üeber- 
gnngslinie  (i-Ostpnnkt)  znsamnienxieben  und  erhält 

/.»•^   (Weg  ©ine  Scliiiage)  =2^i-^ 
Mittelst  der  SnbBtitntion 


findet  man  nun 


wo 


und  somit  ist 


Die  Formel  a)  soll  nun  mit  der  Formel  b)  in  üeberciustimuiung  ge- 
bracht werden.  Aus  den  Formeln  geht  hervor,  dass 

wo 

0  <X 

nnd  y  nördlich  lateral  sind.  Man  setze  deshalb  in  Formel  (a) 
und  in  Formel  (b) 

y     L  —  x 

WO  m  nördlich  lateral  ist  Weil  nnn 
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D6  y-«* 


also 


so  ist 


fallt 


Iff ird  niui  dieser  letste  Wert  in  Fomel  a)  eingesetst,  so  er- 


Ferner  ist 

also 
loiiiit 

y«       « V(i^ö  "*  iüTt"' + yr?  r 

und  setzt  man  diesen  Wert  in  Formel  b)  ein,  so  erhfilt  man 


eine  Formel,  die  nun  mit  a')  übereinstimmt 

Das  Potential  der  ellipL  Scheibe,  in  ellipt  lutegralen  aasgedrückt, 
ist  also 


+ 


yu+o(^+^')(^+o 


Digitize4ipy 


oder,  da 


iflt: 


,  (jg+0(B+t-)(-~ig-f-) 

(A-'B),B         *  AB 

^Va  VA'-b' 


Wegen  des  Factors  Va^S)  im  Kenner  gestattet  diese  Formd 
nicht  unmittelbar  den  Uebergang  zur  Kreisscheibe.  Um  sie  aber 
dafftr  elnnificliten,  selie  ich 

m^K+a'  and  ß^K^ß^ 
wo  «'  nMlichllatend  und  ß'  reell  ist  Nnn  ist 


k^Sa'Ca*  . 
Za^Zi,K+a')  jj^  +  Zi^ 


nnd  weil 


80  folgt 

Ebenso  ist 

zß  -  =  -  jjßr^  -  -zy 

nnd  weil 

flP'«>^^S'    CÖ'-^'^E'  M'^^^-S 
so  erhiüt  man 


y(Ä+<)(«-o 
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Enelit  maii  in  Ümm  Formbi  — dvth  il^CeoM,  wo 


ind 


Ist  nan 


sehr  klein,  8o  liegen  m  nnd  ß  nahe  bei  and  ^'  sind  sehr  klein. 
In  dieaem  Falle  ist  aber 

-(-f)'-('-l)'^-yoO-i)^ 

nnd 

lonüt 

Ä  -  - 1 VC  ( eo.  ^  ^1  -  i  j 

iVC  cot  6 

and 

VCsinO 

Ferner  ist  . 
alM 
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und 
folglicb 

VAmZu     VApZß  1 

yc  +   VC   -yi+i,«^+')£- ('-«') 
nnd  somit  das  Potential  der  Knissclieibe  mit  dem  Badiu  r 

d)  Besoodere  Lagen  des  Bezugpunktes, 
a)  Der  Bezugspunkt  liege  im  Unendlichen. 

Weil  in  diewm  Falle  l  sehr  gross  ist,  so  kann  man  den  Into- 

grationsweg  so  legen,  dass  nur  sehr  grosse  Werte  von  a  in  Betracht 
konuueu.  Man  darf  deshalb  neben  u  dii'  Wurzeln  t'  und  t"  und 
neben  t  die  Gonstanten  A  und  B  vernachlädäigen.  Weil  nun  auch 

so  ist  das  Potential 

t/tb  /^V(«*-  (Weg  eine  Schlinge  ans  dem  Os^.  um 

Durch  Einschaltung  des  Horizontes  in  die  |i£>chlinge  kann  man  den 
Weg  in  eioeB  kleinen  rtlcklftnfigen  Kreis  om  den  Pol  0  TerwaDdeln 
also 


.  /—  /*y(r*— tt)        Weg  ein  kl.  rückläufiger  Kreis 


nnd  nnch  Gandiy 


P  Ä  "  "^AB   Maaso 

r     ^  Eütteruung 

b)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  Focaihyperbel. 
Aus  der  Integralformei  für  das  Potential  findet  man 


i 
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 •  ViÄ  /*  ^(*"~")  ■     (Weg  eine  geschlossene  Cum  am 

J  iÄ+u)u'^         die  Pole  --4  imd  0). 

^eser  Int^tioiiBw^g  serfUlt  nun  in  zwei  Kreise,  von  welchen 
dir  eine  den  P<rt  — A  nnd  der  andere  den  Pol  0  rückläufig  umgibt 

Es  ist  also 

P«.  ^{Vas  r  ^^^"^^  |i  ^  rückläufiger  Kieig  qUi  den 

^     J  {A+uyit^  .  PolO) 

4-  I*  VIr  I  — l^iii^  _  ^"^^  rückläutiger  Kreis  am 
^    ""^^t/  M+u)(~uj  **  deu  Pol  ^A) 

ud  nndi  CMcby  erbAlt  man  ^ 

Ftr  die  Brennpunkte  der  Ellipse  ist  folglich 

c)  Der  BesngBpniikt  liege  auf  d^in  Rande  der  ellipt.  Scheibe. 

(<-*'  =  0) 

£•  Ist 

J  U-f.i»)(^-Hi) 

Setzt  man  non  im  enten  Tenne 

ii««»+(il+OeotgV 

10  wild 


also 


U+Ocotg«9,      =  -(^+O.2cotg9.  .  V 


lö» 

Digitized  by  Google 


244  BigUrx  Poiential  «uur  dt^uMmt  Wab^ 


0 

und  Bdtzt  Jiuui 


80  ist  das  Int^raL 

Im  zweitea  Tenne  setze  man 

und  Zugloch  *   

tanft  v  

and  verstelle  v  pos.  dann  ist 


folglich 


0 

Also 


Für  das  Ende  der  grossen  Axe  ist 
also 

und  fttr  das  Ende  der  kleinen  Axe  ist 


Digitized  by  Google 
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Anch  diese  Formel  gestattet  nidit  unmittelbiir  den  Ueliergang 
m  Kreise.  Wird  aber  — i*  diirdi       C608'#  enetst,  ao  erWt 


i,VC. cos e. arctg ^yf^^ieSPa)) 

+VCBmeiog^^  ^~^=  )) 

ud  weil  man  nun  fttr  ein  kleines  C  den  Bogen  durch  die  Tangente 
nnd  den  Logaritbmns  dorch  den  Znsatz  zn  1  ersetzen  kann,  so  folgt 

wenn  v  der  Kadius  des  Kreises  ist. 

f.  13.   Die  Kraftcomponenton  der  elliptischen  Scheibe. 

Die  1.  Abgeleiteten  sollen  ans  folgender  Form  des  Potentials 
at^eleitet  werden: 

v 


(Weg  eine  rflcfclanfige  Schlinge  ans  dem  Ostp. 
nm  den  Pol  i). 


Wea 

"ST  " r'^+ü*   "ST""    ir  i 


so  erhält  man 

, —        p"  \  du 
j_.y  VAByJ  ^jj^;^ 

(Weg  wie  oben-^ 
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 Vi»,  ri  J« 


I 

(Weg  nid  obtii.) 


Aoi  dieflon  Formeln  folgt,  daee 


und  somit 


wem  T'  daa  Pot  der  EUipee  bedeutet 

Die  Integrale  für  die  Abgeleiteten  zeigen  ferner,  dass  die  Kraft- 
componenten  X  und  S  nur  Ar  solche  Lagen  de«  Bezngpnaiitea 
onendlicb  werden  kOnneiiy  iBr  welche  i  =  i'  ^  0  iat»  abo  für  Ponkte 
der  RandeUipe^  ivell  dann  dflC  Iniegrationsweg  nicht  mehr  swiachen 
(  und  i'  hindarch  kann.  Die  Randellipee  ist  demnach  Ar  die  Comp. 
X  nnd  F  eine  Unstetigkeitscnrve.  Wir  werden  spater  sehen , '  das* 
Comp.  Z  iDr  keine  Pnnicte  des  Banmes  nneadUch  wird,  daas  sie 
sich  aber  bei  ihrem  Dinürchgange  durch  die  ISbene  innerbiaib  der 
Ettipee  sprangweise  ftndert.  Ans  frttheren  Formeln  efhijt  ipai^ 

F- 4ir \ 

Auch  hier  macht  der  Factor  Va—B  im  Nenner  den  nD mittel- 
baren Uebergang  zur  Ereisscheibe  anmöglich.  Wir  haben  aber  ge- 
funden, dass  filr  ein  kleines  C  =  A—ß" 
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nd 

V2Zß  yirinO 

ist}  folglich  erhält  man  im  Falle  einer  Kreisscheibe 

_  IVACMB  ,       ,,,,,  'iAKx 


Die  Eraftcomponenten  für  besondere  Lagcu  dci  Bozugspauktes 

a)   Der  Bezogspankt  liege  im  UnencUiclieü. 
£8  ist 

P  du   (Weg  eine  Schlinge  aus  dem 

Man  verwandle  nno  die  SchUige  durch  Einschaltung  des  Hori- 
sontes  in  eine  geschlossene  Cnrve  nm  die  Pole  ^A  nod  0,  und 
weil  sich  die  Wege  a«f  der  Bealitfttaliiiie  zwischen  -^A  and  0  anf- 
hebflDy  so  erbftlt  man  als  neuen  Weg  zwei  Meine  rückläufige  Kreise 
«m  die  Pole  ^A  und  Q.  Man  erli&lt  also 

VT«    P—S  ^         *^  rocidiaflger  Kreis 

x^iMABxj  yry—^^^^.^j^        ttm  den  Pol  — ^) 

yl   .Aft  (Weg  ein  rftckUiafiger  Kreis 

und  mithin  nach  Cauchy 

X— — jf— 

Ebenso  findet  man 
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;j— 00i(r|r), 


Ä  —  ^ — COS(r») 


b)  Der  Bezugspunkt  liege  anf  der  Focalhyperbel 


Han  findet 

X^^^fÄB.  f  (Weg  eine  Schlage) 

-  —  i  VÄB  X  f  =   (Weg  ein  rückläufiger 

J  {A'\~u){B+u)  Vit-u)      Krds  um  — B) 

4-iVABj^f  ^"   (Weg  ein  rücklänfiger 

/  V(t^u){—B^u){A+u)  KreigomdenPöl— ^) 

Ebenio  Ut 

2w  ^iFa 


und  für  die  Brennpunkte  der  fUlipee 

c)  Der  Bezugspunkt  liege  in  anmittelbarer  Nftbe  der  BaodeUipie. 

4  " 

^  Dm  den  l<«  imtiidlieh  w«<dendeo  Teü  abzntrennwi,  eneUe  ich  ' 


gMOtst  war,  80  hat  man 
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I     +  u 


uud  weil 


Bo  erliftlt  autn 


Nnn  ist 
ftUo 


4yB  Vu+ou-K) 


Um  iBt^gral  J/  zn  berechnen,  machen  wir  Substitation 
also 

äu_  2i<fo 


Setzt  man  nun 


<-«'~^+<■ 
o.-^  Zta-^!!^ 
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«folgt  -  =  (P<(»<*). 

^  ''(^,(i-L-';s^,)  y(T-7ö 

Nun  ist 
alio 

1      ^    V(iz:??j  4_ 


QQd  somit  ist 

00   L 

Pu-t  du  _      2iV(Ä-{-t}  _  ph*auCapu&t>d» 

y(i??rOT^^^"^ 

Weil 


so  ist 


t 


mid  weil 


_ , _  _       in  ,  incc 

SO  ist  sdüiessüch 
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Dieser  Ausdruck  soll  nach  <,  mit  VeruachlässigTiüg  der  mit 
log(<  — i')  moltiplicirten  zwei(^  Ordaang  entwickelt  werden.  Weil 

mit  Vernachlässigimg  von  ib^logX;, 

log  j  -  iugjg  -  ilüg    x67'j  ^1 

also 

-  (l + i       -         + .  .) X  (ilog  1  ) 


Ferner  tot 


% 

■/(. 


Zsß  ^  I  (B^  — «1  rfaJ 


und  w«il  iD  unserem  FaUe  x  <  j:  ist^  bo  seHe  man 
also 

 <^ 

folgtich 

Fttr  eiii  Iddnes  ft*  iit 
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und 

folglich 

also 

l'uraer  ist  auch 


7t  j  5 

E  4 


<         I*"     o     ^V.    o  -«  ,cob4<H-1\. 
- 1— j+x«»29  -^(^l-'2co»29+  

«1-  T+T  ^''^^^  er + 16   64-^+  " 

und  ebenso  (1— ik^in*^)-! 

3 

+  gjA*C0»4H--. 

3 

und 

(1  -  A^sinV)!  —  (1  -  kHmip)-\ ,  ^  =  ik*coB2<p 
+  ^    (2  C08  2g)  -  cos     4- . , . 

alao 

e 

—  j  ^'fim29+  ^A^(8in2y  —  i8ui49>+ ... 


2  +  Je      + 2  8iü  V) ^  + 
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die  Entwicklang  der  Z  Fasction  hat  alflo  fOr  misera  Fall  folgende 
Form: 


wenn 


also 


daher  ist 


Ea  aei 


man  boU  berechnen. 


Ä«  -  ?^  -  V^+«"     Vitt'"/.  , '"\-Vt 


Wenn 

ama  ~  9 

also 

sin^  —  Bin  ^  *^ 

ao  folgt  hierans 
Nnn  ist 


= (l+iAi'BinVW9>  —  V+  ii^Binvcoa^ 
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also 


and  eudiicli 


alflo 

Ferner  ist 
CäDm^ 


Sm    J  y-t"4-<- v(^-j:if 


so  iBt 


füigUcli 


Für  den  Fall  einer  Kreiiadieibe  ist 
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alaa 


Um  auch  hier  den  unendlich  werduudeu  Teil  abzutrennen,  erielta 
^     durch  -  V .  —  TTTi  !*\/  TTx — i 


r'  =  2^ AB  J  ^ 

80  ist 

  Oft 


so  ist 


4Vi     V-g-f  Vü+i- 
r     -16/"/,      r+''\  .'+''] 
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Um  //.  zu  berechnen  machen  wir  folgende  SabstituUon 


also 


WO  also  «  yon  0  bis  £  wftcbst  Es  ist  uua 

Mau  setze  daher 
nnd  kann  dann 


annehmen,  so  dass  b  «wischen  £  and  K+L  liegt  nnd  das» 
Weil  _  r  r  -r 

80  hat  man 

'a    r  t—  f 


Weau 

BO  ist    Bdrdlicb  latenl  und  liagt  swiieben  0  lud  £.  Weil 
10  lind 

Da  nun 
so  sind 

vb^«'  Vä-h'      y(<-o  vä+i' 

Ans 

folgt,  diM   

Daher  i.t  y(«-0<l.+  . 

Aimäiienide  liercchauDg  von  II.  Weuu  am^'  —  ii,  sü  ist  ö' 
gleich 

0  0 

Ferner  Ist 

8b'  =  ifinx 

also 

^"^'yii-f?  VF~l^-*5j 

Man  setze  dalier 

folglich 

4idL  J«r  Mfttb.     Phfi.  &  B«lk«,  Tdl  VI.  17 
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f*-Aog  

Nua  folgt  aas  obiger  i:  ormel 

also 
also 


oder 


folgUch 


oder 


so  ist 


1»  -  ^9**'i  ^ 


y— r 

».log  -^15^,  + 

Also 

Endlich 
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WoDte  man  dasBolbe  Argument  v,  das  durch 

definirt  war,  behalten,  so  bekäme  man  wegen  des  Keunera  u  bei  der 
D  Function  (Parameter)  -  '-^>  1  und  der  Parameter  lige 
«Wtochen  L  mid  K+L.  Hau  kann  aber  eineu  reellen  Parameter 
bekommen,  wenn  man  (frttberes  Argument)  als  Argument  wählt 
m  ancb  mit «  beaeiehnet  Bann  ist 


alao 


0 

wenn  «  poa.  ond 


k*S»c  =  ' 


Fflr  ein  neg.  z  h&tte  mau  den  entgegengesetzten  Ausdruck  erhalten. 
Man  fcaan 

>'('-«•)       7r-7=  ^   y  (7-» ") 


17* 
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0  <«<ir 

aimühmen.  Dann  ist 
also 

z  -  -4ar(v)  -  -u(lzo  »  -  f  +^') 

Wenn  t  nnd  i'«  folglich  nach  H  als  aehr  klein  enter  Ordnung  gelten 

—161" 

und  man  die  zweite  Orduung,  multipl.  mit  log  -z — 3-  vernachläs- 

sigt),  80  kann  man  c  dnrdi  einen  Winkel  ersetzen;  nnd  damit  dieser 
in  der  Ebene  der  Scheibe  ausserhalb  der  Ellipse  verschwinde, 
er  sogleich  mit     also  mit  Cc  verschwinden.  Man  setze  daher 


damit 


cosX  — 


werde.  Dann  ist 

2Ä""  '2  * 


sinA-J^L 


-  iife«sinAcosA  -  ^  -  i  - 1 


— r 


Dk  nOB 


ist,  so  ergibt  sich 

,  V-'^^/,    —16/"  \ 
Z  4X+  \^OfL-^--l ) 

Das  durch  den  Bezugspunkt  gehende  zweischaligc  lij-perboloid 
schneide  den  Rand  der  Scheibe  im  Punkte  (A',  r,  0).  Den  Abstand 
M  beider  Tunkte  kaiiu  mau  w»  ^J;l'n  seiner  Kürze  (insofern  das  kleine 
Stück  des  rechtwinklig  sehn  idondeu  Hyperboloides  als  eben  gilt) 
als  kürzesten  Abstand  des  Be/.agspnnktes  vom  Scheibeurando  an- 
sehen.  Für  diesen  Abstand  «  haben  wir  aber  früher  den  Aufdruck 
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erhalten. 

^  "  VÄB 

vi  endlich.  Man  kaaa  daher  den  Uustetigkeitälogariüimus 

log 

durch  log-  erBetxes,  wenn  man  daneben  endliche  Werte  vemach- 

iiiösigt,  wie  bald  in  den  Ünendlichkeitsterraen  von  A,  y  geschehen 
soll.  Setzt  man  nun  für  den  nächsten  Augenblick 

WO 


f — 


al80 


i-K  Vj(-/j-V') 


fol^ich   

Man  kann  sieh  r  als  Projection  der  kleinen  Strecke  t  anf  die 
Ebene  der  EUlpee  denken.  Weil  «  Im  Banme  normal  zwc  Ellipee 
iBt»  80  iet  es  anch  r  in  deren  Ebene.  Wenn  i*  —  0«  so  liegt  der 
Funkt  (c,  y,  «)  in  der  Ebene  der  Ellipse  ansserbalb  der  Gonre ,  nnd 
r  ist  dann  pos.  Die  Froj.  des  Fonktes  liegt  also  ansserbalb,  wenn 
t+f  pos.«  Innerbalb,  wenn  t+t\  folglieh  anch  r,  neg.  ist.  r  and  m 
find  Katheten  eines  rechtwinkligen  Direiecks,  «  dessen  Hypotenose, 
Der  Cosinus  des  Winkels,  den  •  mit  r  bildet,  ist 


Digitized  by  Google, 


Weil  aber 


10  ist 


1^^-  eosU-  BinU  -  oob2A 


die  Strecke  «  bildet  also  mit  der  nach  aussen  gerichteten  (in  deren 
Ebene  befindlichen)  Normtae  der  EUlpae  den  Winkd  2i;  man  hat 

r  —  «C0B2I,  z  =  <Bin2A 

In  tieHrter  Nlhanmg  ist 

2  SS  —  4X  (wenn  man  das  weglftsst«  was  Im  Raade  venebwindet 

Wenn  nnn  der  iTlnkel  ^  von  bis  m  +%  wiobst»  so  dass 
die  Strecke  «  nm  den  Punkt  des  Bandes,  ven  dem  sie  ansgeht,  eine 
ganze  pos.  Drehung  ansMrt,  so  nimmt  die  Knftoomp.  Z  nnnnter- 
brochen  von  2n  bis  aaf  —  29(  ab. 

Bedeutet  fi  den  Winkel,  den  die  Normale  der  Ellipse  mit  der 
9  Aze  bildet,  so  ist 

jB— rCOSf*,  y-~y-»rflinfi 

folglich 

Die  anendlich  werdenden  Aafangsterme  der  Aoadracke  fär  die  zwei 
ersten  Abgeleiteten  (Kraftcomp.)  waren  aber 


oud  für  diese  kann  mau  also  auch 
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setaen. 

Ans  te  aUgemeioea  Theorie  des  Patentials  ist  bekannt,  daas 
die  Kraftcomponente  eine  Fläche,  welche  mit  Muse  Ton  variabler 
IMcfatigkeit  belegt  ist,  in  der  Itichtnng  der  Nonnale  aich  beim  Doith- 
gftOge  durefa  dieselbe  sprangweise  ändert  nnd  zwar  nm  4nQ^  wenn 
p  die  Dichtigkeit  im'  Dnrchgangspnnkte  bezeichnet,  nnd  die  Flftche 
in  neg.  Bicbtnng  passirt  wird.  Dieser  Satz  wird  gewOhnlidi  mittelst 
des  Ganssischen  Lehrsatzes  bewiesen;  aHein  er  kann  anch  dnrch 
eine  einfsche  Integration  gefunden  werden.  Zn  diesem  Zwecke  grenze 
ich  aaf  der  FUche  ein  kleines,  kreisförmiges  Element  ab  nnd  er- 
richte im  Mittelpunkte  derselben  eine  Kormale,  deren  pos.  Seite 
nach  anssen  gerichtet  sein  soll.  Es  ist  nnn  zn  ontersachen,  was  aas 
der  Kraftcoinp.  in  der  Richtung  dieser  Normale  fBr  den  Dnrch- 
gangsp.  wird,  wenn  die  Fläche  in  pos.  oder  ueg.  Sinne  von  dem  ßo- 
zu^^sp unkte  passirt  wird.  Liegt  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  Seite 
der  2^ormaic,  so  sei  die  Kraftcomp.  der  Fl&che  in  der  Bichtg.  der 

+ 

Noraale  mit      liegt  er  aber  aal  der  neg.  Seite ,  so  sei  sie  mit 

N  bezeichnet  Wird  nun  die  Nonnale  von  dem  Bezugspunkte  in 
|K>6.  Sinne  durcblaofon,  so  erhält  man  fOr  den  Dorchgaogsp. 

wo  Aq  die  Kraftcomp.  des  ausserhalb  der  kleinen  Kreisscheibe  lie- 
geuden  Teiles  der  Fläche  ist,  während  sich  a  nur  aul  die  abgegrenzte 
Kreisscheibe  bezieht.  Wird  hingegen  die  Fläche  in  neg.  Sinne  pas- 
sirt, 80  erhält  man  Klr  den  Barchgangsp. 

wo  sich  Gl  HUT  auf  das  kleine  abgegrenzte  I* iaciieübliick  bezieht 
Der  Unterschied  ist  also 

und  man  hat  nun  noch  die  a  zu  berechnen.  Der  Mittelpunkt  des 
abgegrenzten,  kreisförmigen  Fläcbeneleinentes  werde  als  Ursprung 
eines  nenen  Coordinatensystems  gewählt,  dessen  pos.  z  Axe  mit  der 
pos.  Normale  snsammenfäUt.  Der  Bezugsp.  hat  dann  die  Goordi* 
Boten  (0,  0,  «).  9  sei  der  Badins  der  Scheibe,  r  die  Entfernnng  des 
Bexogspanktes  von  einem  Punkte  derselben  nnd  h  Badins  eines  anf 
dem  Flflehenelemento  liegenden  Kreises,  wo  0  <  A  <C  a.  Bas  Flft* 
ekenelimeiitdsr  Sreisscbeibe  ist  demnadh  SisAdA,  imd  weil  ftr  die- 
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selbe  Q  als  constant  angesehen  werden  kann,  so  ist  das  Fotontial 
derselben 

Pot. 


Nnn  ist 
also 

rdt  —  hdh 

folglich  ist  für  ein  pos.  s 

und  fOr  ein  n^.  s 

Pot  =  3iK9(ya<+^+s}  also  fttr  t  —  0 
Pot  —  2ff^a 

Das  Potential  einer  stetig  gekrümmten,  mit  Masse  von  variabler 
Dichtigkeit  beleg tcii  t'Jiu  he  hat  also  kcme  UüöteügkeiL6puiikte.  Aus 
obigeu  Formelu  iür  das  Poteutial  folgt 

öÄt      Ä     /     »  öPot      „      /     «       ,  ,\ 

and  also  für  den  Ursprung 

oÄt        ^       öPot  „ 

 l^--^"^ 

Es  ist  denmadi 

a  s  —  2^^  and  oj  — 

foldich 

+ 

also 

Auf  diesen  Satz  nun  soll  die  Kraltcomp.  Z  der  ciiipüschen 
Scheibe  geprüft  werden.    Wir  hatten 

Z—  —  iQÄ  /*-  — —  rtcUäufige  Schlinge  ans  d«m 

^    ^    J  %     R         Ostp.  allein  um  de&  Pol  i). 

Derch  EinschalUm  des  Horiioiitef  Iii  die  Sdilinge  erhill  naii  nui 
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Zmmm  ^  ii/AB  /**    —  kleiner  racUlvfiger  KrelB 

^    J  u'  R  allein  nm  den  Pol  0) 

J-i-i/J«  Curve  um  die  Pole 

und  nacb  Caocby  erliftlt  man  demnaeh  lor  ein  po8.  s 

Är+fVJö y*(i!„^    |J        (Wog  wie  oben) 
und  für  ein  neg.  » 

^  -  2«  -        f  :z5  •  %         (Weg  wif  Yorhin) 

Pa  nun  die  Integrale  auch  für  a  =  0  einen  endlichen  Wert  be- 
halten,  so  verschwinden  für  diesen  Fall  die  zweiten  Xerme,  and  man 

bekommt  für  eiueu  I^uxikt  der  Scheibe 

+ 

also 

der  Dichtigkeit  1  entspricht 


S.  U.  Berechnung  des  Differentialparameters 

«weiter  Ordnnng. 

Um  den  Differentialparameter  zu  berechnen,  gebe  ich  ven  den 
ItttQgraUnsdrflcken  der  ersten  Abgeleiteten  ans  nnd  benntse  als  Inte- 
graüonsweg  die  Schlinge,  welche  ans  dem  Ostpnnkte  allein  am  den 
Pol  I  geworfen  ist  Wett  ftor  aUe  Pnnkte  der  Baadellipse  die  Comp. 
JT  ud  r  unendlich  werden  nnd  die  ganze  elliptische  Scheibe  fbr  die 
Comp.  'Zeiae  Unstetigkeitsflftcbe  ist,  so  müssen  wir  alle  diese  Pnnkte 
•  von  der  nachfolgenden  Belrachtang  aasschliessen.  Weü 

"lET  IT»  •  IT»  •  A+u       ?y        TT»  • 

^  i       1  . 
so  ist 
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ST  -  -i^^V  w  •  Vir--  i^-^^y  i  •  w 

(Weg  wie  früher) 

folglich 

^'i— ^^-f  -  (4t.)  •  -  v-"^y  ^  g;  j 


ff« 


Nun  iet 

•  'S" 


ii+M      du       a  • 

also 

ADUUtgSW» 

oder 

e^i'  a«p 


§.  15.    Das  Potential  einer  elliptischen  Scheibe  vou 
der  Dichtigkeit  1  ist  ciue  liouiogeuc  i^'un  ctiou  l.Grados 

der  Grössen  VA^  VB^     y,  x. 

Wenn  in  der  Formel 

«0 

W 

2yAß  I  -.j  du. 


/W 


die  Elcmcuto  Vi4,  VB,  j?,  y,  «  resp.  durch  aV'vl',  «y  ß',  ax*,  a^',  «*' 
ersetzt  werden,  dauu  geht  dieselbe  in 


Diylfcull  by  Google 


Aber  ud  aomit  itt  P  eme  Iiomogenfl  FnnctioB  1.  Gute  y  ^,  VB, 
«S  f  ,  a   Also  kt 

Diese  Formel  erhält  mau  auch  auf  lolgondo  Weise: 

Das  Potential  einer  eUipt  Scheibe,  begrenzt  von  der  EUipee 

ist  nach  Froherem 


OD 


Ersetzt  man  nnu  «  und  t  durch  a%  and  aH  nnd  setzt 

«-IT,         IT-«-  ^  ^ 

dann  erhält  mau 

CO 


I, 

sonüt  ist 


9p  * 
folglich 


was  SQ  erwarten  war.  Nun  ist 

OD  CS 

demnach 
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y*  Potential  einer  elliptiseben  Sehelbe  Ton  der  Piehtifkeit  I« 
deren  Punkte  den  Gleiehnngen 

genttgen,  abgeleitet  mittebt  des  disooBtinoirlielien  Faeton  tob 

BirieUet. 

Die  Coordinaten  des  Beiagspanktes  wien  a,  6,  c;  dicgonigen  eines 
Panktes  der  eltiptiscliea  Scheibe  «  und  y.  Wird  die  Kntfemang 
dieser  beiden  Punkte  mit  r  beseidmet,  so  ist  eine  erste  Form  des 
Potentials 


Pot 


wo  giili  die  Integration  über  alle  Punkte  der  Scheibe  ausdobot  Be- 
deutet uuQ  lY  oiuo  pos.  sebr  grosse  Zabl,  so  ist 

n 

0 

Ich  betrachte  nnn  das  Integral  /    ^i+c  ""*-  derselben 

sei  eine  aus  dem  Westpunkte  um  den  Pol  0  geworfene,  rechtlänfige 
Schlinge.  Sind  die  reellen  Comp,  von  a  um]  f>  pos.  und  ist  c  ein 
ächter  pos.  Bruch,  so  !üsst  sich  der  Weg  auf  die  Realitfttslinie 
zwischen  —cd  und  Ü  zusammenziehen  und  weil 

0  00 


—  OD 


—  00  00 

0  0 

ßü  ist  (weiiu  —  a  ...  n  eine  aus  dem  Westpuukto  um  deu  Pol  ü  ge- 
worfene Schlinge  als  Weg  bc/ieichuet) 


OD 


Digitized  by  Google 


BigUrt  PtHmaüU  mmt  ^Uptitekm  Wulm.  269 

00 


WeU 


—00  ."0  —  QO  .«0 

alM>  nach  elnom  bekannt«n  Satse 


ist 


mid  womit 


-gO  ...0 


2*  TTfit* 


—OD- 


alAO  nach  Formel  HI 


00 


^  7   "  ^^^^^'^  *  i~ 

0 

foil^ich  auch 

 i  <i<  =  iüg  ^ 

i>ie  imaginire  Comp.  dieMS  Log.  werde  anagedraclct  durch  die  GrrMe 
der  Drehang  des  Strahles  von  0  nach  h  bis  snm  Paolrte  o.  lehseUe 
i,  ^  —ig—i,  a  —  — ^  Boi  eine  po8.  reelle  Zahl.  Bann 
folgt  aas  VI  für  den  i  ail,  dass    >•  1  ist 


somit  auch 

2)  -2.y^|i^*'*-ipg;-; 


X)  und  2)  folgt 
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VU  njT^  W^^+e-^^)  ctt  =  0 

Ist  idngfigm  0  <  ^  <  1,  80  i6Igt  ana  VI 


und  iiierauä 


»)  2. /'^<.*«Ä  =  log^+<, 


0 

Bomit  nach  8)  und  4) 

VIU  LJ  -  1 

0 

Das  latogral  ^  /  neant  man  den  disoontinair- 

liehen  Factor  Toa  Dirichlet  Ist  in  demselben  0<^<1,  so  Ist 
der  Wert  1,  nnd  ist  1        so  ist  derselbe  0.  Wird  naa  in  dem 

Aaadrucke  I  iür  das  Potential  ^  dorch  das  lutegral  der  Formel  II 

enetst  and  ist 

80  kann  maft  dem  Potentiale  der  elliptiaGhen  Scheibe  liolgeDde  Wom 

geben 

In  diesem  Ausdrucke  laufen  die  Variabein  und  %  von  0  bis  -}-ao , 
und  die  Integration  nach  »  und  y  erstreckt  sicli  über  die  ganze  Ebene 
«  «  0.  Setzt  man 
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und  versteht  VA^  VJS  imd  ebenso  die  reeUen  Comp.  Ton  V^jj— 19, 

yBx—iq)  po8.,  80  ist,  weil 

(ir-*)«+«^.    ir-^'  +  f  ist, 
In  Formel  IX  integrire  ich  zuerst  nach  x  ond  dann  nach  y  and  setie 

•  v^-^'-yijj^»  vJ-**" 

DorchiAtilk  nun  x  die  BealiULtslinie  vom  Westpnnkte  bis  zum  Ost- 
pnnkte,  so  darchl&aft  «  eine  nene  Gerade ,  welche  die  R.  L.  onter 

7t 

einem  WinlLei  seimeidet,  der  kleiner  als  g  ist.  Der  Anfang  dieses 
Weges  werde  mit  dem  Westpnnkte  nnd  das  Ende  mit  dem  Ostpnikte 

verbunden  und  weil  nun  die  Momente  des  Integrals ^       du  in 

diesen  Punkten  des  Horisontes  sehr  kitin  sind,  nnd  innerhalb  der 
R.  L.  nnd  des  Wegse  von  «  keine  kritischen  Punkte  vorhanden 
sindf  so  Iftsst  sich  der  Weg  von  1»  wieder  in  die  B.  L.  verlegen  mid 
man  hat 

_ao  =00  0 

00 


m 


Ebenso  ist 


—00  -« 

—00 

somit 


/• 
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+00  +QO 


=  Vis  »  (— —.^"^ —  + 


und  demnach 


X  pot  -  Är-»r  


t9)(JSz  — t» 

0  0 

Um  eiue  fernere  Integratiou  aasfobren  za  kOnnen,  setee  man 
somit 

  OD  00 


y(ii-t»)(Ä-t») 

0  0 


Ich  integrire  nun  nach  9.  Es  ist 

00  _GD 


/sin  <p                 1  /^/«-(s-Oy_c-(sj.)^\ 
-^»-^ä^  -     ( —  

und  weil  dio  reellen  Comp,  von  «S  — »  ond  S-^-i  pos.  sind,  so  er- 
h&lt  mau  die  Formel  Y 


0 

und 


0 

foIgUeh 
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oderincb 

oo 


Fol 


0 


er 


wü  bdde  Integrale  fllr  sich  convergiren.  Dio  reellen  Comp,  der 
Quadratwürzeln  Vs~-j-i^  V'S-  i  werden  auf  diepem  Wege  von  «  pos. 
Terstaaden ,  und  im  übrigen  überlasse  ich  es  dem  Leser,  ans  der 
ConÜDuität  die  Bedeutung  derselben  für  andere  Lagen  von  «  zn  be- 
orteilen. 

Du  Integral  y  -  verschwindet  im  Hari- 

amta  wie        Man  setze  deshalb  den  geradlinigen  lutogrationsweg 

im  Ostpunkte  des  Horizontes  bis  zum  Nordpunkte  fort,  um  die 
Nordbälfte  der  lateralen  Aze  zam  neaen  Int^ationswege  zn  machen. 
Hier  setze  ich  nun 

n 

•2  . 

durchläüit  nun  s  von  0  aus  die  Nordhliäiftc  der  lateralen  Axe,  so 
n  von  0  aus  der  Ostbälite  der  ßeaUtätslinio.  Ist  unn  i  die  Wurzel 
der  Gleichung: 


fie  dem  Ellipsoid  entspricht,  das  durch  den  Punkt  (a,  c)  geht,  so 
Ist  ftr  das  Intervall  0  <  t*  <  <  die  Grösse  T  stets  grösser  als  1 
und  l\ir  t  <»u  i&t  T  kleiner  als  1,  wenn 


ii+tt+Ä+u+i» 

M.4.]ifta. «.Pill.  a.aiiiM,T. la 
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geteilt  wird.    Fttr  dai  Interall  0  <  »  <  i  hat  nuui  denaith: 

log(5-0i»»lei(r+l)-*J 

und  filr  f  <  tt  iel 

log(5-o-log(i  +  r)-^ 

wo  die  LogarithmeQ  von  2*<~1,  1  —  2;  etc.  reell  ventandea  werdee. 
Man  findet  lomit 

00   #    


)(i/  +  u)ii 


'•2 


00  

J  iTc 


yU+y)(Ä+»)» 


Um  das  zweite  Integral  der  Formel  XI)  anf  fibnlicbe  Art  nrnzn- 
formen,  setzte  man  den  Integrationsweg  im  Horizonte  vom  Ostpuiikte 
bis  zum  Südjiuukte  fort  und  vorU  f»e  den  neaeo  Weg  aaf  die  Süd- 
h&lfte  der  lateralen  Axe.  liier  setze  mau 


ihr  0  ^  ti  <  <  ist 

iog(i^+t)-iog(r+i)+*^ 
iog(Si-o«iog(r-i)+^ 

and  flUr  f  ^  «  bat  man 
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»11 


log(Si  —  *)  =  ioga  -  2')  —  -2 

wo  die  f-ogarithmea  voa  ^+1,  1  —  2\  etc  reell  verstauden  werden. 
£s  ist  somit 


-2 

•  0 


flu 


n  .71 
2  '2 


00 


Vi-t-r+«    Vi— r 


^       VM-htt)(i*  +  tt)u 


folglicii  Dach  Formol  XI) 

CO 


Xtt  Pot  =  2l/^i»/  7(rR(r+-).i 


Fortsetzung  folgt  später. 


18» 
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2/<rme«:  JJcUrmmanten  bei  wiederholter 


XIV. 

Determinanten  bei  wiederholter  Halbiruug  des 

ganzen  Winkels. 

Von 

I.  Hermes. 


Auf  die  hier  betrachteten  DetcrmiTiitifon  wir  !  man  bei  Unter- 
snchu Ilgen  über  construirbarc  Ecke  geführt  uud  köuuen  dieselben 
auch  ftl8  VerallgemeiaoruDg  der  Formol 

für  gewisse  specielle  Winkel  anfgefasst  werden. 

Die  zu  Grande  liegende  Figur  Ist  eine  sehr  einfache«  nftmlich  ein 
regelmässiges  Strahlenbflschel  (Stern)  nüt  wiederheltgerader  Strablen- 
aniahl. 

„Bezeichoet  a  einen  Winkel,  der  durch  wiederholte  Halbirnng 

2t 

des  ganzen  Winkels  2v  entstanden  ist,  aiso  «  *^       femer  «a  ein 

ungerades  Vielfache  dieses  Winkels,  wo  n  die  Werte  1,  5  ... 
(2»-2— 1)  annimmt,  und  wird  nun  eine  Determinante  gebildet,  (irren 
erste  Cüionne  der  Reihe  nach  die  co8(t*a),  deren  zweite  cos(3f*a) 
etc.,  deren  letzte  cos (iua)  ftlr  ks=t2^-^—i  outhält,  so  stellt  der 

nnmerische  Wert  dieser  Determinante,  fidle  v^3,  eine  Potens 

von  zwei  dar,  verschwindet^)  aber  ftlr  einen  doppelt  so  grossen 
Wert  des  Winkels.** 

t)  YgL  BiilMr,  DttlenahuMitm  f  17»  S. 
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Dl6  wievielte  Potenz  von  2  wird  wal  Mebei  erhalten? 

Begmueu  wir  mit  v  —  4. 

Die  Determinante      wird  dann: 

C08«       coe(3«)  I  .  ^  Ü 

C08(3a)      00B(9a)  I   ^'"^  ""2*  ""8 

G08(9i>)  —  cos  --OOBa 

ist,  and  sin«  atatt  cos (3a)  gesetzt  werden  kann,  ao  wird 

—  — C0B*o— Bin*«  —  —  1 

Wir  können  aber  ancli  diese  Determinante  dadarch  anarechnen,  daaB 
wir  die  erste  Colonne  aar  letsten  legen  and 

cosa?+cos^     2c08^^^^^^  cos 
sawenden.  Indem 

und  ZOT  Abkürzung 

cos  (ma)  =  Cm 

getetit  wird,  ergiebt  sich 


-u^ — y2 

wie  Totbia. 


Dass  i>4  fllr  dnen  doppelt  so  groBBOn  Winkel  a  »^verschwin- 
det, folgt  für  i>4  (wie  auch  allgemein  fdr  JDp)  daraus,  dass  dann 
sa  Stelle  von 

lya  -  cos  [}) 

der  Factor  c<^*>^^}     0  tritt. 
Für  y  *>  5,  also 

wird  indem  Zeilen  nnd  Colonnen  zanächst  nmgeatellt  werden 
mdgen, 


Digitized  by  Google 


278 


Herme»',  Determinanten  hei  wiederholter 


Ci    c^    Cj  C5 
+  +  + 

4-+  + 


wobei  die  mit  -\-  ausgefällten  Stellen  stets  ein  -^-cn  enthalten  sollen, 
dessen  Numcr  n  das  Product  der  Numern  ist,  welche  die  in  der  b»- 
treffeaden  Zeile  and  Colonne  am  Anfange  befindlichen  0  haben. 

Wird  nun  die  erste  Zeilo  zur  zweiten,  die  dritte  zur  vierten  ge- 
legt und  der  Factor  V2^  vorgezogen,  so  erhalt  man: 


/>6  -  . 


*i  ^  H  H 

Cs  -f  —  — 

C3  +  +  + 

P,  4r  


Hier  deutet  das  minus  an»  dasi  das  an  der  Stelle  befindliche  ^ 
negativ  zu  nehmen  ist. 

Es  wird  sich  also  die  Determinante ,  wenn  die  visrte  Zeile  zor 
ersten,  die  dritte  zur  «weiten  gelegt  qnd  sodann  der  Factor  8  aot 
beiden  Zeilen  herausgezogen  wird»  als  das  Product  zweier  Parti*!- 
determinanten  darstellen: 


i  H  + 


—  2V2«.V2.V2 


«1 

— 


falls  man  mit  den  Colonnen,  wie  vorhin  mit  den  Zeilen  verfUirt. 
Nun  ist 


folglich  das  Quadrat  »  somit 
Verfahren  wir  analog  bei  v  «  6 ; 

60  zerfl^Ut  nach  Absonderung  des  Factors  ^2^.2^  in  das  Pro- 
duct der  beiden  Teildeterminanten: 
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0|  «15  07  Cg 

«»I  +  +  + 

H  ^  +  + 

«5  +'  +  + 


<1  *18  *6  *lt 

+  +  +  + 

+  +  +  + 

+  +  +  + 


dieae,  Mwb  Abioidnng  das  Facton  W.V  t%t  Jede  ia  dM  Pro- 
daet  der  Tier  DetemiMBtan: 


«3  C| 

+ 

• 

+  +1 

1  ^ 

+  1 

+  +  1 

1  H 

+  i 

+  +  I 

woldies 

ilt  Im  guMa  wird  alio: 

1^-  |i  

Bei  V  —  7,  für 


&1Ü 


(?) 


s4« 


2» 


64 


tritt  Mdi  der  «oaiog  «lageflUirteii  Zeilem-  und  ColoBiimdditum»  j»< 
d«ni  der  Factor:  ^  ^ 

gewonnen  wird,  das  Product  der  vier  Teildeterminaiiten 


«1  «15 

^  + 
%  + 

+ 

^  + 
«II  + 


<57 

4-  4- 

^  + 

+  + 

+  + 

+  + 

+  + 


+  +  -f  + 

4"  "f"  "i~  "l" 

+  +  +  + 

+  +  +  + 

+  +  +  + 

+  +  +  + 

+  +  +  + 


aai;  «elehea  aaeb  eiaar  sweitea  ia  aoalofer  Weite  aauafabieadta 
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B€rm«§i  I>§t»rwumMUm  b»  wi§tMioUtr 


Z(  ;i(u>  und  ColoüaeiuuiditioA  0  in  das  Frodnct  der  8  I>oCflr- 
minauten 

8 


«1 

<?7 

t 

+  -1 

+ 

i  +  + 

^5 

•  1  +  - 

übergebt,  indem  der  Factor: 


gewonnen  wird.  Pa  das  Prodnct  der  8  Determinanten  tu  je  ikr 
jBlementen 

(+COa>  (^j  (c09(^)  C08(^)  )'co8«(|)  j  ' 

-&-(.')  {-"©)r  . 

betrftgt,  80  erhält  man  lehlienlicb: 

A  —  2H^[  —  a*  — 

Bei 

wird  nan  nach  zwei  voUen  Zeilen-  und  Golonnenaddltioaen  4« 

Ftetor: 

utid  als  Kern  das  Prodoet  der  16  DetermiaaDtea  zu  je  Tier  Ele- 
menten, nämlich: 


«1 

+ 

• 

«»• 
+ 

«1 
+ 

• 

H 
+ 

+ 

• 

+ 

+ 

+ 
+ 

• 

+ 

.+ 

+ 
+ 

• 

+ 
+ 

+  1 

• 

+ 
+ 

+ 
+ 

I)  Di«  teMen  Ist  bei  angerader  Ordnuugszabl  wu  tor  Hilft« 
iUiiea« 
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\H  + 
l^u  + 

U.  + 


+  +' 
+  +1 

+  +• 
+  +i 


+  + 

+  + 

"f"  "1* 

+  + 


+  +1 

+  +r 

+  + 
+  + 


«Wien,  mlehw,  wie  M>gl«idi  allseafin  leieigt  wetdan  lau, 

1 

"  gut« 

iit,  M  dMS 

U,--!=-^  8"-a6J'»  ist. 

Diese  Determinante,  die  also  erst  dem  regulären  256-Eck  ent- 
sprechen {und  beim  257-Eck  in  Bezug  anf  die  Bedingnngsgleichungen 
daselbst  iu  Anwendang  kommen}  wttrde,  bat  schon  bei  directer  Aus- 
rechnong: 

26a  laO  836  933  693  630  167  218  012  160  000  000 

nicht  verschwindende  Glieder  nnd  zwar  ist  jedes  Glied  ein  Product 
fon  32  Diagonalen  des  Ecks  [Durchmesser  =  1.].  Die  Summe  aller 

Glkdfir  hat  aber  die  einfiudie  Formel:  (S»-^)*    iBr  y  *  8^  daa  »t 

(16)^«  —  18  446  744  078  709  ^1  616 

Die  dem  regulären  65536-Eck  entsprechende  Determinante  würde 
eine  Gliederzahl  haben,  welche  mit  2öd04  Steilen  zu  scbreibeD  wäre. 
Ihr  Wert  ist 

lS-4  12 

(2»«-*)«      -(2»«)«  =(4096)«» 

Wird  für  immer  grössere  und  grössere  v  (bis  (x)  die  Glie- 
derzahl durch  das  Product  aus  der  vierton  Wurzel  der  Elementen- 
aniahl  and  dem  (Quadrat  des  DetermiDantenwertes  diTidirt,  so  ei^ebt 

«idi  die  Constante  if^.O  0;  ftr  mbaebmende  ¥  wird  die  Formel 
(2»-^}*     ,  welche  für  V  —  3  den  Wert 

(2-1)«"'-  (J)|  -  Vi«  coi  gf)  -  I  «oa«  I 

bat  und  soweit  noch  stimmt,  natflrlich  ttlosoriach;  lär  v  —  8 
I.  a  wird 

A  -  (2-«)«"^  -  (i)i  -  Vi 

1 

^  foriiio,  daawiaeheii  liegt  bekanatlieli  für  »  s  -  ein  Minimn  der 

Function 
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AHB  den  vonCebendeii  AnareduMmgen  der  «ftnfMbsten  F&Ue 
1^  —  4  ...  bis  V  8  ansrer  Determintiile  ist  doq  ichM  der  Gang 
des  Beweiaei  der  Hauptsaebe  nach  erticlitlicli,  so  wie  aadi,  daw  die 
FiUe  dnea  geraden  v,  «o  eine  volle  Anaahl  Zeilen-  nndColoanen- 
additionen  stattfinden  rnnss^  bis  man  anf  den  Kern  kommt»  nnd  einet 
ungeraden  i^,  iro  die  letale  Colonnenaddition  anr  aar  BlM»  eins- 
labrbar,  an  unterscheiden  sind. 

Die  erste  Zeilen-  uud  Colonnenaddition  giebt  als  Exponoutea 
TOD  2  und  y2,  da  die  Determinante  (2*'-3)>  Elemente  nnd  als  enSe 
Zeile  (oder  auch  Colonne)  die  2*-*  Oosiniis  mit  den  Mnmem 

1,   (2»-«— 1),  2^-»— 1,  2^-^+1,   2»-*— 1,   ...  etc. 

enthftUi  wie  ans  der  Analogie  mit  dem  Votgehenden  folgt: 

1.2''-*+2.2^  and  2[.l.a^+2.2^ 
die  zweite  Zeilen-  «nd  ColoniieaadditiaD: 

4.2'-«+8.2»-7  nnd  2 [| .2»-' +|.2^j 

die  dlitte  Zei^ei^  nnd  Cktionnen&ddition: 

ie,3^+82.«»-*  und  2 pj.2«^»-f^. 

Fttr  gerade  v  wird  ana  die  2^te,  d.  L  die  leiste  folle 
Zeilen*  nnd  Colonnenaddition  s 

p2»-«         2"-»  1 

y    2»  j 


2»-«. 2* +2»-». 2  nnd  2 


Eine  Doteruiijjantc  deg  KerDs,  die  ja  vier  JjJemeptft  hat« 
wenn  p  nnd  q  swei  angerade  Zahlen  bedeuten; 


*  * 

4(p+«)+S!N+V-«5(F+f)-«*5(#+t)-«M 
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(^)"-Ct) 


-.1 


-2 


der  Kern  selbst  also  das  FroUact: 


Da  DttD  im  Prodacte  avch: 


sin 


TOfkommt,  wobei 

V 

.     «.2 — 2  j  üiii 


ist^  10  siebt  sidi  das  Frodact  in 

rassmmen.  Es  wird  also  der  Exponent  von  2  ran  2^"^  sa  ver* 
»üdero  floin.  Dieser  Process  l&sst  sich  offenbar  noch  Smalbin- 
tsroinaader  anwenden»  lo  dase  scbüessUeh 

ll.in(j^)-l 
Uelbli  sonach  ist  der  Exponent  im 

na  Tsrtndem.  Dies  hebit  sich  nm  gflMdo  mÜ  dem  m  VS*  kw- 
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rflbreiiden  Teile  fort  SchllesBlich  bleibt  dann  ftlr  den  Exponenten 
(v--4).2^,  also  ist  der  Wert  der  Dctermiuaote  =  (2*~*>* 

Fttr  angerade  y  sind  die  Teildeterminanten  des  Kerns  im 

Qbrigen  genau  dieselben,  nnr  dass  statt  ^  bier       ,  die  Zeicbea 

4-  -L  4-4- 
Ton  den  e  nicbt  ^      sondero  _J_  _  nnd  die  Winkel  balb  so  gross 

zu  nciimcii  sind.  Dies  letztere  hat  zur  Folge,  dass  sich  jetzt  eben- 
falls zwei  der  vier  Cosiüus  lortheben  [übgkich  sie  dasselbe  Zeichen 
haben,  so  betragen  ihre  Winkel  nunmehr  zusammen  n  uicht  2n  wie 
vorbin]. 

Ueberdics  ist  das  ganze  Product  noch  in's  (Quadrat  za  erheben. 

r  11* 

Ans  dem  Nenner  |        -  —    J  ,  am  das  Prodnct  anf  die  Hllfte 


Factoren  zusammenziehen  zu  können,  folgt  für  dtMi  Exponenten  ron 
2  eine  Veränderung  um  —2"-*  wie  oben,  doch  wiedirliolt  ficL  jetzt 
der  Process  dieses  Zasammenziehens  einmal  mehr,   also  noch 

V—  1 

 2  mal,  mitbin  Ist  der  Exponent  im  ganzen  wn 

-  [2i'-*4-2»-«+ ...  2»-*  ~  (^""0] 

zn  Termindem.  Dies  bebt  sieb  aber  ancb  jetzt  mit  dem  you  V^' 

berrtihrenden  Teile  auf,  weil  daselbst  von  der  (""g"  —  ijten,  d.  l 
letzten    „nnvollstAndlgen**  Zeilen-   nnd  Colonnenaddition  nodi 

y_  I  (J)  biuznkommt,  so  dass  wie  oben  (v— 4)2»~*  Weiht 

2~2  ^ 

also  ancb  bier     »  («^  -4)1     ^     2.  b  w. 

A  nm e  r  k  a  n  g  1.  Unsre  Determinanten  behalten  denselben  Wert 
wenn  flbenllf  wo  cos  stebt,  sin  gesetzt  wird,  denn 

COS(tia)  =  8iu(u'a) 


1)  So  dft«s  man  einen  cinfftcberen  Bewrit  crwnrien  irx'irhte,  etwn  durch 
Schloft  von  n  auf  n-f-^'  intlcm  man  anf  Cosinus  vun  doppelt  to  groMCO 
Wiaktl  SU  kommea  facht;  S«  =  a'i  vgl.  Anm.  2. 
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2t 
2» 


M+i»*  =  2'--,  o 

isl,  od  ebeaio 

JKm  eilt  a»di  fiir  13^  mid  />4,  well  bei  ertterer 

und  weil  bei  letzterer  noch  eine  Umstellnng  der  ZeiUu  erfordert 
wird,  so  dasä       =-  (—1)',  also  auch  wieder  =  —  1,   wie  vorhio 

itL  Danai  folgt  dann  auch,  dass  f &r  «  —  2,718  ...» *  V^l 


3mi 


i  1  ... 


Min  mua,  wonms  wieder  SchlHaae  Aber  die  Oetermiaanteii: 


^  ,  ... 

C      i|       •    •  • 


pezoi^D  werden  köuneu,   worauf  wir  hier  nicht  niUier  eingehen 

Anmerkunp  Durch  das  Vorsteheude  können  auch  Deter- 
minaiitcu  /lv  vuu  lolgeiidcr  Constrnction  berechnet  werden,  bei  wel- 
cher Tiereriei  in  Betracht  kommt. 

1)  Abgesehen  Tom  Vorzeichen  wl  das  In  der  2ft+lten 
Zeile  and  ^+ltßa  Colonne  befindliche  Element  tob  J^^i  nimlicb: 

»k+l  ~  dem  PioducL;  a*-j-i,  jkfi  .cüa  l  2»-*y 
I  Die  vorhergehende  Determiiiaute  Jp  sei  nämlich: 


9  P 

a^t  «IS 

9 


Sie  ilt  für  V  =  6  und  v  —  6 
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^4- 


~1  +1 
+1+1 


=  -  2 


-^Q)^  +siiig),  +cosg),  -ilngj 

+  8ia(^).  +C08(|),  +sin(|),  +C08(|) 

+cot(|),  +tin(|),  +Biii(|),  "C09(|) 

-8m(|),  +co8(|),  "-co8(^),  -8ia(|) 


feroer : 
»+1 


uad 

aa*i2.  2*f  l  —  »4-8  —  ak^U  *f  1.8m  (2»-* J 

[oder  auch  co8  intt  sla  sn  verUtisclieiLj 
8)  ist 

a«4i,  «M-i  —  «»+1,  ai+i  .cos  (  j 

falls  C08  ^^4)  wsp-  »in [(~~ä»-*~")"j  ^^^^'^  »f » 

befindliche  Factor  ist;  auch  möge 

a4*+3.  44-^3«=  ±«2A-J-2.  2itf 2-008    OÜer  SlUl^^J  Uud 

«L^«,  ttfi  j  —  ±0»^^  ttfLCoa  eder  Bia[(2»-«— m)  j^l 
»+i  ^  L  J 

Uf8 

■ein. 

3}  Ob  hieriu  cos  oder  sin  zn  setzen  ist,  wird  eotscbiedoD,  wenn 
man   bei  ^»  dorchweg  den  letzten   Factor  ?oa  dem  Elesieat 

v2^<f  i,  2Ä+i,  der  cos  uder  sin  ist,  heraus  nimmt',  diese  Gesamtlieit 
durch  die  beiden  geraden  Verbindungslinien  der  Seiten  mitten  eiaei 
um  die  Determinante  beschriebenen  Quadrat«  in  Tier  Gruppen 
GII 

teilt  nnd  dann  die  Anordnung 
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GHML  tritt 

4)  IHi  Wm  eaiUeli  mm^^  i»  tfialSclMf  lAr 
a«i      bMtimiiit,  indem  maii  die  OeHUBÜieil  der  Yoneidieii  voi 

m 

^9  MüioK  in  vi^  örppp^        teUt  lud 

KA    A  K 

Uldet,  wobei  — /*  diej  estgegeagesetiten  Zeichen  fon  T  bedeaten 
eoll,  eo  daae  aieb  ^tf  —  — TtelB  noaa. 

Hleudi  wfirde  ttim  ana  Iblfaodennaaaeq  4i  m  eonatrairei 
Mia: 

Nach  4)  werden  die  Vorzeichen: 


-  +  +  - 

+  -  -  + 

+  +  +  + 

+  +  +  + 

+  +  +  - 

+  -  +  + 

-  +  — 

 + 

+  +  +  - 

+  -  -  + 

-+  — 

-  +  +  - 

 + 

+  +++ 

+  -  +  + 

Nach  3}  werden  die  vier  Gruppen 


wenn  sUtt  cos  uad 


sin  nar  nnd  •*  (mit  Index  m)  gesetzt  sind  0,  —  |^ 
Verteilaig  der  lio  ud  ooa  bd  il| : 
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It 

tt 

wobei  di«  lodioei  sadi  3)  folgen,  endlidk  ±^  Mlbtt  ntdi  1) 

-KV+'.''."+<'.''."-<^.'<',"+«,V-.V+^'«,"-f*.''." 
-V'»''+h  V-^  V— i  V  -  V«*"-  «i  V-<H  V-KV 
+«iV+«.'«."+*iV-^V+».V— V-K.'*!" 

I     tl  \       f     II  \       I     II  I     II  t     It  tu  r     "   t       I  II 

.  2«  .  16 

beginnt  mit: 


I    II    m      I     I  II 


etc.,  allgemein  wird: 


fD&8  Vorzeichen  crgiebt  sich  luchL  aas  dem  Beweis].  l>liel)t  mau 
z.  B.  i^i^  uach  dem  bekauuteu  iJetermiuauteuäaUe  iua  (Quadrat,  80 
erhält  mau,  iudem 

(*'+«')•+  2f'(V+<»')  s=  3;  2(«0*+«  -  1  i  etc.  ist: 


0  0  e 

0  0  e 

— e  — •  0 

+41—9  0 

et'  r'-j-Cir' 


— e 
t 

0 
0 
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—et' 

et' 

— (c'  -\-cs') 

—es' 

— cc' 

CG 

 f 

cc 

0 

0 

1 

0 

0 

Q 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

-1 

0 

0 

Indem  man  die  erste  Colonne  mit  mintis  zur  zweiten,  die  dritte 
rar  vierten  ft^t  nnd  analog  bei  den  Zeilen  verfilhrt,  erh&it  man : 

0 

0 


0 

0 

e 

0 

0 

0 

— e 

0 

0 

0 

~2c 

0 

et' 

0 

0  20'+24Sf'  — *'  0 
0        2cf*       «'+2cc'  0 

—ca'          c'-fc*'  0  0 

— -(c'4-2c«')  -(2c'+2c»')  —2c*') 

-(«'H-cc')  t'     — (,'4.2cc') 

-^+2«j*      — «'  0  0 

0            0  10 

0            0  Ol 

—10  0  0 

0-1  0  0  i 

Hierin  mögen*  nm  die  c  wegzaschaffen ,  die  ersten  beiden  Colonncn, 

nachher  die  ersten  beiden  Zeilen  mit  2c  and  c,  also  mit  1  mnltipii- 
drt  werden,  so  ergiebt  sich: 


0 

0 

1  0 

0 

0 

0  1 

-1 

0 

0  0 

0 

—1 

0  0 

2f'-K 

0 

0  #'-K 

-(*'+c') 

0 

0  2«' 

0 

.'+c' 

-2f'  0 

0 

2»'+c' 

«'+c'  0 

lMllftth.1. 

nyi.  a.  ] 

19 
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0 

0 

0 

0 

-(2*'-|-c') 

0 

0 

— 2>* 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

-1 

0 

0 

0 

0 

—1 

0 

0 

Werden  nun  die  70  Prodncte  je  zweier  Partialdeterminanten  von  je 
4^  Elcraonten  gebildet,  so  ist  das  erste  1^,  das  letzto  9'  —  81 ,  34 
dieser  Producte  sind  =0,  vier  werden  vier  (c-f-1)*,  acht 

e«-f-cH-l;  vier  2(*VH-l ,  vier  18(0' +  9;  vier  c*-f8(0«;  vier 
9c 9,  zwei  9,  so  das«  Im  ganxen: 

192+160*+^^«+113(«')*-  «-256-2* 

erhalten  wird,  ^7  also  «=»  +2*  ist.  Diese  directe  Ansrechnung  ist 
nan  durchaus  lüclit  udtig,  weoii  wir  auf  den  Zusammenhaag  mit 
den  D9  biuwoiseD. 

Dw  war  —  2^i: /7cos (Aua),  wo  «  nnd  k  ungerade  Zahlen  1, 

3,    ,  (2»-»  - 1)  und  «  =  |^**  D^^Dp  —  2;  ±  il cos  Dann 

wird  ein  Element  von 

{Dw)^  BS  Eni-lf  OOS  a««)  OOS  (««'«} 

worin  A  in  der  ersten  Hftllte  gerade,  in  der  zweiten  ungerade; 
Nnn  gilt 

C08(lk«a)00S(«tt'ii)  SS  ^[cOfl(lf»-|-Ali')a+<^(^'~*^')<0 

Da 

C0B(2n«  — — >  coste 

nnd 

wenn 

»+l»0  mod4 

und  anch 

wenn 

«^1  =  0,  mod.  4 

SO  hebt  lieh  entweder 
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fort»  snwoiloB  aacli  beido,  ftUs 

nT^sO,  mod.  8 

denn 
wenn  Ar 

M-f.»"  — 2»-»  and  n'+ii*— 
das  Argument 

«(x(tt+0  +  i(«»*+O)  =  o((«-^l)(f»+i»'')+1.2»-i)  - 

ungeradem  Yielftehen  von  »  wird,  nnd  da«  ist  der  Fall,  sobald 
schon  ^^^^  gerade,  indem  ja  l  eine  ongerada  Zahl  bedeutete. 

Somit  werden  zwei  Viertel  der  quadratischen  Fläche^,  die  die  Deter« 
minante  (Dr)^  einnimmt,  das  erste  und  vierte,  mit  Nullen  erfüllt 
sein  ,  der  zweite  und  dritte  Flücbenteil  sind  einander  gleich,  wie  ea 
sein  muss  [indem  die  durchweg  entgegougesetzten  Zeichen  bei  einem 
in  Bezug  auf  den  andern  bei  gerader  Zeilenanzahl  ohne  Eintiuss 
sind],  und  wir  erhalten  somit  +  D,.  in  einer  Determinante  mit  halb 
soviel  Zoileu  und  Coluuueu.  lu  dieser  haben  alle  Element©  den- 
selben Factor,  nämlich  2"-^. -^2.  Wird  derselbe  herausgezogen,  als 
{2*-^y2y-^,  da  2"-*  Colonnen  sind,  so  bleibt,  wie  sich  anschwer 
ergibt,      ttbrig,  also  muss  aach 

sein,  mithin 

i    =  2**-*,  w.  z.  b.  w. 

A>..rk.B,  a.  indem         vorhin  -  ^  Ut.  iU,« 
dem  SIjstem  von       linearen  Olelchnngen 

e 

wo 

»-  1,  3,  5  ...  (Ä^-i— 1) 

fftr  B&mtlicbo  x  die  Werte  0,  denn  die  Determinante  des  Systems 
9^9  verschwindet  nicht  Es  wird  n&mlich: 
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das  ist: 
Ar 


1 

1  1 


COia  ' 
—  Cosa  j 


— V2 


^4  ist  die  Detennimiiiie 

Co  <4 

^  — 

«0  Ct 


— ^ 

8 


— 


Wird  di6  erste  Ztile  zur  letsCen,  die  sweite  rar  TOiletzteii  gelegt 
mid  der  Factor  2*  IwrvoTfeiogeii,  so  eigiebt  sich 


In  diesem  Producte  iät  über  die  erste  DetenmoaDte  — 


7t 


für  den  doppelt  so  grossen  Wiokel,  also  fiir  ^ ,  mitliia 

die  sweite  ist 
also 

Analog  wird: 
etc.,  endUch: 

Hiebe!  ist  die  Formel: 
beniitit  IHe  Gleiehimgeii 

«in  — 0 

fttr 

m  -0,  l  2,  ...  (2»'-2_i) 
können  aber  hierin  als  die  bekauüteo  Bedinguugägleicbangen 


«I 
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jt^  ^  £x{ek)*^P  ^0  und  2««0j(f  a  0 

0  0 

fttr  2,  ... 


wo  cino  rriiiizahl  von  dor  Füini  2*^-f~l  ^8^-  aufgefasht  werden, 
welche  Gleichuugea  sich  ältU  durch  gaozu  Zahleu  c  identisch  erfüllea 
lassen. 

Die  finnittlniig  dieser  Zahlen  ist  Aich,  der  Math.  n.  Phjs.  S. 
Beihe^  IV.  pag.  217.  geielgt 
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C«tt6«r:  JißtUltPtrUt  äit  Krümmung  tbetur  Cwrven 


XV. 

Mittelwerte,  die  Erümmimg  ebener  Gurven  und 
knmuaer  FUushen  beftreffend. 


I.  Ebene  €iinreii.  Mittlerer  Krümmnngsr&dius  und 
mittlere  Erümmuug  eines  ßogens.  Die  Länge  des  einförmig 
gekrümmten  Bogens  AM B  wt  rdo  mit  sq  bezeichnet;  der  Krümmungs- 
halbmesser im  Punkte  AI  heiäsc  die  Krümmung  daselbst  x,  ferner 
sei  Bogen  AM  «  das  anstossende  Bogenelement  <it  and  der  ent- 
sprechende Contingenziiviukei  d%. 

Für  den  mitUereiL  KrammnngBradinB  9»  dw  beincliteteii 
Bogm  ergibt  dch  der  Ansdnick 


wobei  die  Integration  Ober  AMB  anszndehncn  ist.  Das  hier  auf- 
tretende Integral  hat  eine  einfache  geometrische  Bedentang;  denn  das 
Prodnct  gd»  drückt  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks  aas,  welches 
von  dem  Bogenelement  du  und  den  Normalen  in  seinen  Endpunkten 
begrenzt  wird,  das  Integral  somit  den  doppelten  Inhalt  jener  Flache^ 
welche  von  dem  Bogen  Ä^fB,  den  Normalen  seiner  Endpunkte  A^  B 
und  dem  ziig(  hörigen  Bogen  der  Evolute  umscbloMen  wird«  Ba- 
aeichnet  man  den  einfachen  Inhalt  mit  t^,  so  iit 


Von 


EMiiuel  Gziber. 


(1) 
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Die  Bestimmang  der  Punkte  in  AMB^  in  welchen  der  Krüm- 
mungshalbmesser dem  mittleren  gleichkommt,  erfolgt  durch  Verbin- 
dung der  Gleichnng  Q^^mi  jener  der  Corve. 

Die  mittlere  Krümmaug  des  Bogeus  AMB  ist  dargestellt 
durch 


Jt»  =  -  /  naa^  —  I  a-  ö»  —      /  dx 


(3) 


die  Integration  über  AMB  ausgcdchut.  Ihr  Resnltnt  iRt  aber  der- 
jenige Winkel  t^i  welchen  die  TanL,'<'iite  der  Curve  In m  hi  oibt,  wäh- 
rend ihr  BorUbruugspunkt  den  betrachteten  Bogen  dorchläuiti  mit- 
hin ist 

«--^  w 

Es  fUlt  nlso  die  mittlere  Krümmung  eines  Bogens  üborcin  mit  der- 
jenigen Orösse,  welche  als  dessen  relative  Krümmnng  bezeichnet 
SQ  werden  pflegt 

FOr  eine  geechloiieiie  eooTexe  Com  ohne  Ecken  wird 
und  somit 

«•-^    •  .  .  •  (5) 

d.  h.  die  mittlen  Krüraraung  einer  solchen  Curve  kommt 
gleich  der  eines  Kreises,  welcher  mit  ihr  gleichen  Um- 
fang hat 

Znr  Eriftntemng  der  Fonneln  wftUen  wir  die  gemeine  Cykloide 
und  die  EQipse. 

Bedeutet  AMB  einen  Ast  der  Cykloide,  ro  ist  der  Fläche 
eines  Rechtecks  gleich,  das  dt  ii  Durchmesser  2a  des  rollenden  Kreises 
zur  Höhe  und  seinen  Umfang  zur  Basis  hat^  also 

fenier 

1^  —  8a  uid  «0 

Daraus  berechnet  lieh 

=  3UJ 

gleich  (icni  halben  Umfang  des  rollenden  Kreises;  und  den  beiden 
Punkten,  in  welchen 
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(p 

ist,  kommen  die  Roliwinkel 

^2^2  arcsin^  und  ^  —  2«— 9, 

la;  weiter  ist 

Ii 
8a 

und  die  beiden  Punkte,  in  welche 

ist,  dnd  durch  die  BoUwinkel 

^1— 2erc8Ui- 

and 

^    2« — 9| 

charaktehsirt. 

Ist  i<BM  der  Qaadrant  einer  EUipse  mit  den  Halbaxen  o,  ft,  eo 

hat  der  Quadrant  der  Evolute  den  Inhalt  ^  — ^  ,  mitbin  ist 

32      oÄ      +4**'"  32  06 

da  femer 

a^^oE  und  «0  ^  ^ 

80  hat  man 

n  8o*+2o«&«+8y  ji^ 

^     16         2S^S       ^»  2a£ 

8elbst?er»tftndlich  gelten  diese  Werte  anch  iBr  die  gnnae  EUipse. 

II.  KnnuM  Fliehen.  1.  Schnitte  dnrch  eine  Tan- 
gente der  Flftche.  Es  sei  f  eine  Tangente,  »  die  Normale  einer 
gegebenen  Flftche  im  Punkte  A  derselben ;  ist  J7  der  ErOmmnngs- 
radins,  der  Krammungsmittelpnnkt  des  dnrch  t  und  1»  gelegten 
Schnittes  oder  des  Nomudschnittes  dnrch  1  in  jf,  so  liegen 
die  KrUmmnngsndttelpnnkte  M  aller  weiteren  dnrch  t  gcfahrten 
Schnitte  dem  Satze  von  Mensnier  zufolge  anf  einem  Kreise  1^, 
welcher  AIS^  znm  Durchmesser  hat  «nd  derjenigen  Ebene  angehört, 
welche  dnrch  n  senkrecht  zu^^  gelegt  wird.  Trftgt  man  auf  den  Linien 
Aiit^  AlfdiezngehOrigsiiKrttmmingen  JS;  ifc  nach  irgend  einem  Maais- 
stabe  von  A  aus  ab,  so  liegen  die  Endpunkte  ^  JT  anf  eiasr  dem 
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vorgedacbten  Kroisc  inverson  Figur,  d.  i.  auf  der  Qenuten  welche 
in      eenkrecht  mr  Ebene  (<,  «)  eiTiohtet  »t 

Bezeichnet  ß  den  Winkel,  welchen  die  Ebene  (t,  M)  mit  » 
bildet,  äu  ist  der  KrUmmungäradias  des  zugeordneten  äclmittos 

und  der  mittcre  Krümmungshalbmesser  aller  durch  i 
gelegten  Schnitte 


Er  gibt  zugleich  die  mittlere  Lange  der  ans  ^  gesogenen  Sehnen 
.  des  Kreises  M  an. 

Die  Lage  derjenigen  unter  den  Schnitten  durch  deren  Erflm- 
nmngshalbmesser  dem  Mittelwerte  gleich  kommt,  ergibt  sich  durch 
AnAflüing  der  Gleicfaniig 


Die  mittlere  Krfimmnng  der  in  Rede  stehenden  Schnitte 
wäre  gcomotrich  dargestellt  durch  den  Uittelwert  der  ans  ^  nach 
der  Geraden  9  gezogenen  BadienTeefcoren;  sie  ist  daher  nwmdWfh 
gross. 

2.  Schnitte  durch  eine  Normale  der  Fläche.  Wie 
vorlnu  sei  A  der  betrachtete  Punkt  der  Fläche,  n  die  zugehörige 
isurmale  und  £  die  Taiigenteuebenc,  ferner  seien  tj,  d  e  auf  e  bo- 
zogeui'u  Spuren  der  biiLleii  Ilauptüchnitte,  ihre  KrQmmungs- 

radi*  n,  A\,  die  Ki  umiuuugeu.  Auf  der  Spur  t  eines  beliebigen 
durch  n  gelegten  Schnittes,  dessen  Krümmungshalbmesser  und  Krüm- 
mung in  A  mit  Ii,  l)zhw.  mit  A'  bezeichnet  werden  möge,  werde  von 
A  aui>  bf  idrrsLuts  (  ine  der  Quadratwurzel  aus  |  R  \  und  ebenso 
eine  der  <<(uadratwur/oI  aus  |  A  1  ]>roi)ortionale  Strecke  abgetragen. 
Die  ersten  so  erhalteneu  Punktepaarc  M'  ordnen  sich,  dem 
Eulor 'sehen  Satze  zufolge,  nach  Kegclschuitteu,  welche 
zu  üauptaxen  and  die  Paukte  3/^,  Af,,  M^'  zu  Scheiteln  haben ; 
demzufolge  ordnen  sich  die  zweitgenannten  Punktepaare  N'  nach 
Linieo,  welche  diesen  Kegelschnitten  invers  sind  in  Bezug  auf  A 


in  Besag  anf  $\  man  findet 

^li-arccos^,  ^t^-^Bt 


Digitized  by  Google 


298 


Csuh^ri  MUthMtiit  du  KrSmmnaig  äbmwr  CWvm 


als  Pol,  d.  i.  auf  bicircalaren  Carven  4.  Ordnung,  welche 
I],  <|  zu  Symmetrieaxen,  A  zum  Doppelpunkt  oiul  N<tt  Ni\  Jf% 
m  cykliflchfiii  Punkten  haben. 

Im  ttbrigen  nnterscheideD  wir  folgende  Fälle. 

a)  In  einem  Punkte  mit  gleichgerichteten  endlichen  Hauptr 
krttmmnngsradien  ist  die  den  Verlauf  von  R  darstellcDdc  Cunre 
{M)  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  V-ßi,  Vi2,,  die  denVerlaof  von 
yx  darstellende  Linie  (N)  eine  Gnrve  mit  isolirtem  Doppelpunkt 
in  ^ ;  die  imaginären  Tangenten  in  diesem,  zusammenfallend  mit  den 
Asymptoten  der  ersterwähnten  Ellipse ,  bilden  die  Inflezionstangenten 
der  Fläche  in  dem  betrachteten  Punkte,  welcher  als  elliptischer 
Pankt  bezeichnet  wird. 

Heisst  o  der  Winkel,  weichen  t  mit     bildet,  so  ist 

1     cos*«  ,  sin'g 

und  der  mittlere  Krftmmnugsradina  der  Norm«ltchaitto 
in  A  kommt  gleich 


2  2 
^  "  \J*^^      "^"^y*  Ä,C08*a-i-i^8in^  -  VäiÄi  (3) 

Haa  kann  Um  infolge  des  zwischen  R  und  der  Ellipse  (Jf)  be> 
stehenden  Zusammenhanges  als  mittleres  Halbmesseiqnadnt  der 
letxteren  ableiten;  als  solches  stellt  er  sich  in  Form  eines  Bruches 
dar,  dessen  Zfthler  die  Fliehe  jener  Ellipse,  d.  i  »V^^nnd  dessen 
Nenner  n  ist,  man  findet  also  wie  oben  das  geometrische 
Mittel  der  Hanptkrflmmungsradien. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung 

in  Bnzug  auf  a  errjibt  sich  die  Lage  jener  beiden  Normalschnitto, 
deren  Krflmmnngshalbmeaaer  dem  Mittelwerte  gleichkommt;  man  findet 


4 

«,-anstgj/^,  a,ss— o,  (4) 

Die  mittlere  Krümmung  der  betrachteten  Schnitte  kann  auf 
Gnmd  einer  fthnlichen  Bemerkung,  wie  sie  oben  aar  Darstellung 
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von  Rm  «Dgeiiendet  wofiton,  alt  Qaotient  des  FttcfaemiihalteB  der 
Cnrve  (N)  dafch  die  Zahl  n  gefunden  werden.  Sie  Ist 


(5) 


oder  dem  aritbmetisclien  Mittel  der  beiden  Ha^tkrflm- 
mnngen  gleich.  Es  ist  dies  eine  natOrüche  Folge  des  be> 
kannten  Satses,  dass  die  mittlere  KrOmmnng  Je  sweier  sn  einander 
rechtwinkligen  Schnitte  durch  n  dem  oMgen  Werte  gleichkommt  0. 

Aas  der  Gleichung 

ergeben  sieh  die  Asimnte  der  beiden  Schnitte,  welche  die  mittlere 
Xrfimmnng  haben,  u,  zw. 

«I  —  f  »      —  —«I   («) 

die  genannten  Normalsehnitte  halbiren  also  die  Winkel  der  beidfin 


b)  In  einem  Punkte  mit  angleich  gerichteten  endlichen  Haupt- 
krOmmangsradien  setzt  sich  die  Corvo  (If)»  welche  den  Verlauf  von 
y  t  Jl  I  verainnUcht^auB  swei  Hyperbeln  zusammen,  deren  Axen  mit 

einander  vertaasdit  sind,  und  die  den  Verlauf  von  V{iQdanUillmi% 
Curve  (iV)  aus  zwei  lemniskaten-fthnlicben  Linien ,  deren  jede  in  A 
einen  1)oi)i)clpunkt  hat;  ihre  gemeinsamen  Tangenten  in  diesem 
Punkte,  gleidizeitig  gemeinschaftliche  Asymptoten  jener  Hyperbeln, 
bilden  die  Wendetangenten  der  Flfiche  im  Punkte  welcher  nun 
als  hyperbolischer  Punkt  bezeichnet  wird. 

Setzt  maü  die  dem  Zeiger  1  entsprechende  HauptkrQmmuDg  als 
die  positive  fest,  so  ist  mit  Beibehaltung  der  froheren  Bezeich- 
nungen 

1      cos'g  sin'g 


1)  Bezüglich  der  in  den  Gloichangen  ii)  and  5)  niedergelegten 
Sätze  vgl.  die  Abiiandiungcn  Granort' B  in  dessen  Archiv,  Bd.  40. 
pag.  flg.,  Bd.  41,  pag.  241  Üg.,  und  die  Bemerkung  Beltra- 
mi's,  ibid.,  Bd.  42,  pag.  116. 
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Das  arithmelitcbe  MHtel  der  a|gobrai8«lieB  Worte  tob  R  ist 
null,  das  der  abioiatoii  Werte  iit  mndUoh  grow;  denn  die  cralM 

\sird  durch  die  mit  ^-  multiplieirte  Differenz,  das  letztere  durch  die 

mit  dem  nftmlicben  Factor  multiplieirte  Samme  jener  Flftchen  EXUr 
gedrückt,  welche  die  oben  genannten  Hypeiieln  mit  ihren  gemein- 
eohaftUehen  Asymptoten  begrensen. 

Der  Mittel  wert  der  mit  ihrem  Yoreeiehen  versehenen 
Krümmungen  ist 


2 

Ä«-|y^ (JS^coa*«— Ä^fiin»«)«*«- ^^-^  ....  (7) 

in  Ucbcreinstimmung  mit  (5);  er  stellt  zugleich  die  durch  n  gctcilto, 
entsprechend  u'cbildctc  Differenz  der  Fläclicu  vor,  welche  von  den 
beiden  lerauiskateüartigeu  Curvcu  (N)  eingeschlossen  worden. 

Fttr  die  Schnitte  von  mittlerer  KrOmmnng  findet  man  ans  der 
Gtokfanng 

die  Azimoto 


80  daas  sie  wie  bd  dem  elUptbcheo  Ponkte  die  Winkel  der  Haopt- 
acfanitte  halhiren. 

Der  Mittelwert  der  absoluten  KrUmmangen  hingegen 
ist,  wem 

oo  =  arc  tg  ^  ^ 

gleich 

n 

I  JT  U  -  I        (Ä;jCos*«-ir,sin««M«+     (f,sin*cr— X^cos*a)<foj 

-  l  [(iC,-^,)(arctg        -  4)  +  VJMt]  0) 

ee  ist  dies  sogleich  die  mit  -   mnltiplidrte  Summe  der  Flftchen» 

welche  durch  (iV)  begrenzt  werden. 
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In  einem  Pankte  mit  gleichen  uu<i  eutgegengeteUt  tei«id}tt<}U>u 
HaaptkrOmmaugen  iiJTi  wird 

iU-O,  IJCI«-— *  (10) 

und  die  Corre  (iV)  besteht  hier  aus  zwei  cougmonten  Lemuiskaton. 

c)  In  einfim  Paukte,  wo  einer  der  beiden  HanptkrllinmQii|S- 
radien  Jl«  —  unendlich  grou  ist,  wird  der  Verlauf  von  y  Jt  durch 
iwei  zu  i|  parallele  Gerade  (M)  dargeitellt,  welche  lu  beiden  Seiten 
von  A  in  der  Entfernung  Vsi  liegen,  und  der  Verlauf  von  yx 
durch  swei  gleiche  Kreiae,  welche  in  A  die  gomeinschaftliche  Tan- 
gente     zugleich  die  Vereinigung  der  beiden  Inflesionatangenteo 

der  Fläche  in  und  den  Durchmesser  V jK\  haben;  A  heiait  in 
diesem  Falle  ein  parabolischer  Punkt  der  Fläche. 

Mit  Beibehaltnng  der  froheren  Beeeichnnngen  ist 

1  cos^a 

Der  mittlere  Krftmmungahalbmeaser  lim  ist  uneodltcb 
gross ;  denn  er  ist  der  von  dem  Geradenpaar  (M)  eingeichlosienen 
FlAche  proportionaL 

Die  mittlere  Krummuug  ist 

2 

K^^\r  K^cot^adm^^  (U) 

0 

und  ergibt  sich  auch  als  Quotient  der  FlAcheBsmninrf  der  Krdse  (A) 
durch  die  Zahl  x;  sie  ist  in  des  Fonn^  (6)  und  (7>  aia  Special- 
wert  £Br        0  erthaltm. 

Ftr  die  ßdaatte  tob  aotikrer  Krfimauisg  ergeben  mtk  am  der 
Oleidang 

dieaelbea  hnwnif  wmk  in  a>  aiid  bj^  wAmthtti 

^^li   

mittler«  üftmm^XMttn^i^^^k  «»Mir  4(i#iit  um*  |^^r^lK'q^0<tt»  h^J^tüMt' 
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in  Betracht;  bezeichnet  man  ihn  mit  ^,„,  so  findet  sich  durch  Ver- 
bittdüüg  der  iiüäuiUtc  (1)  uud  (3)  für  ihn  der  Aübdruck 

 ^^^> 

4.  Hittlere  Erflmmnng  und  mittleror  Krümmnngs- 
radias  einer  Fljlche.  Anf  der  gegebenen  Fläche  sei  durch  eine 
ihr  an^Bchriebene  Carve  ein  Teil  begrenzt ,  dessen  Grösse  wir  mit 
Sq  bezeidineit  In  eindin  bfiliebigeu  Ponkte  A  dieses  Teils  seien 
ü^,  die  HanptkrQmmangsnuÜen,  dS  das  anstossende  Fl&chen- 
dement,  dS  die  GrOsse  seiner  Abbildung  auf  einer  Engel  ?om  Halb* 
messer  Eins.  Beseicfanet  man  das  XrOmmungsmaass  oder  kurz  die 
Krflmmnng  der  FUehe  In  dem  genaanten  Punkte  mit  9^  so  Ist 

St  = 

Wir  beeebrftaken  nne  von  bier  ab  auf  Fliehen  mit  elliptischen 
Punkten.  Die  KrOmmnng  einer  solchen  kann  mit  derjenigen  einer 
Kugel  verglichen  werden.  Entsprechend  dem  Begriffe  des  Xrflm- 
mnngskreises  einer  Cnrre  belegen  wir  eine  Kugel,  welche  mit  der 
Flftche  im  Punkte  A  gleiche  ErOmmung  hat,  mit  dem  Namen 
Krflmmungskngel,  ihren  Halbmesser  mit  dem  Namen  Krüm- 
mungshalbmesser, beides  auf  den  Punkt  A  bezogen.  Für  die 
letztgenannte  Grösse  ergibt  sich,  da  die  Krflmmnng  dner  Kugel 
durch  daa  redproke  Halbmesserqnadrat  gemessen  wird,  der  Wert 

U-VrÄ  (14) 

welcher  mit  dem  Werte  des  mittleren  Krammnugshalbmesaen  Bm 
der  durch  A  gelegten  Normalschnitte  ttbereinstimmt. 

Die  mittlere  Krümmung  von  8q  ist  gegeben  durch 

die  Integration  ist  über  auszudehnen;  ihr  Resultat  ist  £q  oder 
die  Gröne  der  sphteischen  Abbildung  von  Sq,  so  dass 

Hiernach  fällt  die  mittlere  Krümmung  von  Sq  mit  derjenigen  Grösse 
ttberein,  welche  als  relative  Krümmung  dieses  Fl&chenteils  be- 
zeichnet zu  werden  pflegt. 
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Diejenige  Kugel,  deren  Krümmung  dem  obün  h  rc(  hin  ton  Mittel- 
werte gleich  ist,  wollen  wir  Ku^,'el  mitterer  Krümmung  von 
nennen;  für  ihren  Radios  ergibt  sich  der  Ausdruck 


(16) 


Za  einem  bemerkeniwerten  Satze  führt  die  Anwendong  Hioser  For* 
mein  auf  eine  geechloBieiie  convexe  Fläche  ohne  Bingul&re  Pookte; 
da  hier,  wenn  man  die  ganze  Fiftcbe  in  Betracht  nimmt, 

£^=^^ 

ist,  so  wird 

 (17, 

Dies  sagt  ans:  Die  mittlere  Krümmung  ei  ner  geschlosse- 
nen convexen  Fläche  stimmt  mit  der  Krttmmang  einer 
Kugel  von  gleicher  Oberflache  aberein. 

Dem  Radius  der  Kuyel  mittlerer  Krtlmmung  stellt  ^ich  der 
mittlere  Krümmungsradius  oder  der  mittlere  Halbmesser  der 
KrUminun^'skii^^olu  <^egeDüber.  Man  eriiait  für  iim  auf  Grund  von 
(14;  den  allgemeinen  Ausdruck 

iR^dS  (18) 

die  Integration  über  ausgedeimt. 

All  Beisinele  hierza  wfthlen  wir  die  durch  Umdrehung  einer 
QjrUoide  nm  ihre  GrnndUnie  entstandene  FIftche  nnd  du  Sphiroid. 

Wird  bei  der  ersten  Fläche  der  Halbmesser  des  rollenden  Kreises 
mit  a,  der  zn  oinein  Punkte  A  des  Meridians  gehörige  RoUwiakel 
mit  tp  bezeichnet,  so  ündet  man 

i2^->ia8in|,  J^-2aiin|,  9i-2aV3sin|» 

Daniii  berechnen  sieh  anf  Grand  tob  (17)  nnd  (18)  die  Werte 

3  4  9t 
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Im  zweiten  Beispiel  sei  a  die  grosse  Halbaxe,  c  die  relative 
Eieentriciut  des  Meridians,  ß  die  Breite  eines  beliebigen  Poaktea, 
d.  ist  die  Neigung  der  zugehörigen  Normale  gegen  die  Aeqnator- 
ebene;  dann  ist  iBr  den  gedachten  Pnnlit 

a(l  -  c»)         ^  •    «  «d  - 

—  (1  — f » 8in»/J)»'     ^     (1  -  f  »sin  V)*'        "  1  —    sin*/? ' 

^-2«««(l^s«)jj3?^^^i;  ^-2»««[l  +  i=^logi±^l 
daiaiu  berechnet  sich  nittelat  der  nftmliches  Foimelii 

««  - 


 ?  ir.+«'4.?is  I 


W^~yi.K.— «1^1    5     3g(,  3Q24 

10  — 6f«  ,  3,  1+M 

—  «l^-s  +  seo  "T"  15120  ■'■■••J' 


1)  8.  Dr.  F.  B.  Helmert,  Die  nathem.  n.  pl^eik.  Tbeori« 
der  hSkeren  Oeodlile,  Bd.  I,  pag.  69  flg. 
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Ueber  die  Entwickelung  von  e~^''^^^'^  in  eine 
Potenzenreihe  nebst  einigen  Anwendungen 

derselben. 

Von 

Loul»  SaaUdifltz. 


Die  mte  Ani^ng  mr  nadifolgeiideii  BdheneDtwicklQiig  lag 

_1 

fftr  mich  in  dem  Beatrel>dtt  •    ^,  wobei  jf  eisan  {KMutiveii  echten 

Bhich  oder  1  bedenteti  ia  einer  nach  ganzen  Fnnctlonen  von  y  fort- 
laufenden Beihe  darznsteUeD,  welche  nm  so  wilihommener  wftre,  wenn 
sie  anch  noch  ihr  ^  »  0  gültig  wäre  and  den  richtigen  Wert  nnll 

in  zweifelloser  Art  Hefertc.  Dies  lässt  sich  iu  der  Tat  erreichen, 
wenn  mau  y  durch  1  —  x  ersetzt  und  dann  nach  Tütenzcn  vuu  x 
entwickelt.  Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  die  Coefficientcn  dieser 
und  einer  mit  ihr  eng  zusammenhangenden  Reihe  in  so  eigentüm- 
licher Art  fortschreiten,  dass  die  nachfolgenden  Mitteilungen,  wie 
ich  hoffe,  nicht  ganz  interesselos  sein  dürften.  Schlicsslieh  wird 
noch  gezeigt ,  dass  und  in  welcher  Art  die  gewonnene  Reihe  sich 
ZOT  Berechnung  mancher  Integrale,  deren  ohere  Grenze  anendlich 
isti  verwenden  Iftaat 

§  1. 

Unabhängige  DarBtellnngsweiBe  der  Goefficienten. 

£fl  aei: 
1 

Ank.  dM  lUlh.  m.  Flija.      iUih«,  T«U  TL  SO 
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Um  die  Goefficienten  ^o^^t  •  nnabhflngiger  Art  dftmtteOaB, 
kann  man  den  Taylor'scheD  Lehnate  benntsen  >),  zuvor  die  von  ver 
schiedenen  Düfereatialqnotieaten  von  f(m)  Üar  « s  0  aoftteOeD. 
Selae  Ich 

1 

1—» 

Bo  iat 

nnd  dann  weiter: 

Ä   1_ 

Daher  wird: 
ebenflo: 

=  {z^       12;;"  +  36s  ^'  — 

Diesen  letzten  Aaftdmck  kauu  mau  auf  die  i?'orm  bringen: 

nnd  dasa  hierin  das  allgemeine  Geseta  aaBgesprocbea  ist»  woUea  wir 
durch  den  Schloss  von  n  anf  «4-1  beweisen.  Es  sei  also: 

2)  (— l)VW«=sr-'(^-l.(i»— l),(ii),^-»±... 
dann  wird: 

und  der  Goef&cient  von        ergiebt  sich: 


I)  Eine  andere  Methode,  die  gleichfalls  zum  Ziele  Hlhrt ,  beiiuttt  4ie  Reihe 
fftr  f-"',  in  welcbo  Uaoii  für  s  der  Wert  (l^x)—!  eimnfahren  iit. 
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-(-!)*{*!  (•-iMii>HKJ^i)i(ii-i)»-i(»)i-i(a»-i+i)l 
— I  (11-1)1-1(11)1-1  ^ 

=  -(-l)*A;l(i»)4(it+l)* 

diber  erlialteii  wir: 

«  «-*        — 1 .  («),  (n+1),  «^»+1  ±  . . . 

womit  der  Beweis  geführt  ist.  Bezeichueu  wir  nun  den  Wert  von 
/(•)  sfilr  «-«O  oder  s>»l  mit  om,  bo  ist  der  CoeMcient  von  te"  in 

Oh 

der  EntwickeloDg  vou  f{x)  ^— ^  folglich  gieht  derVorgleich  mit  1) : 

od  dahAT  wiA  2)  seigt: 

\\  i    1WX  ^  (n  —  1),  (n)^  I  (n  —  1)^  (n), 

3)  (-i)^«*-j  2  3  ^-  2  37::^"+  3...« 

Aas  /(O),  /'O  folgt     =  1,     =  -1  und  daun  au8  Gl.  3): 

12  2  *3      1  3  1 

h-i —  -*.-i--e^+  3— ii  *4-24®*^- 

Eine  andere  unabhängige  Darstelioogsweise  ergiobt  sich  hei  Kutwicke- 
laag  von  ({m)  in  der  Form: 

f{x)  —  e-a+Hi^-) 
afttdit  dar  comUnatorifclifla  Ausdrucke^): 

1 1*2  .»»P  .1.2  M.!!  •.•  1.2 • ..  M  4 

*■  ^  -'aj  ^  aj  — B^s— 1 

wobei  pqr...t  so;  als  positive  ganze  Zahlen  einachliesaUch  der  Kali 
n  wählen  sind,  dass  die  Gleichung: 

6)  l.p+2q+^+,..tUs=n 


I)  Stern,  AlgebraiMh«  Aoal/Mf.  Note  Vll.  F.  I).  (&  SS8). 
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erfüllt  wkd,  wonach  der  Ausdruck  im  4)  20  bitdeii  ^,  und  &la  ttk 
die  Gl.  5)  befriedigendMi  SyaMie  von  pq.*,t  die  Sommatioa  aouii- 
ftbren  ist 

Der  Vergleich  der  (nfcbt  identischen)  AuBdrücke  3)  und  i) 
liefert  eine  Beziehung  zwischen  Binomialcoeffienten.  Z.B. 
ist  für  n  »  ö: 

1        I  W,(5),     (4)«(5),     (4).,(5)3  (5), 
"  1.3.3. 4.6"*"  2.8.4.6     3.4.5''"    4.5  5 

"  1.2. a.  4.6"'"  1.2.3.1"'"  1.2.1  "'"1.1.2"^  1.1  "T"  1.1  T""» 

1.2.3.4.5^1.2,3     1.2     1,2^1^1    *  120 


§  2. 

Abhftngige  Darstellnngflweise  der  Ooefficienteo. 
Im  vorigen  Paragraphea  war  die  Gleichäiig  gefsndett  Wördes: 

d.  Ii 
oder: 

(l-<B)«/V+/(ar)-a. 

Differcntürt  man  diese  Gleichung  weiter,  so  erhält  mau  eine  Bc- 
ziehuug  zwischen  drei  aufeinattder  folgenden  Differentialqaotiäßntei^ 
nftmlieh: 

6)    (1  — a!)V<*+*J«+(2nx  -  {^—l))fi*)x  +  n{n    l)/'(»-l)«  -0 

and  somit  auch,  indem  man' a: »  0  setzt,  zwischoa  drei  aufeinander 
folgenden  Goefficienten  der  Eeihe  1).  Leichter  gelangt  man  folgeo- 
dermasBen  zn  derselben  Formel.  DffferenCüren'  wlir  Gl;  l'>  aMk 
so  kommt: 


ioigiich : 


=  ^(^+2i,^+3Ä3x^+ ...) 


1— » 


c 


l)  Dm  Symbol  Ol  itt  durch  1  tu  ertctscn. 
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FihnB  wir  die  MnUiplieitioii  aas  «od  fwi^eielieB  die  GcwffictateB 
4or  ftdüBB  floito  vult  dflpj0iiig8ii  In  1),  90  eiluAiNi  vir  dfe  Gtai- 

« 4. 2»    -  (»  ^  -  Äi» 

odor: 

lob  fiüurc  jfitei  die  iieae  fiezeichuimg 

9 

cb,  dmi  nlnnt  die  Ol«  7)  die  ^E^mii  es* 

vonas  folgt: 
Aod 

tt»    (ft+l  -  fti)  —  ißn-ßn^l}+  i      =  0 

Ans  der  Gl.  9)  sind  nach  einander  die  ß's  und  mittclet  8)  gleich- 
zeitig die  b's  berechnet  worden,  sowie  sie  in  den  Tafeln  am  Schlüsse 
dieser  Arbeit  aafgefiUvt  8iaiL  IHe  GL  10)  bildet  die  Grandlage  der 
weiteren  üntersachnng. 

Noch  eine  andere  Formol  zwischen  den  Größsen  b  und  j3,  die 
für  uns  von  Wichtigkeit  werden  wird»  crhalluii  wir,  wenn  wir  in  die 
Eecorsionsfonuei  der  aUgemeinen  Eatwickelong 

ainüflll''^ 
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12)  JU  -  ha^An-i+^A^2  +  •  •  •  +  (»-D  a..-i^+  ««-) 

Statt  A^Ag,.*  bjhf  ...  und  für  oiOi  ...  den  Wert  —1  eunetieii, 
folgendes: 

ebenso: 

(»+l)M-i+*»+2Ä,*-i+36«-8+  ...  -  0 

Ziehen  wir  die  entere  Formet  Ton  der  zweiten  ab,  schreiben  statt 
nbn  und  (n-^-l)b„^l  bzhw.  ßn  und  ßn-^i  und  am  Ende  ftg  ^^^^  ^ 
entsteht  foigeude: 

13)  «b+Äf +4ii+/Jm.i-Ä»«=0 

und  dies  i^t  die  erwähnte  Beziehung.  Sie  folgt  Obrigens  auch  m 
10),  wenn  man  diese 

schreibt,  darin  nach  einander  «s=2,  3,  4,  setxt»  addiil  und 
ßt^ht  Pt^^  und  — 1  ->  — ^0  snbstitain 

§3. 

Die  Grössen  ß  und  die  von  ihnen  näheruugsweise 
befriedigte  Diff erentialgl eicliang. 

Werfen  irir  einen  Blick  anf  Tafsl  II,  welche  der  Orössen  ß  eot- 
halt,  so  seilen  wir  sofort,  dass  dieselhen  in  Gruppen  Ton  abwedisslod 
positiven  and  negativen  Gliedern  zerfallen.  Die  Anzahl  Glieder 
nimmt  von  Gnippe  zu  Gruppe  zn,  and  zwar  betrfigt  dieselbe  be- 
zflg^di: 

14)  13  9   13  19  33 

In  jeder  Grnppe  nimmt  der  Absolutwert  der  Gli<  der  von  Anfang  zn. 
erreicht  ein  Maximum  und  nimmt  dunu  wieder  ab.  Diese  Maiim 
sind  in  den  seciis  berechneten  Gruppen: 

15)  0  1  1,56  1,94  2,26  2,55 

Sie  nehmen  also  zu.  Betrachtet  man  die  Gliedzahl  n  als  AbsciMSi 
ßn  als  Ordinate,  so  macht  das  Ganze  den  Eindruck  einer  Zusammen- 
setzung von  Sinus-Gurven  mit  stets  grosserer  Spannung  und  stets 
grosserer  Pfeilhöhe.  Wir  wollen  nun  sehen,  wie  weit  diese  Yorstel- 
long  sich  mit  der  Gl  10)  in  Uebereiiistimmang  bringen  lint  Wir 
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denken  uns  n  bereits  recht  groBs  geworden  und  betrachten  den  Za- 
vadis  1  als  <ii»;  dann  ist: 

nd  daber  geht  die  GL  10)  Aber  in 

Wir  wollen  im  AdsgIiIimb  an  diese  Gleichung  nur  eine  bestimmte 
Grnppe  in's  Ange  fassen.  Wir  beliehnen  den  Index  des  grdssten 
t  (immer  absolut  Terstanden)  in  ihr  mit  k  und  setzen: 

17)  n  l+i 

80  dass  i  bei  wachsendem  n  aus  dem  Negativen  ins  Positive  Über- 
geht» Dadurch  wird  die  Gleichung  16): 

Kan  ist  der  Maximalwert  von  {  klein  gegen  i.,  wenn  n  sehr  gross 

iit  Das  YerhAitniss  desselben  zn  1  ist: 

7 

iu  der  Gmppe  (13 ;  2b)  etwa 

Ich  entwickele  daher        nach  Potenaen  von  |  und  lasse  in  der 

Gl.  18)  nach  einander  drei  Annähemngen  eintreten,  ich  setze  n&m- 
lich  statt  ^ 


Allerdings  lässt  sich  die  Gl.  18)  oder  IC)  streng  iutegriren,  doch 
ist  die  Form  des  Resultates,  ein  bestiiumteä  Integral,  als  dessen 
Parameter  A+|  oder  «  auftritt,  ftlr  unseren  Zweck  nicht  bequem, 
schon  deshalb  nicht,  weil  dieser  Parameter  immer  grösser  wird,  in- 


Saals chütti  üeb«r  du  JSntwickeiung  von  e-l-U-«) 

dem  wir  gerade  UAsew  6€i;saohtiii)g  grogae  Worte  von  n  zu  Gmdd 
legen  mttssen. 

Ii. 

Erste  A&nfthernng. 
Die  61.  18)  nimmt  in  enter  Annähemng  die  Form  an: 

19) 


Dir  Integral  liest  sich  sdureiben: 
90)  /l-Jco8(y^) 


^'uu  soll  ^  0  süiu,  weiiu  semeu  grutsteu  Wert  annimmt,  folg- 
lich ist  y  -=  0 


81)  ß^ACM 


uiid  A  der  Maximalwert  von  ß.    Letzteres  verschwindet  für 
i    7  ^  Vi.  Beoeieliiie  ich  neu  den  üntendiied  dss  Aafuigs*  vaä 
£Qd-Indez  der  Gmppe^)  mit  0,  so  mnss  sein: 

22)  M^nVl  oder  s^s^U 

Benenne  ich  dieselben  Grössen  für  die  Gruppen,  die  der  betrachteten 
folgen,  mit  ü««^  etc.,  so  mfissen  enalog  22)  die  OleichBQceo 
stattfinden: 

23)  l      =  «•Ai 


Andererseits  ist  aber  auch: 

"  ^"^2'^2 


^  =        +  ^  etc. 
also  folgt  ans  22)  and  23)  durch  Sabtraction : 


1 )  Dipj^e  IndioM,  ahm  anefa  s,  aowie  X  und  doreh  lattfpolatioii  w  be* 
mq:  i.  ■Dil«'. 
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od  dahor: 

i4)  S|^«  =  «1— #1  =:?^^«l=s       =  ^ 

Die  Qfieteaiualileii  der  aufeinander  folgenden  Gruppen  bfldeii  also 
4ne  ajttiimetiedie  fieiba  1.  Ordmuig  mit  der  Difeenz  • 

Wir  wollen  nnn  Konächst  prflfen,  ivie  weit  die  Beenltate  22) 
nd  23)  mit  den  berechneien  Teil  der  f»  titaeinetlaunen.  Die 

TiliBin  giebt 

ft,  =  0,193      ^3  =  —0,303. 
Durch  einiwhe  Interpolation  iDlgt  dann: 

Dienn  In&ngBindez  einer  Onippe  wollen  wir  m  den  Endindex  der- 
leiben  oder  Anlangaindex  der  folgenden  ^  nennen,  eodaas  «=^4—1» 
wild.  Dann  ist  fftr  die  Gmppe  (13,25):  es  12^;  f4  =  25,96. 
Ferner  ist  nach  Tal  II: 

Setze  ich  für  diese  Stelle  der  Tafel: 

lodass  gleichzeitig 

«  =  0        Ja;«=l         i  x  =  2 

ß-ßiM\  U-A» 

wird,  so  folgt  ans  den  angegebeneu  Zahlen: 

«  — 1,912  &  0-0,062  0  =  ^0^)51 

and: 

—  ^  =  64-2c«  =  0  für  x-0,ÖO 

£fi  ist  also  der  Mazimaiindex  A  der  Gruppe  lB,ä0.  In  dieser  Art 
eigiebt  sich: 
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-=  12,39 
l  —  18,80 

— 25,96  t»  13,57   nVi  13»62 

25)      j  Gr,(26;44) {     Z"!^,  Xf^fiX   .vi.  18,55 

Gr.(46;67)  |  ^  «e7|9l       -  23,44   7t  v  >,  =«  23,47 


«,  -  «4-4»M      -«1  =  4,93,  ^  -  4,9348 

Wir  kOoneD  also  sagen,  dass  die  Gflltigkeit  anserer  Be- 
trachtuDgen  bereits  im  berechneten  Teil  der  Tafel  II 
beginne,  was  sich  auch  weiterhin  bestätigen  wird. 

Dem  Werte  21)  von  ß  gtmä&s  erreicht  der  Ditfereuüalquoticnt 

dB 

^  seine,  absolut  genommen,  grOssten  Werte  am  Anfiuig  und  Ende 

der  Gruppe*,  dies  bost&tigt  auch  die  Rechnung;  es  sind  z.B.  die  Dif- 
ferenzen 

Ai- As -0,496  nnd  /J„-  fe- 0,411 

grtaer  als  irgend  welche  andere  im  ersten ,  bzhw.  swoiten  Teil  der 
Gruppe;  dass  dieselben  verschiedenes  Zeichen  liaben,  Tcmlebt  ach 
auch  von  sdbst,  da  der  Differentialqaotient  an  der  Grenze  zweier 
Gmppen  Ar  beide  identisch  ist.  Hingegen  mflssten  die  beiden  Dit. 
ferentialqaotieiiten  am  Anfang  and  Ende  der  Gmppe  Gl.  21)  zufolge 
gleiche  Absolutwerte  haben  i  damit  stimmt  aber  die  Bechnnng  nidit 
flber^n;  wol  aber  stimmt  sie  bierin  mit  der  Gl  (16) ,  denn  denken 
wir  ans  zw^    im  mten  nnd  zweiten  Teil  der  Gruppe  die  tinaader 

ß  d*ß 

gleich  sind,  so  ist  für  das  zweite  -  also  ^   (absolut  genonuaen) 

kleiner  als  fQr  das  erste ,  also  der  Krümmfingsradius  grösser  nsd 

der  Bogen  selbst  flacher,  also  der  Absolutwert  des  DifFerentialquo- 
tienten  kleiner.  Aus  demselben  Gruudü  luuss  auch  das  Maj^imom 
von  ß  etwas  näher  dem  Aniaug  als  dem  Ende  der  Gruppo  ü^ea, 
was  man  aus  den  Zahlen  in  2b)  in  der  Tat  erkennen  kann. 

Wir  dürfen  annehmen,  dass  die  2te  (oder  öno  noch  engere)  in- 
nftbernng  an  die  GL  18)  nns  Ober  diese  Umstlnde  genauer  uiltr 
richten  werde. 
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§  5. 

Zweite  Annftheroag. 

Wir  geben  jetzt  der  Gl.  Ib)  die  aich  ihr  besser  als  19)  an- 
ichUesaendo  Form: 

Ein  particoläres  Integral  von  19)  hat  die  Fonii  tflf,  es  liegt  also 
aalie,  jetzt  mit  der  Form  an  versadieii,  oder  indem  man 

Imagintrea  Ton  Beellem  sondert,  an  setzen: 


^  =  ^eos(^^,) 


Hierin  sind  A  and  y  die  IntegratioDsconstanten,  wAhrend  ÄgA^, 
B^B^  gefanden  werden  sollen.  Dann  wird 

*  I— "{a"»(pi)-7i5*(Ä)) 

m  0.^^(^)|-i(S)'+(J)'+gt 

Ich  werde  im  Folgendon  anter  der  Toraossetsang,  dass  l  und  aach 
sckon      sehr  gross  sei,  die  Glieder  trennen  in  solche  Ton  der 

Ordnang  ^»  p  ete.,  so  dass  also«  wie  immer»  Glieder  ge- 
ringerer Ordnung  einen  grösseren  Absolutwert  haben  als  solche  von 
höherer  Ordnung  Dabei  müssen  wir,  nm  grobe  Irrtümer  zu  ver- 
meideUf  streng  an  dem  Grundsatz  festhalten)  daas,  wenn  wir  irgend 

eia  Glied  von  der  Ordnung  ^  fortlassen,  es  fehlerhaft  ist  ehi  an- 
anderes von  derselben  oder  höherer  Ordunng  beizubehalten. 

Wir  gehen  nunmehr  zar  Ansf&bruug  der  Bechnong  Aber.  Es  ist 


1)  Bezüglich  der  strengen  Integration  dieser  Olcibhang  gilt  dasselbe,  was 
vuD  derjenigen  der  Gl.  l6)  am  Bode  vun  §  3.  gesagt  ist. 
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30)  f^^l  +  A,  +  A,^i  +  m 

folglich  mu88  nach  2ö)  und  29)  sein: 

+  %A^Bti^  +  2A^  I  -0 

Wir  setzen  nnn  in  den  Coeüdenteii  ¥on  Ae'coB 

Ae*&ui^~j^  dieFactoren  von     and{  einzeln  gleich  0.  Pas  giebi: 

a)  -.j(2.l,+^j«)+2Ä,+  V-0 


32) 


C)       ^^(i3,(l  +  ^,)+^,)-0 

d)  ^(B,.l,+fi,(l+^))-0 

Nehme  ich  düd  ^Ij  als  von  der  Ordnung  ^  an,  so  folgt  aus  a),  das« 

Jif  nnd  B|'  von  keiner  geringeren»  und  mindestena  «ae  dieser  OrOsNi 

anch  von  k^n«r  hüheren  Ordnung  seiu  können  als       Ans  c)  iolgi 

dann  toü  der  Ordming  B^.  Sind  also  *Ha^  b^h^  endliehe  ZaUfla 
so  lat  ea  das  VatOiMehatei 

zn  setzen.  Jetzt  haben  wir  den  Factor  von      im  Coefficientan  des 

4  iJ  iaJ 

Cosinus,  nämlich  ~-  d.  i.  als  0  betrachtet  nnd  mnssten  das, 
weil  wir  auch  das  Glied     -    >  also  innerhalb  des  genannten  Goef* 
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erste  Annäherung  zeigt,  |  bis  rar  Ordnnng  ^  y  A  wMhaea;  wenn 

wir  also  das  Glied        fortleasen,  so  iMsen  wir  ein  Glied  von  der 

Ordmmg  ^  fort,  mttssen  alio  alle  Glieder  fortleaaen.  Im  Ceeffidmfeft 

des  Sinm  taasen  wir  das  Glied  d.  i.  ein  Glied,  deaaen*  OHu 

wog  miadeatens  ist,  fort,  wödnreli  nlao  keine  wettere  Be- 
schränkung? der  Genauigkeit  vt  ranlasst  wird.  Sehen  wir  nun  die 
Gl.         an,  so  ist  die  liulce   Seite  der  a)   von   der  Orduuug 

^ ;  wir  können  also  ans  ftr  keine  weiteren  Schlflaae  zieken ,  die 

GL  h)  iaulcL: 

ihre  linJte  Seite  ist  ebenfalls  von  der  Ordnung  p,  aber  sie  erh&lt 
den  Factor  I,  kann  also  bis  aar  GrOaae  eines  Gliedes  der  Ordnnng 
steigen  und  ist  daher  zn  berücksichtigeo.  Sie  liefert,  bei  Fort- 
laasttng  der  Glieder  hökerer  (nftmikk  nrindealena  8J  tei^  Ordnnng: 

flj     *—  ^ 

Die  Gl.  c)  lautet: 

Ihre  linke  Seite  ist  von  der  l^ten  Ordnang,  ihr  Goeffident  1«  sie 
ist  alao  zn  herttckaiehtigen.  Sie  gieht: 

IMe  Gl.  d)  ist  Ton  der  Ordandg      die  Halte  SeMe^evkilt  den  Coef- 

ficienten  f,  bleibt  also  ateta  mindestens  von  der  Ordnung  ^^iatalao 
anaser  Betracht  zn  lassen. 

Wir  hnhen  abo  nnd  fti  gefhnden,  wihrenif  und  5^  vobe^ 
altent,  4  b.  Ihr  den  eneiehteB  Grad  der  Genanigkait  gWehgllltIg 
hiidhug.  Wir  ktasnn  sie  also  BMk  ^  0  setaen  wd  haben  daher: 
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Nun  könnte  jemand  in  der  vorangehenden  Dedaction  die  nötige 
Schärfe  yermissen,  znmal  wir  erstere  an  eine  Gleichneg  ankattj^ftap, 
die  sich  spftter  als  anerheblich  erwies.  Darauf  wftre  za  erwidern: 
Wir  haben  in  33)  einen  Ausdnick  fttr  ß  gewonnen,  bei  dessen  Sub- 
stitution in  die  Gl.  26)  sich  alle  diejenigen  Glieder  iden- 
tiBck  serstören,  deren  Grösse  gleich  oder  bedeatender  ist  als 

die  Grösse  eines  Gliedes  von  der  Qrdnnng  Solange  wir  ans 

also  mit  dieser  Genauigkeit  begnügcu  und  das  mflssen  wir,  weil 
in  der  Gl.  26)  selbst  Glieder  höherer  als  der  l^ton  Orduung  fort- 
gelassen sind  —  haben  wir  den  obigen  Ausdruck  tiir  der  auch 
zwei  willkürliche  Constanten  A  und  y  enthalt,  als  das  TOÜst&ndige 
Integral  der  Differentialgleichung  26)  anzusehen. 

Wir  bcstimmeu  nun  wieder  /  so,  dass  ß  iür  ^  ^  0  seinen  Maxi- 
malwert erreicht.   SeUen  wir  die  Werte: 


du 


1     -1       -1  -i 


in|'GL(Ä8).einnnddieadann~0,  «erhallen  wir  die  Glei- 
ehang: 


also 

oder 


1   ^  , 


Schon  die  Hinzufügung  des  Gliedes  I  w&re  mipdesteng 

flbecflflarig,  da  es  £&r  grosse  Werte  von  ^  daB  einsige  Glied  von 

der  Ordnung  ^  w&rej  sie  wäre  aber  auch  geradeza  fehlerhaft,  da  in 

u  Glieder  von  der  Ordnung        fortgelassen  siud,  welche  erst  bei 


der  nächsen  (3ten)  Annäherung  hinsngef&gt  werden.  Aber 
da  neeh  nioht,  efst  bei  der  vtorten  Annfthemng  wftre  /  voii 
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I  ▼cnchiedea  aninnehmen.  Dana  wftre  aber  der  CoelBdeiit  Ton 
^  nicht  —       Bondm  ein  ganz  anderer.  Wir  letzen  also : 

36)  y-l 

Der  Maximalwert  vou  ß,  er  sei  ü,  ist  jetzt: 

odec  solange  wir  andere  Glieder  von  der  Ordnung  j  fortiassen: 

37)  B^A 

Wir  wollen  jetzt  die  Werte  berechnen,  welche  f  annimmt,  wenn 

wird.   Sei  gleichzeitig: 

in 
sowie 

so  werden  p  und  q  aneh  nahem  ^  VI  sein.    Setie  ieh  nacli  33) 

und  36): 

vaä  nehme  llftr  p  die  Form  an: 


2 

woraos: 


so  folgt: 


• — W 


Wir  dürfen  n&mlicb  keine  Glieder  von  der  Ordnung  ^  nehmen,  da 

erst  die  dritte  Ann&beruug  ein  solches  Glied  in  ^j^s^^tlr  i  « 

hinsahringt  —  Setse  ich  ^  —  -  9  in  33),  so  erh^te  ich  die  Gtoi- 
cbmi^: 


Digitized  by  Google 


820  äaaischütz:  Uebtr  du  JOutwickeliMg  von 


tind 


Also  Imbea  wir: 


«=  2  ^*+'^ 

»«-4 

c  _ 


l»-g==^^^ -0,7338 

womit  die  zweite  Bemerknng  am  Ende  des  S  6.  ihre  Erledigiing  ge- 
inodett  kat  Die  in  25)  amammengesteBten  Zaklen  geben  Ar  f 
die  Werte: 

-  0,75 ;  Wi)  "  0,1b 

(lh-K>-H^-fh)  -  0,76 

Die  Ycrhältnissmassig  weniger  gute  Ucbereinstimmung  als  früher  er- 
klärt sich  leicht  dadurch,  das»,  abgesehen  von  der  Yoransaetanng 

sehr  grosser  Werte  von  «,  in  der  Gl.  40)  die  grosse  Zahl  ^ 
Bich  fortgehoben  hat. 

Wir  wenden  OB.  aua»«,B«flm-««  der  werf  ftrg^A.. 

fang  ond  Ende  der  Gmppe,  wekhe  bei  der  Xten  Annthening  tidi 
als  gjjdch  ergeben.  Enteres  mag  mit 


(^}>  Absolutwert  mit 


leUteres  mit 
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)    und  sein  Absolutwert  mit 


bezeichnet  werden.  Nach  28)  ist  für  «  -»  T  ^  V/l  s 

üffl  «i»  Uber  die  beisobehaltendea  Olieder  Yollkommen  klar  so  wer- 
den, schreibe  ich  mit  Rflcksicht  auf  33): 

dann  sind  alle  diejenigen  Glieder  fortzulassen,  deren  Ordnung  mit 
denen  abereinstimmt,  weiche  die  (uubeliauutea)  Factoreu  a  oder  b 
hiiiNL  Aoft  41)  folgt: 


Also: 


wons 

also  eben&llB  nobekannt  ist.  Nach  39)  folgt  dann  weiter: 

diU  ^     VA  V.      8Vit  4Ay 

Wir  masaea  also  die  Glieder  tob  der  Ordnaag  jforUassen  and  haben 

den  Absolutwert,  wenn  wir  deigenigen  von  A  auch  mit  A  bezeichnen: 

Gaiu  in  derselben  Art  folgt  für  i  —q: 

Anh.  4.  HMh.  «.  nyi.  8.  BtlU,  T.  TL  81 
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SO  dais  Ja  te  Tat  jotst  der  abioliite  ScUiisBwert  kl6iii«r  alt  te 
•baoliite  An&BgBwert  oicli  berauBBtettt  (Ygl.  }  4.  am  Schlime).  IHo 
Fonndn  43)  imd  43)  ffthren  «na  aber  nocb  so  weitereo  wichtigeo 
Beaidtateii.  Zonädist  ist  nämlieb  mit  dem  bisberigeii  Grade  der  As- 
nlberoiig: 


(i)«  0  4va) 

dB 

Femer  ist  aber  der  Endwert  von  ^  bei  der  Yorliegendeo  Groppe 

identisch  mit  dem  Änfangswert  bei  der  folgenden;  schreibe  ich  für 
diese  A,,  a^,  co,,  bei  den  dauu  ibJgoadcu  A^,  a^^  oj^  etc.  statt  o,  w, 
80  eutfltehen  die  GleicliuDgen: 

•    *  • 

•        ••••••••  ^9 

ond  daher  doroh  MoItipIicatiOD: 

(fX,  "(3).  (^"Ää)  {^^wO  0"4^)  • 

Die  zweiten  Glieder  in  den  Klammern  werden  immer  kleiner ,  ond 
ich  habe  daher,  indem  ich  zur  Grenze  abergehe: 


Um 


(2X "~  O«  (^""4^)  0  ^vO  4vO 


Seite  ich  hierin  filr  VA,  Vit  aus  22)  ond  2$),  m 

wird: 

Jetzt  bilden  aber  die  Grössen  34 ,  .  .  eine  arithmetische  fieibe 
1.  QEdn.  (8.  I  4.  Gl.  24)),  fotgUch  divergirt  die  Beihet 
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daher  convergirt  das  Froduct  in  44)  zur  Null  hin  nod  wir  haben 
das  lOr  vorliegende  Untersacbnng  sehr  wichtige  Besnltat: 

wobei  daran  erinnert  werden  mag,  dass  (^f^^  ^ 
grOssten  Werte  von  ^  sind  (s.  §  4,  leHter  Absati). 

BeieielitteD  wir  die  den  Ä  entapredieiiden  GrOsMii  in  den  fol- 
genden Groppen  mit  Ä^A^  ...  nnd  drfleken  die  OleicUieit  tob 


oder: 


%  1-1--— 

46)  ^ 


A^ssAr^l  —  ZT" 

Die  MnltipliGation  dieser  Gleichungen  ergiebt  bei  bisheriger  An- 
nAheroitg: 

21» 
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Zr   o« 


(-^(-41-)  •(-£) 


Indem  wir  zur  Grenze  übergebeu,  wird  ^1  —  1  und  wir  er- 

halten: 


4,7)  nm  Ar  -  Ä  ^^i^UmPr 


'^-'(-DO-^-C- 


4J) 


Der  Wert  yod  iV  iässt  sich  nicht  unmittelbar  angoben,  da  os  in  der 
Fohd  CO .  0  erscheint  £s  ist  aber,  wenn  ich  natttrUche  IiOgariUimen 
nehme, 


—  etc. 
Setse  ich  nnn 

«1  —  ^  (a+'tt) 


wobei  a  eine  posit  ganze  ZaU  und  «  ein  positiver  echter  Broch 
ist,  so  ist  nach  24): 

nß 

folgüdi,  wenn  ich  znr  Ahlrtlrzung 
setae: 

48)  logi^ r  —  iügsr  ~  2     2  2*       3  2*  ~  4  2* 
Jetzt  ist 

1         1  ■  1 
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&  ^ 
2»  ^  84* 

f*<l  +  ^+^.+  ...  <(l+p+|i+-  )' 

atao: 

folglich: 

In  diner  Art  fortgehend  findet  man: 

2  2iT4  2«-r6  2«"""  •  "^2  V24''"2\24y  "*"3  V2V     *'  / 


3T* 


also  da  ^4       ecliter  Bruch  ist,  gieick  einer  eudliclieu  Zahl,  die 

kleiner  als  ^log/ — is^  üud  sowol  von  a  wie  von  r  abhängt, 
V""24/ 


ich  bezeichne  sie  mit  Dr  und  in  der  Grenze  fttr  r  «  od  mit  D, 
Ebenso  wird 

1  ^3      1  1  Uj 

3  2'  ■  ö  2^"*  7  2^  *  '* 


d.  i.  ebenfalls  gleich  einer  endUdien  Zsld  <D,  sein,  die  Ar 

Ui 

in  i:;  übeigehen  mag.  Jetzt  bleibt  noch.  ^  \  dies  bringe  ich  aul  die  Form. 

2  {  (a  ~  a-l-a}"'"  (^+5     a-f  1  +  «)  +  •* 

+  (a  +r  - 1 a+r-1  +«)  } 

Der  Wert  der  letzten  Klammer  ist  kleiner  als 
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d.  i.  wieder  «ine  endiiche  Zahi  <  a  ;  sie  lei  imd  in  der  Grame 
aF,  daher  wird? 

I  o,_  - +!+!  +  ...  + Jj)-!?,  +  ^(i  + 

Kadlicb  iaU 

y>Vr  -  log|'+log  (l  +  ^^^^)4.1o,(.+r-« 

folglich  wird,  wenn  ich  aof  beiden  Seiten  von  48)  ^logsr  abziehe: 

Jetzt  ist: 

lini^l -^1  +  1  +        ^^y_^--log(air-l))  -  Con»t  =  0,67... 

geben  wir  also  zur  Grenze  Uber,  so  wird: 

log(:g)  » lio,f  +  ?  (i+  i  + ...  +  jlj) 

d.  h.  gleich  einer  von  a  nnd  a  oder  von  «  abhängigen  ConstaBtea. 

p 

Dasselbe  ist  also  nrit  der  Greose  tod  ;pr-  setbet  der  Nl,  und  be-> 

refchne  ich  deren  Wert,  tun  an  ihre  Abhängigkeit  von  a  zn  erinnern, 
mit  C'i,  so  folgt  aoB  47),  wenn  ich  diese  Gieichung  durch  Vsr 
dividire: 


In  dieser  Gleichnng  hängt  A  sowol  wie  m  Yon  deijenigen  Gruppe 
ab,  die  den  Ausgangspuokt  bildet  Beieichne  ich  die  rechte  Seite 
mit  iC,  so  iiabe  ich: 
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d.  h.  wmxk  m  MUwt  schon  groes  gmg  iit,  so  gilt  für  geutlgeiid 
gro«e  r  die  Gletchung: 


50) 


-  Jf .  V% 


die  sich  auch,  wenn  //  eine  andere  Constante  ist^  mit  demMlbeii 
Biechte  (d.  h.  mit  etwa  denelbeu  Aaa&henuig)  wegen  22): 


öl) 


schreiben  lässt  In  beiden  Formeln  können  wir  B  statt  .1  setzen: 
denn,  nehmen  wii-  die  Gl,  37),  so  bleibt  Alles  nngoäudert,  nehmen 
wir  aber  die  Gl.  ii6),  so  hebt  sich  im  Prodacte  der  GU.  46)  alles 


nenHiunkoiiunende  bia  auf  den  Factor 


anf  der  rechten  Seite 


fort,  wodurch  nnr  die  Constanteu  K  nnd  H  eine  Aenderong  er- 
fahren. Wir  j£Onneü  also  auch  die  Gleichungen: 


68) 


aoftteUen.  PrOfea  vir  die  Genaoii^eit  dieier  Oldchnngeii  fttr  nUMg 
grosse  Werte  Ton  so  [ist  nach  Tal  II*)  nnd  den  in  S5)  in- 
aammengesteUtan  ZaUen: 


Gruppe 

1 

B 

« 

A 

logÄ:V« 

log  10 

logB:yJl 

log  10 

(13}  25) 

1,943 

13^7 

18,80 

9,7222 

9,9689 

(36;  44) 

2,264 

18^1 

84«84 

9,7913 

9,9694 

(46 -,67) 

2,545 

23,44 

55,81 

9,7908 

9,9690 

Hier  stimmen  also  die  in  den  letzten  beiden  Rnbriken  nnter 
einander  stehenden  Zahlen  schon  gut  überom.  Ich  bemerke  noch,  dass 
darch  Snbititation  des  Grenzwertes  von  A  ans  51)  in  43)  die  Glei- 
chung 


1)  Vielleidit  wir»  m  riohtigsr,  den  W«t  voa  B  fmoOgs  dar  sor  Be- 
derZiUsaSS)  «agewuidleii  LitsrpolatioiiilonMl  sn  htninhnmi,  doch 
die  Besohei»  sieh  lunm  wesenlUeh  mliidera« 
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erhalten  wird,  die  mit  45)  in  Einklang  steht 

Addire  ich  die  Gleichm^en  42)  uad  43),  so  ontsteht  nach  Sub- 
stitution von  öl): 

Diese  Glcichnng  wird  fttr  uns  von  besonderer  Bedentoug  werden, 
Bezeictme  ich  ihre  lini^e  Seite  mit      so  wird: 

54)  ^'^U  ^  ^Ai  —  const 

Prüfen  wir  wieder  die  Genanigkeit  dicber  i'ormül  lür  die  bereiiüctoa 
Zahlen  1  £s  ist  Gruppe  (13,25): 


daher: 


ebenBO  fbr  Gr.  (26;  44):  G  -  0,7711 

„    „    (45;  67)     „  „0,841 

Dadurch  ergiebt  sich  für  diese  drei  Gruppen: 

65)  ii|fö(^^0"^^^^'  ^'^^^^ 

Diese  Ucbercinstimmung  ist  merklich  geringer  als  die  fnihere.  Dies 
ist  dadurch  zu  erkl&ren,  dass  in  53)  sich  das  Glied  niedrigster  Ord- 
nung fortgelioben  hat,  und  dass  somit  die  Glieder  höherer  Ord- 
nung, zunächst  von  der  Ordnung     an  BedeutuDg  gewinnen.  Diese 

Glieder  lehrt  aber  erst  die  dritte  Annäherung  kennen.  —  Selbft- 
▼erstftndlich  werden  die  Gl.  53)  und  54)  desto  genauer  erlUit,  je 
grosser  «  oder  A  sind. 
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§  6. 

Dritte  Annfthernog. 

Di  der  Zweck  der  dritten  Annähcraqg  yon  nntergeordneter  Bei- 
deitiQg^  nimlieh  eigentlich  nur  die  BUdang  eines  Correctionaglied^« 
iit,  w  voUea  wir  ans  bei  Ihrer  DerBteOmig»  mmai  die  Methodto 
fnflgBiid  erörtert  wurde»  kurz  fiMsen. 

IHe  GL  18)  erhftlt  nunmehr  die  Form: 
Setzen  wir 


57)     ^  •  -  (1+ ii)  I  -  ö  (i+^iH-^^+y 

80  Ist  der  Ausdruck  29)  iBr  ^  za  Mden.    Wird  derselbe  in  66) 

sabstitnirt,  so  lassen  sich  sechs  Gieichnngen  aufstellen,  vermöge  derer 
die  Glieder  mit  ^^^^^  identisch  versehwlnden  sollen.  Der  Umstand, 
daas  die  Glieder  mit  |^  vemachlftasigt  werden,  erfordert  es,  nur 

Glieder  bis  znr  Ordnaug      oiuscbliessUch  beizubehalten  (bei  der 

2ten  AnnAhemng  bis  ^  einschliesslich).  Dadurch  werden  drei  Glei- 

cbinigeii  bedentuigsloB  und  in' Folge  dessen  Ä^B^B^  nnbestimnibir, 
«ihrend  fbr  die  andern  sieh  sichere  Werte  ergeben;  nehmen  wir  die 
«ntenn  als  Noll  an,  so  und  die  Eesnltate: 


W) 


/       3  v  ^ 


1^1 


69) 


4i  4A< 
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Jeder  dieser  Ausdrücke  geht  jetzt  am  eine  hftlbe  Ordnung  weiter, 
«—  Ibr  (  (nahm)         ^Vl'—  bis      v  bis  jetc  Wia^eam 

itt  y  *  }  ra  setKen,  weil  in  ti  Glieder  von  der  Ordnung  j  fsUen, 

(vgl  oben  vor  Gl.  d5)).  Die  Grössen  p  and  q  sind  ähnlich  sa  be- 
wii  Mher  und  eriudton  ebenfalls  ein  Glied  hinsa: 

fc      .      -4  <r 
-  2  la  64Vi 

60) 

woraus  ftr  t  der  wenig  geänderte  Wert 
61)  »^*-32VA 

während  pr^q  nag^otet  bleibt. 


Ferner  wird  jetzt  fttr  «  »-  ±2 

U;«    vx  d5j^=-t 

Hier  geht  ^  bis  ^  herab,  entwickeln  wir  ^  ebensoweit,  setzen  slie 
io  wird: 

VSf  A  ^  ~      V.*     41    621"*"  38 

d.  i.  nach  60)  bis  l  in  der  Klammer  einBchliösalich : 

LdiJ«    yiU^dv^i^  i28iy 
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Jetzt  darf  mciit  mehr  Ä  mit  B  ideutiäcirt  werden,  sondern  moas 
nach  36): 

gesetzt  werden,  so  dass 

tax  ■'vüO+8vi+i^3 

äfib  «8«ihen  >).  Hienuu  folgt: 

md  leMiawiiclt  (ftr  genflgend  gmio  r  aadi 

"  TT  •  OOMt 


&]iai  wir  nnn  von  den  Zidilen  65)  die  biiggisclien  Loguitbmen  des 
Nenaen  nliidiGli  biliw* 

0,0063         0,0029  0,0018 

ab,  so  bldb^u: 

0,8308        0,8698  0,9701 
dem  Uebereinatimmong  viel  besser  ist 


17. 

Die  Grossen  h  nnd  die  Convergens  ihrer  Reihe. 

Nachdem  uns  die  Anflösang  der  61.  18)  in  1  tor  und  2ter  An- 
nihenmg  die  haapts&chlichen  Eigenschaften  der  Grössen  ß  enthttllt^ 
nnd  die  3te  Annäherang  einen  aaS&lligea  Maagei  an  Uebereinstim- 
mmg  swisehen  Theorie  und  Zahlenreehnimg  groasenteils  beseitigt 


1)  Bildet  man  aus  den  foimrln  63)  OleicbuDgen,  die  den  46)  analog 
nnd,  fo  ist  der  Unterschied  nur,  dab»  noch  andere  coDvcrgente  Keihen  voa 
4er  Art  der  oben  U^U^  ...  genannten  and  swar  teik  mit  negatiTem,  teili 
1^  potitiTem  Vorzeichen  hinsnkommen,  fodus  maa  icUieaalicb  eben/aUf  m 
«iaar  GMahnng  gelangt  (sei  m  fai  «  odar  hi  i  flü  Büklicht  Hf  Sl),  die 
Seaa«  dis  Vom  der  GL  fts)  bedtst 
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bat,  küuneu  wir  nun  die  bei  der  Untersuchung  der  Grosscu  ß  ge- 
wonnenen Resultate  für  die  Grossen  h  selbst  nutzbar  Tiiachen.  Wir 
können  letztere  zunächst  iu  fulgeuder  ML  ciiaraktcrisirun ,  wobei 
ich  daran  erinnere,  dasä  c^i.  8)): 

Die  Ortesen  h  zerfallen  (ygl.  Tat  I)  in  Gruppen  von  ibweehBelnd 
ponüven  md  negativen  Gliedern.  Die  Anzahl  der  GrappengHeder  wichst 

von  Gruppe  zu  Gruppe  in  anüunetiscber  Keibe^)  mit  der  Differenz  ^ 

(GL  S4)).  In  jeder  einseinen  Gmppe  nehmen  die  Glieder  von  nahe 
an  Noll  bis  zn  einem  Maximalwerte  an  und  von  da  an  wieder  ab. 
IMe  Haximalwerte  verringern  dch  von  Gruppe  za  Grnppe,  nnd  zwar 
schneller  als  umgekehrt  proportional  der  Anzahl  ihrer  Glieder;  denn 
II  ist  nahezu  prop.  «r*,  also^r:«  nahesn  prop.  r-l. 

Die  wichtigste  Frage  ist  nun  die  nach  der  Gonvergenz  der  Reibe 
in  1): 

Ich  nehme  zuerst  x  «  1  an  und  orbalte  dadurch: 

Seien  jetzt  r  und  »  die  Aufangsgliedzahlüu  zweier  aufeinander  folgen- 
den Gruppen,  so  ist  nach  13)  fOr  u=  r^li 

dB 

Nun  ist  aber  ßr—ßr-i  nach  unserer  Auffassung  soviel  9Ün  ^  Ar 

das  Ende  der  mit  b,-i  schliessenden  oder  dtri  Anfing'  *l«  r  ?!iit  i, 
beginnenden  Gruppe-,  die  letztere  fasse  ich  aber  in's  Auge  und 
schreibe  daher  die  obere  Gleichung: 

Ebenso  erhalte  ich  ihr  den  Scfalusa  der  mit  dr  beginnenden  Gmppe: 


1}  Hi«bci,  wie  im  Folgenden,  wird  n  genflgend  groM  fwiMigeiilili 
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Die  SabffaiCtioii  der  ersten  Gleichntg  ▼oa  der  letileii  giebt: 

66)  br+br^i:+  ...  +4.-1  =  ( J)^  -  (f  )^ 

Ku  ist  «ber  das  Zeichen  von  (^^^^  denjenigen  von  (^|^^^ 

entgegengGsetzt,  also  ist,  wenn  ich  die  absoluten  Werte  einfttbre 
(okI  dorch  Ueberstreichang  bezeichne)  nnd  fQr  jede  negative  Gmppe 
(r,  #—1)  die  Gleichnag  66)  noch  mit  ^1  maltiplicire: 

67)  i,-|-*r+x+  ...  +6.-1  -  +  (3). 

Die  rechte  Seite  ist  firtther  (nach  Gl.  53) )  mit  O  beieiehnet  worden, 
fielialle  ich  diese  Beaeichnnng  in  der  Bedentimg  Gruppe nsiimme 
bei,  10  ist  nach  54): 

Gik  =»  C0U8L 

oder  (immer  geuugond  grosses  n  vorausgesetzt) : 

S  V«    const  =  C 

«0  e  =  #. 

Betrachten  wir  also  die  Grnppensnmmen  als  Glieder 

einer  neuen  Reihe,  so  convergirt  diese,  da  die  wirk- 
lichen Gruppenä uiiim eil  abwechselnde  Vorzeiciieu  haben, 
wie 

I 

Die  Reihe  8  65)  convorglrt  also  fflr  0  —  1  und  umso 
•chneller,  wenn  «  <  1  ist 

Nachdem  wir  die  Convergonz  der  iicihe  Si  erkauat  haben,  ist 
es  auch  leicht  iliro  wirkliche  Summe  zu  erfahren.  Dazu  dient  um 
die  hier  schon  oiunial  benutzte  Gl.  13).  Das  so  zu  nennende  Rest- 
giied  ^«4.1  —  ß»  ändert  sich  von  nahe  an  0  bis  zo  einem  Maximal- 
wert am  Anfang  oder  Ende  der  Gmppe.  Aber  auch  in  letsterom 
Falle  ist  wie  45)  aussagt: 


lim  (/JH+i-/J«)  -  Um  (J^^  -  0 

folglich  ist: 
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70)  jSl  -  0 

Setzen  wir  aber  in  1)  «  —  l«  bo  erhalten  wir  die  in  der  Tnt  richtige 
01eiehiuig: 


d.  L 

r-^  —  0 

DasB  die  Reibe  8  auch  für  negatlTe  Werte  von  x  bii  c  =  —  1  ein- 
gehl.,  nnd  swar  noch  schneller  convergirt,  ist  last  fleHwfcrerstfcndlicb; 
ich  begnflgc  mich  daher ,  nnr  all  Beealtat  ammgebeii,  daai  aie  ha 
letalem  FaUe^  wie  die  fieihe: 


con?ergirt 


BemerknDg.  Belraefateii  wir  die  Grönau  ß  und  h  ala  Coor- 
diaateo  Ton  Carven,  deren  AbeciBae  n  ist,  ao  liegen  0m  weiterea 
Yerianl^)  die  Maiinia  und  Miaina  M  dar  erateren  auf  daer  Garve, 
die  sich  langsamer  (Hbet  als  die  Parabel,  bei  der  letstarea  aaf 
einer  sweüstigen  Gnrve,  die  der  Abadssenaie  die  oonvexen  Seitaa 
lokehrt  and  sich  ihr  (von  oben  bshw.  Ton  nnten  her)  asjmptotiieh 
Dfthert,  aber  langsamer  als  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  die  Coor- 
dinatauaxen  &md. 

f  a 

Anwendungen. 
L  Sem  idi  In  1)  •  — 1— y,  so  eiliaUa  ich: 
_| 

71)        •  ^=i(^o-Hi(i-y)+*ia-y)«+...) 

Diese  R<»ihe  ißt  gültig  für  y  von  2  herunter  bis  zur  0  einschliess- 
lich ,  doch  darf  eine  Umordnnng  nach  Auflösung  der  Khunmem  nicht 
stattfinden. 


n.  Bestlmmong  des  Integrals: 


00 


Durch  partielle  Integration  ergiebt  sich: 
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QO 


00  00 

fe-»dt  r«-»|<»  re-»d» 


00  QO 

-? — ivJ.  -kj  ^ 


«lio,  indem  ich  di«e  Gldcbmigeii  der  Beihe  nach  mit  1^  1.9 
...  {— 1)»-M.2.8  ...  (I;— 1)  miütiplidfe  und  addin: 

ÜS5  -(1— 1+1.2— 1.2.3+ ...+(-l)*-i.l.2, 3...  <fc—l)) 

OD 

+(-l)*.1.2.3...  A:.y*^^  73) 
Fflr  dM  Lutegnl  Decbter  Hand  seUe  ich: 

10  wird: 

and  daher  das  Int^pral: 

OD  1 

74)    Ü»-.  f^^-  f  «-^  =  ii-«)(l-aj)*-lcte 

JeM  ist: 

1       1.2.3  ...  w 
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 1 

Sübstituire  ich  also  für  «  1  —x  die  Reihe  1 ),  muiüpiicirö  sie  mit 
(1— x)^"^  und  int^rire  voa  0  bis  1,  so  erhalte  ich: 

77)  *)»-UÄ»««+6H+iai»+^+ 


Jetzt  nehme  ich  an«  dais  bn  das  Anfangaglied  einer  Oroppe 
nnd  iwar  will  ich  sagen,  einer  positiven  Gmppe  sei;  die  An- 
iangsglieder  der  folgenden  Qmppen  seien  ßf,  ft«,  ...  oder  nm  oor 
mit  positiven  OrOssen  zn  tan  zn  hal»en:  —er,  +ht  -^^h  wobei 
also  dtt  =  —    gesetzt  ist.  Dann  ist: 

oder  wenn  ich  die  Snmme  eiuer  mit  ba  beginnenden  Gruppe  ihrem 
wirkUchen  Werte  nach  (d.  h.  mit  BAcksicdit  auf  das  Vorzeichen) 
dnroh  Gm  beieichne: 

etc. 

also: 

78)  hn^+bn^i^*^+ ...  in  infin.^öW*»-G^«*+Öiis»^  ... 

wobei  das  Oleichheits-Zeichen  nnr  Ar  m*^l  gilt.  Nnn  bilden  On^ 

Gr^  G,,  ...  eine  abnehmende  Reibe  folglich  ist 

aber  es  ist  auch 

ÖN+M-i'H  infin. 
eiuti  positive  Grösse,  denn  nach  18): 
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alw  wogen  70): 

Mmr  ist  für  «  ^  1  die  rechte  Seite  ?oa  78)  poiitiT  und  <  Gn«^ 
ilie: 

79)       int^+^^i9^*^+      <        und  poiitiT 


Mnlüplidre  ich  dieae  Betiehiuig  beideneiU  mit  der  poeitiTen  QfOsie 
(1  -s)^*^  tnd  mmmire  Yon  0  bis  1,  so  kommt: 

1  1 

(41,«^+ <  ^»y^ *»(X— «j)*-»*^ 

also  witd,  wenn  ich  unter  ^  einen  poaitiTea  echten  Broch  verstehe: 

/ 

.        1         1 . 2  . . .  tt 


•*  (ik+l)  ...(fc+«) 

Ich  nahm  hn  als  An&ngsglied  einer  positiven  Gmppe  an,  aber 
darchans  ahnliche  Betrachtuogen  gdten  anch,  wenn  es  das  AnOangs* 
^ied  ctoer  negativen  Gruppe  ist,  d.  h.  wir  gelangen  wieder  znr 
Formel  80),  worin  dann  G„  den  wirklichen  Wert  der  GruppensuniDio 
und  einen  positiven  ecliteii  lirucli  bedeutet.  Durch  Combioation 
der  Gl.  73)  76)  80)  wird  nun  ; 

81)      -  ?  |i—i-|-i.2:f ...+(— l)^-i .  i.2.„(ifc— l)+(-l)».L3.4A-.l). 

IfitUlBt  der  am  Schlosse  der  Tafeln  angegebenen  Werte  der  Omp- 
penniiDme  O'u  ist  es  also  möglich  den  Maximalfehler  zu  ermessen, 

den  man  bei  Forüaäbuug  dcg  letzt^u  Gliedcä  begebt. 


Me  Formel  81)  Iftsst  noch  eine  Willkflr  Obrig,  nAmlich  die  Wahl 
der  ZaU  Ife,  nnd  wir  kennen  diese  nnn  so  wftUen,  dass  erwihntsr 

Anlk  d.  MMih.  «.  Flija.  8.  T.  VI.  23 
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FeUer  lo  Uein  wie  nOglicb  ivM.  Dabei  neiiine  ich  an ,  ea  mI  • 
(alfl  Anüuigaiiidez  dner  Gnippe),  alao  die  Anzahl  der  sii  befedmeo- 
den  Glieder  schon  yerweg  beetimmt  worden.  Dann  ist  dem  BMt> 

•  oder  Fehlergliede  —  es  sei  ^.  !'*.(— 1)* 

n\On  fest  gegeben,  das  Audero  hftngt  aber  von  h  ab.  Dieser  Teil 
nimmt  mit  wuchsoudem  k  aufüuglich  ab,  dann  wieder  zu,  er  wird 
also  sein  Miuimum  erreichen,  wenn  so  nahe  wie  möglich  Vu  =  Vk^i 
ist  Nan  ist 

1.2  ...{k^l)k.n\ 

also 

Fi       n  I    I  1 

Dies  ist  s=  1,  wenn 

82)  Aj-VH^  ist. 

Ist  X;  grosser  als  Vn+l,  so  ist  Vk^\ grosser  als  F».  Wir  ntaen 

also  A:  =  Vn-f-l  oder,  falls  dies  irrational  ist,  gleich  der  n&chst 
grösseren  ganzen  Zahl  wählen.  Da  bei  solcher  Bestimmung  immer 
n  grösser  als  k  ist,  so  heben  sich  in  81)  in  den  Coofficicnten  der 
h  von  bk  au  Factoren  vom  Zähler  gegen  Nenner  fort  nnd  wir  kön- 
nen schreiben: 

83)  jl-l+l^— 1.2^±.  .+(^l)»-i.(*-l) ! 


~  (^^  Samme  der  Gmppei  dereB\ 
)        ^      eister  Index  II  ist  I 


Hierin  bebt  sieb  noeb  dia  Glied  mitl^gageii  das  voraagshende  Art 
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Beispiele.  «  «- 4,  ib  (^^ys  s  8^  ^  « +146«  also: 

la    ■     u'K.  2    1,16  0,066 

%^lZ,h V14 sr 4,  61« »  —0,907,  also: 

8     0,907  0,0023 
Hazimatfefaler  —  —  775^  •  ä  

1190      e  € 

Die  BechiniQg  giebt  in  diesem  Falle  flir  den  Wert  des  Factors  von 
^  in  d8>  ansser  dem  Bestgliede: 

1  — 1+2— €+6  (1—  0,23389)  =  0,09666 

Ea  ]ü  also: 

Man  kann  bei  etwa  demselben  Fehler  sich  die  Bercchiiun^^ 
einiger  Glieder  ersparen,  wenn  mau  nämlich  bii  der  vorangeheudeu 
Gruppenmitte  abbricht.  Die  Gl.  81)  oder  83)  gilt  mit  Ausschluss 
des  RestgHedes  für  jedes  n,  es  kommt  jetzt  also  darauf  an ,  dies 
Rest  Qlied  zu  bestimmen.  Seien  zu  dem  Zfweck  n,  p,  q  die  Anfangs- 
indices  dreier  auf  einander  folgender  Gruppen,  ferner  in  der  vor- 
togehendeo  Gruppe  der  Index  r  so  (mit  Hülfe  der  Taf.  IL)  gew&hlt, 
dass  ßr-^ßr^i  den  mOglich  kleinsten  Absolutwert  bat,  ebenso  •  für 
<Ue  Gruppe  («,  1),  1  filr  die  Groppe  (p,  -1)«  u  Ittr  die  folgende 
Gruppe,  also: 

Grnppenmitten  bezeichnet  durch  r  «  <  u 
Gmppeiianftage     „  »«PS 

ißr  —  ßr^l  —  dl 
ßt-  A-i*-  dt 

wobei  also  01^,^3  sehr  kleine  positive  oder  negative  Grössen  sind. 
NsB  folgt  bei  zweimaliger  Benutzung  von  13): 

*r+irfl+  ...  +*»-!  —  (ßr  —  ßr-l)  ~  (ßn  —  ßn^i) 

—  —{ßn  —  ßm"l)+9t 

^•  +  *i»+l+  ...  +5,-1—  (/J»  — /Jn-l)  — d, 
»i+M-l  +        +*f-l  -  -  (fti— /J^l)+d, 
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Saalschülzi  Ueber  du  Entmickthtng  von  IjU'Hb) 


Jetzt  nehme  ich  der  Bequemlichkeit  wegen,  and  um  die  Vor- 
stellung zu  iixirca,  vorlauiig  au,  dass  mit  eine  negative  Gruppe 
beginne  y  dass  ulso  br  In^i  positive  Grössen  seien.  Bezeichne 
ich  wieder  negative  ö's  durch  ~c,  so  werden  die  obigen  Glei- 
chungen: 


86) 


Är+  .  .  hn^X  —  {(^-l  —  |5»)  +  ^1  . . .  a) 
en-\-  ...  Cs_i  =  {ßu-\  —  /5»)  +  <Jj  ...h) 


worin  (ßn-i  —  ßn)  und  {ßp  —  ßj,^\)  positive  Grössen  sind.  Ich  will 
jetzt  den  Fehler  bestimmen,  der  beim  Al>brucb  der  Rech- 
nuug  mit  ör-i  begangen  wird.   Derselbe  ist  (vgl.  73)  und  76)): 


T 


87) 


Es  iat  aber: 


brX^+  ...  4-^.  <      (/>,  +  ...  +bn^l) 

c^«*-|- ...  +  c^-lJ^-*  >  a:*-U<%+ .. . +Ci-l) 

also: 

(Den  Grenzfall  x  =  1  lasse  ich  ausser  Betracht,  weil  das  entspre- 
chende Glied  in  der  Summatiou  wegen  des  Factors  (1— ar)*-*  ver- 
schwindet). Indem  ich  nno  die  61.  8B)  benutzen  will,  lasse  ich  dana 
die  für  die  Beurteilung  des  Fehlers  unerheblichen  Grössen  6  fort, 
and  erhalte,  nachdem  dies  geschehen: 

88)    &r«'+  ...  (<?M^*»+  ...  +c.-ia;»-l) 

Femer  ist: 

folglich  nach  86)  c)  d): 
«laber  iat  die  Diffsmi 
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eine  poiitiTe  OrOiie,  ebenso  andi 

md  2war  kleiner  als  die  frühere,  wie  mao  erkouen  kann,  wenn 
man  deo  86)  Ahnliehe  GleichiingeD  bildet  and  dann  denkt,  dass  der 
Abiobitwert  ?od  ßn  —  ßn-i  mit  wachsendem  n  ftbDiinmt  und  det- 
gleicheii  anch  Bezeiehne  ich  Jetit  die  Beihe  nnter  dem  Integral- 
seiehen  in  87)  mit  it,  so  iat: 


=F  etc. 

also  eine  abnehmende  Kciho  von  abwechselnd  positiven  nnd  nega* 
ttiei  CMiedem,  also  kleiner  aU  das  erste  nnd  daher  nach  88)  sicher: 

ddier  (onter  der  Vosanssetsnng:  r  >  ib)  nach  75): 


worin  ^  einen  positiven  echten  Brach  bedeatet.  Ist  nnn  b»  das  Au- 
ftngsgUed  einer  positiven  Gnippc ,  so  kommt  man  dnrch  ganz  ent- 
sprechende Betracbtnngen  ebenfalls  zur  obigen  Gleichung,  nur  ist 
dann  ßn^i — eine  negaüve  Grösse.  Somit  haben  wir,  Ähnlich 
wie  83): 


t.2.,.k  1.2 
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Wir  haUeu  nnn  die  Reibe  1)  bis  benutzt,  es  war  also  n=13-, 
in  der  vorangehenden  Gruppe  ist  «  —  8  ,  also  die  Rccbnoog  mit  6| 
abzubrechen,  in  der  folgenden  Gruppe  #  =  19,  dann: 

Af-As- 0,496 
endlich,  wie  früher,  I;  >»  4^  daher: 

IT«  1.2.  S.1.2.S.4(g;jödrä3 
-  ^.0,0019 

und  dafaiBr* 

üj5938±J^0fiM9  ^^^^^ 

Wir  haben  jetzt  also  bei  etwa  demselbeD  Maximalfdiler  die  Be- 
rechnung von  5  Gliedern  erspart  Halten  wir  aber  dies  i^ff^iM 
mit  dem  firOheren  84) 


^,O^967-»,.0.0023 

0 


zusammen,  so  können  wir  die  Grenzen  enger  machen j  §,ü 
nur  zwischen  0,5944  und  0,5957  liegen,  so  wir 

91)  ^_  0,5950±  0,0007 

idixeiben  können. 


Anmarknni^  Ist  das  allgemeinere  Integral 

zu  bestimmen,  so  couvergirt  die  Reihe  noch  schneller,  es  sind  duu 
aber  Integrale  von  der  Form: 

an  erndttelni  die  man  nacheinander,  wie  man  sie  braucht,  mittelft 
der  Fofmeltt: 


Digitized  by  Google 


r  (l-.»)»-ldli-i(l-a-ii;)») 

X 

J  0 

berechnen  kaao. 

IIL  BeitUBOMUig  dM  InAegnli; 

CO 

d3)  ^"J" 

Im  Yorus  bemerke  iah,  tei  Bich  denelben  KeChode  dch  aiieh  dae 
allgemeinere  Integral 


bebandein  lässt,  wobei  n  eine  poiiüve  Zahl  bedeutet 
SdMbe  ich: 

OD 


-ii 


•0  wild  dnich  pertidle  loteratioii: 


In  lekiterem  Integral  moltipUcire  ich  Zthler  and  Nenner  wieder  ndt 
df*  md  integrire  partiell.  In  dieier  Art  fortgehend  geboge  ich  ni 
folgender  Beihe  von  Gleichangen: 


M) 
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^>  I      r^dy       1  11 

MultipUcire  ich  diese  aieichn^gen  der  Beihe  nadi  mit  1,  ^f, 
...  (-1/  *•    4.4... 4~  «nd  addire^  so  erkalte  Ich: 

^-liO-|+4-l^---H-i)-^II...(^*)) 


96) 


~     "'4   4       4  -i^* 


Zur  Beredumng  tob  Cl|  setie  ich: 

1 

so  wird  es: 


1   L. 


96) 


0 

1 


4ifc— 1 


Mittelst  der  Formelii: 


«7) 

I 


JKj>+1)  ...  (p+  II) 
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diü  fttr  jedes  l>eUebigc  positive  p  gelten,  wird  uaumehr: 

+  (-1)  IT-'-T"  \**»+  4H-S (4i+«)(4H-7)** 
4.8.18...4(n~l)         \  . 

(4H-3) . . .  (4H-4«-5)      V  i 

Ich  Dcbme  Dan  an,  dass  die  Berechnung  mit  dem  letzten 
Gliede  einer  Gruppe  abgebrochen  werde,  dass  also  das 
Anfangsglied  einer  neaen  Gruppe  sei;  dann  ist  nach  79)  fttr  eine 
positive  Groppe 

9ho,  wenn  ich  mit  der  podtiven  OrSeie  (1— nmltipUdie  md 
integrire: 


1  1 


oder 


Ist  K  An&ngsglied  einer  negativen  Gmppe,  so  ist  ebenio: 

1  1 


1 

also  beiderseits  mit  —1  multiplidrt: 

1  1 

"      p  •(Jl+l)...(jl+1l) 
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daher  in  Mden  FaUen  nadi  99)  nad  weim  icb  ftr  p  den  Wort— 

einsetze: 

ir^^x    II,     /   tx*  3  7    4Jb— 5         4. 8. ..4»  .  _ 

100)  »F=(-i)*.j.j..,-p  •(4Hi)...(4H-^-ir^^'' 

oder: 

ur— /        iff-^t       3.7  ...  (4^-5). 1.2.3  ...  n  

Die  erste  Form  von  schliesst  sich  direct  der  Berechnung  der 
einzelnen  Glieder  an,  die  zweite  benutzen  wir,  nm  den  zweckmäs- 
sigsten  Wert  von  h  zu  iiadeu  Der  von  k  abliäogige  Teil  in  IKift 
(ohne  filUsksicht  anf  das  Zeichen): 

8.7  ...  (4fe-6) 
*^  "  4*(4*+3)  ...  (4*+4«-l) 

ebenso: 

3.7  ...  (4fc— 5)(4;fc~-l) 
"  4^i{4k+V  ...  (4ft+4i»+3) 

folglich: 

Fh-i     (41-  — i)(4fc+3) 
Vk   "  4(4i+4ii+3) 

Dies  müsste  (vgl.  II.)     1  sein,  und  wäre  es,  wenn 

(«'1)«-.  16(11+1) 

oder  . 

ßcin  könnte.  Genau  kann  diese  Fordening  niemals  erfüllt  werdon, 
nnd  es  ist  daher  üllr  &  die  nächst  grössere  ganze  Zahl  zn  nebmca. 

Für  die  Berechnang  ist  also  k  nach  101)  zn  wählen,  nachd« 

1»  vou  voralicraiu  angenommen  ist,  dAun  folgt  U  am  dö)  uad  der 
Maximalfehler  ans  100). 

Beispiel.   »  -  13,    ^  i  4- VX4  -  3»99  also    =  4. 

VM..      ^     3.7.11  .  4.8  ...  62  ^.(-0,907) 
«-enier  -  ^  -  19.23...  67"  S 

—  — «.O,00Q18 

Odert 
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102)  U  —  (K0^l9i±0fifX» 

Auch  hier  kaua,  wie  beim  früheren  Integral  mit  Vorteil  in  der 
Grappenmitte  abgebrochen  unü  der  Fehler  mit  Hülfe  der  Formoiö^) 
bestimmt  werdeu,  doch  will  ich  darauf  nidit  weiter  eingehen. 

IT.  Das  Integral: 
108)  Ü'^J  e  d» 

0 

Ist  zuerst  im  besonderen  p  der  reciproke  Wert  einer  ganzen  Zahl 
&Q  setze  man: 

«  —  iT* 

Dum  w]id: 

und  dies  Integral  wird  durch  die  Gl.  73)  aof  das  in  IL  behandelte 


znrückgefflhrt. 


Ist  p  oder  r  1,  so  gesebiebt  diese  Bednction  doreli  die  ente 
der  OD.  72). 

Ist  p  >  1»  80  kann  U  durch  die  Sabstitation 

 1_ 

auf  das  Integral 


swttcfcgeAlirt  werden,  welches  nach  der  Methode  von  III.  sn  be- 
bendflin  irt  (•.  HL  e»  Anlug),  a.  B.  wen:  ji  —  |  iit»  lo  wM: 
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und  dies  ist  durch  die  erste  der  Gl.  94)  aaf ^  a-i^'i^ziirackgoiUiit 

Ist  endlieh  |><1,  so  Itat  es  sieb  «Ofden  Fall  eines  ExponentsB 
grösser  als  1  sarftekftlunen.  Z&nScfast  gilt  nftralieh  die  Gleidiuig: 

_1  _  1 

I  t 


t_  1 


0 

1^ 


woraus: 


 iB+—J  - 

0 


Ist  non  in  dem  Inte|p«l 


1 

e  cb 

a 

j»  Ueiier  als  1,  so  setze  ich: 

1 

dann  nM: 


JL 


I 


also,  wenn  ich 
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letie,  vermöge  10:4)  auf 

_  1^ 

1 

0  du 


/ 


arfldEgefUirt.  Jetzt  ist  q  grSner  all  p;  Ist  es  nodi  kleiner  als  1, 
SD  lelse  leb  wledenmi 

1 

ud  falire  dadarch  daa  Integral  zurück  auf: 

1 


1 

0  dv 


voiln: 

lu  dieser  Art  gelauge  ich  nach  und  iiacU  zu  deu  Expoueuten 
«  ...  wobei 

p  a__  ^ 

also 

dass  scbliessiicli  ein  Expüuout  grühäer  aig  1  erlialtcn  wird.  Z.  B. 

3  3  3  3 

Dann  aber  ist  dieser  Fall  auf  den  vorigen  (jp  >  1)  zarOekgefabrt 

KönigBberg,  im  Angnst  1886. 

£inige  Diflerenzen. 
ß4  -A  -+0,6667 

ßu-ßiM-  -0,4962        Ä  - A  -  +(VM05 

?46  -/'4«  0^  -        =  +0,08» 

'    As  - -  +0^237        As  -/^ss  =  -0,0146 
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Ttfel  L 

n   Öh  n  bn 


0+1  36  +0,064580 

1—1  96  0,061724 

2  —0,5         37  0,057246 

3  —0,166667  38  0,051498 

4  +0,041667  39  0,044723 

5  0,158333  40  0,097170 

6  0,209722  41  0,()'29Ü78 

7  0,216468  42  0,020679 

8  0,194469  43  0,012190 

9  0,155792  44  0,(X)3810 

10  0,10919b  45  -0,004283 

11  0,0611^  46  *-0,0119dO 

12  0,016069  47  —0,018998 

13  -0,023338  48  —0,025376 

14  -0,05544D  49  -OOP,()976 

15  —0,079583  50  0,035732 

16  -  0,095725  51  -0,039601 

17  —0,104338  52  —0,042560 

18  — 0,106t97  63  —0,044604 

19  —0,102271  54  —0,045745 

20  —0,093624  55  —0^046016 

21  —0,081342  56  -0,045453 

22  ~-0,0664a)  57  —0,044114 

23  -Ü,05(XJ19  58  -0,042()59 

24  -  0,032846  59  -™0,039362 

25  —0,015733  60  —0,036098 

26  +0,000669  61  —0,032350 

27  0,015831  62  -  0,028200 

28  0,029344  63  -  0,023735 

29  0,040914  64  —0,01^038 

30  0,050349  65  -0,014193 

31  0,057551  66  —0,009281 

32  0,062504  67  -  0,004376 

33  0,065263  68  +ä000449 

34  0/)6594O 


Tafel  IL 

0  0  35  +2,2643as 

1  -1           36  2,222075 

2  —1           37  2,118118 

3  —0,5         38  1,956915 

4  +0,166667  89  1,744214 

5  0,791667  40  1,486790 

6  1,258334  41  1,192196 

7  1,515279  42  0,868524 

8  l,5r>r>7:>6  43  0,524173 

9  1,401764  44  0,167032 
10  1,091980  45  —0,192719 
U  0,672998  46  —0,548787 
12  0,192834  47  -0,892925 
18  —0^3399  4  8  —1,218065 
U  —0,776294  49  —I  n  17829 

15  —1,193740  50  -1,786617 

16  —1,531603  51  — 2,01%73 

17  -1,773741  52  — 2^213128 

18  -1,911541  53  *2,8640SS 

19  —1,943144  54  —2,470314 

20  —1,872476  55  —2,530860 

21  —1,708184  56  —2,545390 

22  —1,462550  57  —2,514467 

23  —1,150436  58  —2,439430 

24  —0,788303  59  —2,322334 

25  -0,393324  60  —2,165876 

26  +0,017388  61  —1,9733» 

27  0,427431  62  —1,748414 

28  0,821643  63  -1,495308 

29  1,186511  64  —1,218467 

30  1,510465  65  —  0,922588 

31  1,784070  66  —0,612516 

32  2,000124  67  -0293163 

33  2,1 53674  68  +OJ080666 

34  2,241961 


Grappensommen. 
Ä^-l 

(  1 ;  3  )  =  6t  +6,  +  &,  —  — 1,66667 
(  4;  12)  =     +...+/-.,«  —  +iaL;2900 
(13;  25)  »  6|s+  ...  +^  —  —0^945 
(26;  44)  -  ftw+ ...  +  d««  -  +(]^771068 
(45  i  67)  -        ...  +^87  —  -*0,68«)80 
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XVII. 

Bemerkung  zu  der  Formel  für  das  DilTerential 
einer  Function  mehrerer  Yariabeln. 

Von 

R.  Hoppe. 


Hat  mau  die  Eichti^eit  der  Formel 

BDter  der  EiuebitiiinBg  bewiesen «  diit  die  3  Terme  m  Becbten 
gleichet  Yoneidieii  haben»  to  fi>]gt  dnmiB  leicht  ihre  allgem^ne 
Geltoag. 

IMew  habe  ich  In  meinem  „Lehth.  d.  Differentialr.'*  aar 
BegrQndang  jener  Formel  gewählt,  d.  h.  Ich  habe  nuter  der  Vor- 
anmtanng«  dan  fix,  y)  nebst  aoinen  partieflen  Differentialqnotienten 
1.  md  %  Qrdani^  in  Being  auf  c  nnd  y  einzeln  atetig  ist,  erat 
nnter  der  genannten  Beschränkang  bewiesen,  dass  bei  gleichseitigem 
Venchwtaden  von  u  nnd  v 

ist,  danu  das  beabsichtigte  Resultat  daraas  abgeleitet. 

Hierdurch  ist  die  Frage  umgangen,  ob  OL  (8)  ohne  Einschrftn- 
knng  gilt,  ob  also  die  rechte  Seite  Ton  GL  (1)  ein  Aeqnivalent  der 
Ihihen  filr  beliebige  nnendlich  kleina  dm^  %  darstellt  Im  Folgenden 
wird  diese  Frsge  Temeinend  entschieden  mnl  im  Oegeateii  der  Satz 
bewieaen: 

»iit  y)  n^bst  seinen  partiellen  XMÜbrentialqiiotlenten  1.  and 
S.  Qrdnaag  stetig  in  Besag  auf  «  nnd  y  einseln,  nnd  man  setzt 


so  kann,  bei  beliebigem  u  durch  Bestimmung  von  r,  lim  Jt  (für  gleich- 
zeitiges  Verschwinden  von  u  und  v)  jeder  vorgegebenen  Grösse  gleich, 
auch  K  nach  Belieben  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  gemacht 
werden." 

Beweis.  Nach  dem  taylor*8chen  Satze,  angewandt  nach  einander 
auf  V  nnd  v,  Ülast  sich  Afin  der  Form  M  —  hu-^kv+au^-jrlnw 
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I 


+«0*  danteUeD,  wo  1»+ho  ^  Jüt  und  Mittelwerte  der  FW 

tioneu  i        gj^»         ^ii^^i  entsprechend  Mittei  werten  too  x, 

und  y  auf  dem  Wege  des  Wachaene  am  u  nnd  v,  so  dan  a,  e 
M  Venchwindea  iron  ti  und  v  ia  endliche  (oder  Nnllr)Werte 
b^,  Co  Stetig  flbergeben. 

Dnrch  Bestimmung  von  v  kann  man  iV  «  u*«'  machon,  wo  te 
nach  freier  Verfügung  unabhängig  von  u  oder  Fanctiou  davou  ist. 
Eliminirt  man  v  and  dividirt  die  Aosdrflcke  von  M  and  iV,  so  er- 
lilUt  man: 

Ist  nun  to  endlich ,  wq  sein  (irenzwert  bei  Terschwindeodem  »i 
and  w  =  te^-i"**»  v''^ 


woraoi: 
Wo  — 


ik«aimir— 1)  \    *«(iimJ:-l)  "♦^j 


wo  r  eine  belieliige  mit  «  verschwiadende  GiMe,  der  andere  Teil 
der  Klammer  nor  Ton  m  nnd  y  abhftogig  itt  Dieser  Wert  eatspfidit 
jedem  endlichen  and  nnendlich  kleinen  K  mit  der  Aasaahae 
limJT«*  1.  Um  K  anendlich  gross  sn  erhalten,  hraacht  man  nsr 
—  0,  also  t»  =  m*  sa  setsen.  Dea  Fall  limf  =  1  erhalt  nun 
nach  61.  (3),  wenn  man  w  aoendlich  gross,  dagegen  nicht  nsr 
endlich  gross  nimmt. 

Um  mit  der  Berechnung,  welche  zum  Beweise  des  aufgesUjIlteB 
Satzes  gedient  hat,  die  geometrische  Darstellung  zu  verbinden,  sei  P 
ein  Punkt  der  Fläche  z  =■  /  (j,  ferner  A  die  Berührinigsebene  der 
Fläche  in  diesem  Punkte,  und  F  die  Ebene,  welche  parallol  der  xy  Ebene 
durch  F  geht.  E  und  F  schneiden  sich  in  der  Geraden  T.  D» 
T  Tangente  der  Fläche  ist,  so  kann  man  auf  letzterer  eine  Corfs 
ß  sieben,  welche  r  in  r  berührt.  Aof  S  liege  der  Nachbarpmikt 
Q  von  i',  dessen  Coordinaten  x-^-u,  y+v^  s^icDi 
wodurch  u,  v  in  gegenseitiger  Abhängigkeit  definirt  sind.  Mau  flUe 
das  Lot  QiZ  aof     welches  E  in  L  trüKt  Dann  ist  die  Stracke 

RQ  -  fix-^-u,  y+  r)-/(r,  y)  -  Af 
8«      .  dz 

Ott  00 

Beide  Strecken  sind  zufolge  der  2  genannten  Berübmngen  as* 
endlich  klein  mindestens  2.  Ordnnag.  Den  Wert  ihres  Qootientes 
eigibt  dio  obige  Bechooag. 
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XVIU. 

Die  intermediäre  Bahn  des  Planeten  (17)  Thetiä 
nach  Herrn  Gyld^B's  Theorie. 

Victor  WollnaRQ. 


Die  Yorlicgcudeii  Blättor  behandeln  die  intermediäre  Bahn  des 
Planeten  (17)  Thetis  unter  dem  Einflüsse  der  Anziehung  der  Sonne 
and  des  Jupiter  und  bezwecken  eine  erste  Annäherung  der  von 
Thetis  beschriebenen  Bahn  darzustellen,  wfthrend  eine  eingehendere 
Behandlttog  des  Problems  —  die  Bestimmung  der  absoluten  Bahn 
—  einer  späteren  Untersnohiing  vorbehalten  bleibt.  —  Zu  dieser 
Arbeit  veraalMst  wurde  ich  dorch  Herrn  Gyldön,  welcher  die  Freand- 
Uchkeil  halte,  mich  in  «eine  Theorie  des  Drei-K0rper>ProbIem8  ein- 
lofthren,  sowie  mich  bei  HersteUnng  der  folgenden  Bl&tter  durch 
■einen  Bat  an  nnterstfltsen,  wofilr  ich  ihm  anch  an  dieeer  Stelle 
meineil  hentieheten  Dank  ansansprechen  mich  veranlasst  fttUe.' 

Die  Vorzüge  der  Gylden'scben  Theorie')  vor  der  Methode  der 
Variation  liegen  auf  der  Hand»  Zwar  reicht  die  letztere  hin,  inner- 
halb elnei  beschrftnkten  Zeitranmes  die  Oerter  der  Planeten  mit  hin* 


1)  üeb«r  dieselbe  f. 

H.  Gji<i<Jn  ,  UndcrsAkningar  af  Theorien  för   himlakropparnas  röreUer. 

Bitrag  tili  K.  Svenska  Vet.-Akad.    Handlinp^er.    Bd.  V— VII. 

„         Die  intermediäre  Bahn  des  Mondes.     Acta  mathematica,    7:  2« 

„        Untersuchungen  fiber  die  Convergens  der  Reiben,  welche  tat 

Darstellung  der  Coordinaten  der  Plaaetea  angewendet  werden« 

Aeta  mathematica.   9  t  8. 

a.  Matt.  ti.  Fkff.  S.  Bidke,  T.  tS 
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reichender  Gemraigkeit  danustelleD,  aber  die  AoBdrOcke»  wdclie  lur 
Angabe  der  Coordinaten  dienen,  enthalten  die  Zeit  explidt  ond 
versagen  somit  ihren  Dienst,  wenn  i  eine  gewisse  Grense  Aber 
schreitet,  auch  ist  Idar,  dass  EntwiclceluiigeQ  dieser  Art,  welche  für 
grössere  Wert»  von  f  divergiren,  der  Natnr  der  Sache  nnter  Vor 
aussctzuDg  der  Stabilität  des  Planetensystems  —  nicht  entsprechen 
können.  Diese  Uebelstände  werden  nun  duich  lierni  ÜNllLiiä 
Theorie  vollstäudig  '.ei  iaiedeu.  l>io  Reihen,  welche  in  der  absoluten 
Bahn  die  Coordinaten  des  gestörten  Planeten  angeben,  enthalten  die 
Zeit  nur  innerhalb  des  \\  uikelarguments  und  können  somit  f(ir  iieinen 
Wert  von  t  aufhören  convcrgirt  zu  sein. 

Es  mögen  hier  noch  einige  Worte  tlber  den  Unterschied  zwischen 
absoluter  and  intermediärer  Bahn  statthaben. 

Die  bei  der  intermediären  Bahn  auftretenden  DifEerentialglm* 
ehnngen  enthalten  Glieder  von  der  Form 


wo  «  ond   tdeine  GrMen  von  der  Ordnung  der  störenden  Ifaase  sind. 
Das  Integral  erhalt  die  Form 

5  =  -X^C0S(*irt»+B> 

und  hier  sind  die  einzelnen  Glieder  durch  eine  Grösse  von  der  Ord- 
nung der  störenden  Masse  dividirt,  und  erscheinen  also  als  sehr 
gross  —  als  hyperelementär.   Zwar  heben  sich  die  grossen  Werte 


P  iiarzer,  Quelques  remarqacs  bur  un  cai  tp^dal  du  problbme  des  troii 

eorps.  — .  Astrononiiska  iakttagclaer  och  undereökniugar  au&tmldft 

pn  StocÄ-holuib  Üliöervfttorinm. 
„         Untersuchnngen   Über   einen   speciellen  Full   des   ProblciDi  der 

drei  Körper.     Momoiies  de  raeadcmic  iiiip<5riale  des  scicnccs  de 

St.-Putcrbbourg.    T.  XXXIV.    Nr,  12. 
A.  Shdanow,  Rechcrchea  snr  lo  mouvcnient  de  la  Imie  antour  »le  la  tcrrc 

d'aprbs  hi  ih^orie  de  M.  Ujldeu,     Astronomiska  iakUagdier 

etc.  1885. 

Md.  Braodel ,  Uebcr  einige  in  neuerer  Zeit  angewandte  Formen  för  <iie 
DifTerentiiUgldichaDgen  im  Froblen  der  3  KCrper.  Attr.  Nacbr. 
Bd.  116. 

'  K.  BohUn,  Ora  en  grapp  «f  diHerentialeqaationer  hTilkas  solaiion  medför 
s.  k.  smä  dWiaorer.  Ofversigt  af  Kongl.  Veteiisk«|»-Ak«daBieBi 
fOrbandliDgar.    ISS7.    Nr.  6.  Stockholm. 
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Ol  der  Samme  der  einzelnen  Glieder  foit,  dM  Bflfiütftfc  ist  ftber,  da 
N,  aelbet  eine  kleine  2aiil,  die  Differenz  grosser  Zahlen  iit,  nicht 
genao  zu  bestimmen.  Man  mnss  sich  deshalb  bei  dM*  intermedüren 
fisbn  mit  Reihen-Entwickeloag«!  behelfen,  welche  nach  Potenzen  Ton 
n  fortschreiten.  In  der  absolnten  Bahn  venneidet  Herr  Gyldftn  der- 
srtige  Olieder  mui  ToHstfad^  «ad  swar  dadvreh,  da«  er  die  pig.4) 
seftrsteade  QrOsM  e  als  variabel  aammmt  —  In  des  folgeadea 
Buttern  werde  ich  mich,  wie  schon  bemeritt,  aaf  eine  Behsadlang 
der  iatenaedÜreB  Bahn  bcechfiakea  aad  habe  es,  ia  jlabeliadit 
der  ferUUtnissmissigen  Keabeit  der  G^d^'sehea  Theorie,  aicht  fir 
iDttfltadich  gehattea,  aaf  die  aaalytiseid  Eatwiddaa«  der  Bahn» 
iWdnuigen  des  nihmn  «nzngehen. 


Bedingung,  vdche  eine  intem^^ilre  Bahn  erfollen  &oU,  ist 
dssB  ^  sich  der  wahren  Bahn  des  Plsaetm  nächst  möglich  aa- 
tehmiegt,  so  dass  die  ALweichungea,  welche  aU  Störungen  der  inter- 
asdiären  Bahn  za  betrachten  sind,  steU  sehr  kleine  Grossen  bleiben 
-  eine  Bediagaii,  wckfccr  die  EUipee  ia  Tiden  FiUea  belraaadirfi 
Sicht  genagt 


Bs  ifTlfBi  also  die  CooBfiaalea  der  lalSEmedÜiaa  BakSi 
dsa  GoordiaataB  der  waira  Bahn,    i>,  aataa  glekfc  ama,  d*  b. 


wo  y  eine  Function  j^t,  rt^'*?  ?^?.r  k'^ns  I4cibt  and  aJs  St^ra^f 
der  iatcrsiediaKa  Coordinatsa  aaftaiicKa  ist. 

Demnach  hat  maa  aach  &r  die  radü  rtctc/res 


nod,  Venn  r  die  wahre  I  tagf  den  ^eat^rtea  Ik^^rperi  in  seiner  Bahn 

m  ^  r  oosr  y  s  r  isar 


Sei  nun  die  ILti*^  4«?  s^vxirf:  =  1 .  d-^r  d*«  t-*.:/r«*3^  E,ifTym 
(Jsfiter/  —  JU^  die  den  g^tuma  &gr|i«  -  U7>  XiMi^/  —  m,  ai«d  am 
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wo  die  Gaass'sche  Constaate  beseichnet,  so  ist  die  Bewegang  des 
gestörten  Körpen  innerhalb  seiner  finhnebene  gegeben  «tareh  die 
bekumlen  Gleiehimgen 

r»  —  a» 

^  ,  M 
(  1 

wo     =  Ii'  1  .         ,        -   TT^l    ist,  und  die  mit 

dnem  Strich  Yeraefaenen  Buchstaben  ihr  den  stöffeaden  Körper  gelten. 

Führt  man  statt  dar  Zdt  eine  nene  Variable,  die  ,,redadrte 
Zeit^,  r,  ein,  dnrcfa  die  Gleichmig 

14-5 

wo  8  eine  Grösse  Ton  derselben  Ordnung  wie  ^  ist,  nnd  ersetzt  ia 
den  obigen  Beweg augs-Gleichnngen  2,  y,  r,  i  durch  y^,  r^,  t,  m 
findet  man 

(4) 

<iVo      1   1^ 4.  ^ --L-  1^? 

_  (1 +S)*  ÖÄ 
"(1+1*^)»  ftr 

Mnltiplicirt  man  ^ese  Gleiehungra  resp.  mit  %  nnd  nnd  ssh- 
trahirt  die  erste  von  der  sweiteo,  so  wird 


(1+5)^  a5^ 
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Wenn  man  sich  nun  der  BeUition 


dt  ~     ^  "  Ä 


erinnert,  80  erb&lt  mau  als  Integral  der  obigen  Gleichung 
Nun  setzt  man 

und  besUmmt  ?<o.  —  dem  Keppler'sciieu  Gesetz  ontsjirecbend 
dnreh  die  Gleichung 

dann  wird  nach  Gl.  (6) 

also  nach  GL  (6) 
oder 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt 

4i  -  (i+fl)« r  :sr + |i  +  y  a-W  -  a^^^-oj 

Die  Glieder  der  rechten  Seite  teilt  man  nnn  in  zwei  Gruppen, 
deren  eine  laaa  dazu  benutzt,  die  intermediäre  Babii  zu  bestiinmcu, 
während  die  zweite  Gruppe  zur  Bestimmung  der  öturungen  der  inter- 
mediären Bahn  dient  ^  man  setzt  also 

~  ^     (l+iS)  (A) 

'  wobei  fii  bemerkem  ist,  dais  und  Qi ,  all  Glieder  der  Stft- 
mngsfanetioD,  tod  der  Ordnung  der  Mane  dee  störenden  KOrpers 
sind,  also  in  höheren  Potensen  vemaehlissigt  werden  können  ^ 
und  erliilt  so 
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Zor  Bestimmung  der  iDtermediären  Länge  verwendet  man  non  nar 
das  erste  Glied,  (4i  and  bat  also : 

0-*  « 


wonaeh  mu  rar  Btstinraraog  der  SUNmngen  nrOskbekilt 

^  [l  +  ^]  +     + (Q, + «,) + «i  =  0 

Oder,  mit  TemtcUiBtigaiig  der  Prodaete        und  fiQ, 


(8) 


«1 


Ersetzt  man      dorch        so  wird 

[.+ä]v-[.+^l3i--[.+tj«. 

und  das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

Zur  Bestimmung  de&  iut^rmediären  radius  vector  mnltiplicirt  mM 
die  Gin.  (^)  resp.  mit      und      and  addirt  sie,  so  wird 

^ät^  "^'o  dt»'^  1+s dxr^  dv^^^  dt] 

Non  ist  aber 
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Uiüiia  wird  ans  der  vorhergehendeii  Üleicbong 

Krseizt  man  kiehii  v  durch  »o+X  ^^^^  ^  durch  vq  gemäss  dou  Funuclu 


V  dV 

80  erhält  man, 

""^1  + 


(1-Hp)»c  ar 
oder,  da 


df*      r^*  dc^*      r^*  dc^  dc^ 


(V)) 
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rodva*      o^*T«»/-^*    ^    dt»,''"  ro(l+5)  Ai»<inJ 

Diese  Gleichung  multiplicirt  mau  mit  einem  Factor,  a,  —  wel- 
chen man  mit  der  mittleren  Entfernung  des  gestörten  Körpers  iden- 
tificiren  kann  — ,  nnd  teilt  sie  dann,  gauz  analog  dem  früheren 
Yerfahreiii  wieder  in  zwei  Gruppen,  durch  die  Definitioiu-Gleichimg 

wonach  man  wieder  nur  das  erste  Glied,  1^,  mr  Beetimmiuig  dei 
intenaediftrea  radins  vector  verweadet,  das  zweite  Glied,  p^^  sar 
Beetünmaaif  eeiaer  Stdnmgen.  Läset  man  ferner  ans  der  Gl^ehang 
für  den  radins  veetor  diejenigen  Glieder  fort,  welche  von  der  zweiten 
Ordnung  In  Bezog  auf  Q,  'S  nnd  ^  sind,  so  erhält  m&n 

Nun  ersetzt  man  den  radius  vector,  r«,  durch  eine  neue  Variable, 
^  indem  mau  setzt 

80  wild 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  Gl.  (12)  mit  der  Gieichong  der 
£Uipse  identisch  wird,  weuu  ' 

Znr  Bestinunnng  der  Störungen  des  radins  veetor  hehllt  mss 
dann  aus  Gl.  (10)  die  Glekhnng  snrflck 

'Od 
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Enetzt  man  ^  durch 

10  wird  nach  einigea  Trandormationeii 


dS 

-{-S  dvQ  dv^ 


rs  -  J», -(aS+S«)(P,+ (14) 

Die  B«deatai>g  von  i  eriMlit  nutu  «u  folgender  Betnditiing. 
iilt  mr 

^^^^  *  i  ^0 

oder,  wenn  man 
setiL 

äfft 


1+e 


£■  iat  alao  fiC  die  Oröiae,  wekhe  ni  der,  In  der  Intemedllren 
Balm  anfkretenden  Function  ^  nigeflAgt  werden  mnaa«  um  die  ana- 
loge Foncüon  ^  fftr  die  wahre  Bahn  ta  erhalten. 

Die  Gleichungen  (7),  (12)  und  (IB)  g.-beu  die  Gleicbung  der 
intermediären  Bahn  in  Polar-Coordinaten,  währead  die  Gloicbungeu 
(9)  and  (14)  die  als  Störungen  aufzufassende  —  Ahweichong  der 
iatermedi&ren  nnd  wahren  Bahn  aniateUen.^) 


n. 

Entwiekelt  nun  die  8t0niugs<iinelioa  naeli  Herrn  GyWns  Me- 
fhede  nach  Vielfochen  des  Winkels  H  swischen  den  radü  Tectocei  dea 
BtOrmden  nnd  geatOrten  Körpers,  ao  findet  man: 


1)  QfldiHj  UndertlUmiafw  H,  ^  18.  u.  f. 
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V  ST      ^0+^«  "  ^  -S'l?^/t«.r^)P'^^'*^C08«Ä^  (P) 

Hier  bedeuten  ii^),,,.«),  ^'{»..».a'),  Q  ».»,«-)  numerische  Coustauteu. 
welche  ans  dem  Verhältniss  der  mittleren  Geschwindigkeiten  des 
störenden  und  des  gestörten  Körpers  abgeleitet  werden  and  später- 
hin angegeben  werden. 

^0  ist  die  durch  Gl.  (12)  gegebene  Function,  Q^)'  dieselbe  Func- 
tion für  den  störenden  Körper,  von  welcher  wir  hier  jedoch  nur  daa 
erste  Glied  mitzunehmen  brauchen  und  setzen  können 

wo  die  Eicentricität  der  Jupiters-Bahn  bedeutet,  q'vq  die  Be- 
wegung ihrer  Apsidenlinie  und  F'  die  L&nge  seines  Perihels. 

Für  den  Winkel  //  hat  man  unter  Yemachlässigung  der  Qaa- 
drate  der  Neigung 

wo  f  die  den  %  analoge  Function  für  Jupiter  ist  Bei  der  oael- 

folgenden  Bestimmung  von  qq  können  in  erster  Annäherung  %  und  |' 

fortgelaäseu  werden,  während   bei  der  späteren  Bestimmung  Ton 

^  die  Function  %  wieder  in  obigen  Ausdruck  eingefthrt  wird.  Wir 

haben  also  zunächst 

ff  "  l^""f0  • 

In  diesem  Ausdrucke  moss  nun  v^*  durch     ersetst  werden. 

Beseidinet  man  die  mittlere  Bewegung  des  gestfirten  Köipen 
nüt  11,  di^^nige  des  störenden  mit  n'  und  seist 

iK  imt  man  femer  die  mittleren  Längen  beider  HimmdskOiper  si 

einer  bestimmten  Epoche  A  und  A\  so  wird 

wo  G  eine  kleine  Grösse  ist,  welche  von  den  Bahn-Exentriciuitü 
abhängt  Dieselbe  wird  folgender  Weise  bestimmt. 
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Nach  Gl.  (6^)  ist 

dt  "ro» 

oder,  da  mau  uuter  Vernachlässiguug  der  Stüruugsgiieder  ^  und  jS 
die  wahre  Zeit  t  statt  der  redacirtea  seUen  kann: 

dvQ  Vc 

«nd  da 

Ä  — fija/i    und   V  — ^^^^i  ist: 

«ft  "  ol      1*1^  (l+^o)*  ™ 

Moltipücirt  man  beide  Seiten  mit     so  wird,  da  V^^  — r/l-)-'!»  ist. 


Ganz  analog  wird  für  den  störenden  Körper 
■ad  dnrdi  DiTfalon 


BettiBunt  nuui  nim  die  willkürliche  Conatante  |i  so,  dasa  ^  ~  1  wird, 

und  entwickelt  nach  Potenzen  von  Qq  und       so  erb&lt  man 

«nd  endlieh  dnrdi  Integration 

Dieae,  tob  der  Excentridt&t  abhängige  IKffenni  iai  also  die  oben 

ndt  G  beseichnete  Function,  and  man  hat  demnach 


nd 
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Indem  man  den  Tajlor'seheii  Lebnats  lawendet,  fiadet  mio 

comH  =  coa  [n»^  (1— j*)— n(-4'— 

+  (16) 

nnd  ferner 

—  —  »8ill[»i;o(l— fi)— »(-4'— jivl)] 

-2ii»  (*i  f  f^d^-\f^  f  «^-*^,y8iii[iH^(l-|i)-ii(^-|i43 

+   .  .U7) 

Darcb  die  Gin.  (C),  (D),  (£),  (16)  (17)  sind  die  Componentea  der 
Störongsfanction  bestimmt 

IHe  01n.  (C),  (D)i  (E)  entiudtea  mn  mr  lueodlicb  viele  Glie* 
der,  aber  nur  dne  beechrtnkte  AmaU  denelben  —  welehe  Hn 
6^611  elemeatfira  oder  chankteriitiaehe  Glieder  nomit  —  werdea 
durch  die  Intqprale  so  groas ,  dasa  sie  bei  AnftteUaag  der  inter* 
medUren  Babn  beradnicbtigt  werden  rnftwen,  und  nur  diese  (Mieder 
werden  aar  Büdniig  von  Pqi  ^^sp.  verwandt 

Beobaditot  man  also,  ans  der  drelluhen  Summe  nnr  die  Glieder 
Bütsanebmen,  welcbe  dnreb  die  Integration  gross  werden,  so  folgen 
ans  den  Gin.  (7)  nnd  (13),  indem  man  sngleicb  das  (Joadrat  von 

ji~  vernacblftasigt,  die  Gleichougea: 

,^...-5'-E^W)«p<'*|-'-^  (16) 

^+  (l  +  ^<?a  -  ~2^-2i:'2:XP(«.,.,.,eoVco8«£r  (19) 


m. 

Es  ist  Dun  zunächst  zu  untersoeh^,  wekke  Glieder  In  GL  (19) 
durch  die  Integration  gross  weiden. 
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IKe  Gleichung  ist  voa  der  l*'orm 

wo  ß  eine  kleine  Grüsse  iat. 

Dm  uralte  Intogral  dieier  Oleiclimig  htt  4ie  Form 

^  —  MC0i{WQ'—C)  +  ... 

Um  A/  zu  bestimmen  differentiirt  man  dies  zweimal  and  erhAlt,  wenn 
man  noch  a  «-  1  —  c  setzt: 

woraus,  in  Verbindung  mit  den  obigen  beiden  fielationen,  folgt 

Mithin  wird  3/,  und  damit  p,,,  gross  werdcü,  wenn  a  klein  ist,  d.  h.  wenn 
die  Argumente  der  rechter  Hand  stehendeu  Sinus,  resp.  Ck>sina8  die 
Form  haben 

wo  o  eine  kleine  Grösse  bedeutet 

DI«  OUeder  !a  der  dfeifiuilMO  Summe  te  Gl.  (19)  haben  ma, 
wenn  man  lonftobst  mir  die  ersten  Poteaien  von  e^  nnd  qq'  in  Be- 
tracht lieht,  die  Form 

resp. 

a%'cos  [«üo(l  —  f»)  +  Cj 
Femer  hat  ^*  die  Form 

Jfc'co8[(l  -  g'H'+D}  =  ^  La  -  5') + ^] 
nnd  eheuBo  hat  f^,  wenigstens  in  seinem  Hanpigliede,  die  Form 

Mithin  erhalten  die  za  nntersaehenden  Glieder  die  Form 

ak  cos  [wod        +  CJ  COS  [(1  -  S)v^  +  £j  (I) 

oder 

«VCOS  [mii,  (1  -  ;*)  +  ^^J  cos  [  (1  -  ff')j»ro  +  ^}  OD 
Erinnert  man  sich  nnn  der  Kelation 
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so  sieht  mao,  dass  die  Glieder  die  Form  annebDien 

Ja6coB[€i^[(l-ff)±ii(l-rt]  +  C;i±fi]  ffi 

WJc  cos  K      ~  g ')   ±  « (1  -    ]  +  Q  ±  />J  (U) 

Nun  sind  q  und  —  die  Apsideabewegnngon  —  sehr  kleine 
Grössen;  ferner  ist  in  nnserem  Falle  —  bei  (17)  Thetis)  —  |i 
nabesn  gleich  ^,  nämlich  i»  —  0.3277046.  Mithin  sieht  man,  diss 
der  Factor  yon     von  der  Form  {1^9)  wird 

im  Falle  (I)  wenn  »  »  0  oder  »  ->  3  ist 
„    „    (fl)  „     » —  1      ^    w  —  2  „ 

Auf  diese  Weise  ergebea  sich  aas  der  Sammenformel  der  Gl. 
(19)  folgende  Glieder 

— Aio^o+^3oo8in[Aro-3^]12^»  Q^dv^—P^ 
-2PioiC08h(l-|i)-Ä]j<^'-2P»iCOß[i»o2(i-*i>-2Ä]^o' 

— 2/\oo2ftsiü[i'o(l— fi)— ii]  J*  QodvQ 

wo     —     — und  A  =  3(1— f*)  ist 

Änf  gleiche  Weise  erhUt  man  ans  der  Snmmenformel  der  GL 
(18)  die  grossen  Glieder,  nnd,  indem  man  dieselben  einmal  integtirl, 

orh&it  man  als  die  Glieder,  welche  fOr  2  . '   in  der  rechten  SeiU 

«Po 

der  Gl.  (19)  eingesetzt  werden  müssen,  die  folgenden 

+8(^j  ^8in[»^2(l— ^i)— 2-ß]^'iit;o-~4^ioo  :o8[ro(l— f»)--^}^^'» 
X  f  f  co»[i^2(l-|»)-2^>g 

und  lar  das  linkerseits  stehende  Glied 

-12Qmw  y  sinC^»— aqdb^ 
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Setzt  man  dies  in  Gl.  (19)  ein,  und  scbafft  die  Glieder,  welche 
enthalten,  anf  die  linke  Seite,  so  erhalt  man 

= -iW-2i Wcos[ro(l  -rt~-ßJfo  -  2i',„iCOsUo^(l-M)— ii^]eo' 
— 2P^8in[ro2(l— ^i)— 2i^j4^  ^  Q^'dv^ 

-4Q«oo/*  cos[ro2(l-f4)-2i^]rfvo  y*  ÖfiPo'^^'o  tfW 


IV. 

Die  Glieder,  welche  ^  nnter  dorn  Integralzeichen  enthalten, 
mflssen  nnn  derart  transformirt  werden ,  dass  ^  nnr  ansaerhalb  des 
Integralzeichens  vorkommt. 

Bezeichnet  man  die  rechte  Seite  der  Gl.  (19)  mit  W^^  so  ist 

l+PoiodV*"l+^oio'*' 

plus  einer  Anzahl  von  Gliedern,  welche  mit  der  Masse  multiplicirt 
sind;  diese  kann  man  jedoch  in  folt?endrr  Betrachtung  fortlassen, 
da  die  zu  trausformirendcn  Glieder  obdifalls  mit  der  Masse  multi- 
plicirt sind,  also  der  durch  ohige  Fortlassuug  entstehende  Fehler 
Ton  der  Ordnung  des  Quadrats  von  der  Masse  ist.  Mithin  wird 

Femer 
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Eodüch 
MtthSn 

Setet  man  diese  Werte  in  GL  (Id^)  eiu,  so  erhält  mftn 

WO  Ifoss  i»  — Pj,^— 1  ist 

In  diesem  Ausdruck  inuss  mau  nuu  den  crstcü  Differential- 
quoticntcn  verschwinden  machen  ^  zu  diesem  Zwecke  führt  man  eine 
neue  Variable,      ein  durch  die  Gleichung 

(iE 

wo  9(t'o)  80  zu  bestimmen  ist,  dass  der  Coe^cient  von  ^  za  noU 
wird.  Esiit 
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Schreibt  man  imn  Gl«  (20)  la  der  Form 

■nd  leUt  man  hierin  obige  Werte  ein,  so  erhalt  man 


ÜDBerer  Forderung  gemäw  soll  sein 

oder 

d.h.  '^^^^  ^ 

Man  hat  also  zu  flotsen 

Fflhrt  man  dies  in  Gl.  (20)  ciu,  so  erhält  man 

^+  Wo- /^^8(H-3Ä)}£=  -Ti  +  rt  (21) 

^      *  '  ^^co8(K-3Z^) 

wo  die  zur  Abk&rzuQg  eiugctübrtea  Bachstaben  folgende  Bedentuog 
babeu 

A»        —  ^010 

g-..2P  4.-'Lo  ^^'■-r  -?5eiü 
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V. 

Behufs  Integration  obiger  Gleichaog  setze  man 

Ai)ltt-3iB-*  2^«— 180» 

wo  K  ein  vollständiges  elliptisches  Integral  erster  Gattmig  ist,  denen 
Modai  vorlAofig  noch  anbeBtimmt  bleibt,  so  wird 


wo 


 ^  +lKt 

gesetzt  worden  ist 

Betrachtet  man  nan  die  Bdation 

und  bestimmt  g  aas  der  Gieiclmug 
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80  erb&lt  man 


Nun  ist  q  von  der  Ofdaang  der  Hasse ,  mithin  der  Factor  von  £ 
Mf  der  recliteD  Seite  von  der  sweitea  Ordaang  und  daker  n  Ter- 
naekliMigto.  lUtUn  erhilt  man,  wenn  man  aoeh  tetst 

(l-R)  -  »»r,«  s  1  -  f  ia't«  (81,) 

wo  »  — Ut: 

^  -  [2ib«8ii««— 1-  *«+**«n*»»]^  =     y    iW+  ...  I  (22) 

Dies  ist  die  von  üerrn  Uermite ')  angewandte  Form  der  Lain6*flcheii 
DifferenlialgleiGiiaog,  deren  Integral  das  folgende  ist 

Hier  bedeuten  Q  nnd  Integrationsconttanten,  B{x)  die  bekannte 
Jneobi'scihe  Thetalbnetion  und 

Kan  aetie  nun 

»(»«)  .n^.. 
wo  y  eine  reelle  positive  Zahl  bedeatet 


1)  Hemila,  8nr  quelques  appliemtlmit  dM  fonctioBi  elliptiques.  Oon|rtet 
vmduw  1877.  Mocflra, 

94* 
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Da 

war,  wird  also 

Ferner  enetze  man  C,  und  durch  zwei  andere  Constanten, 
and  r,  gemftgg  den  Gleichungen 

^1     2  *  ' 


HitUn  «ird  nach  Gl.  (23) 


+  2 


Nun  ist  die  Expouentialgrösse  in  der  oberen  Reihe  dieser  Gleichung 

C08[(v-i)(  ^+3^)]-HBin[(v-i)(  (l-*»)to--r-H-0)] 

dici^enige  in  der  anteren  Reihe 

COB[(v-i)((l-  ^)x,^-r-Hi^)J-mn[(v-i)((l-^>o-/^+}fi)] 
Mitbin  wird 

(24)    6(«>£  — 

1  /  l^(H-^»)-^«^»«Mcoft[(v-i)({i-,iK-r+fÄa 

^  Vq 

|i5f(«+iii))-/f(x-^ia)))8in[(v-4)((l-;A)t-o-r+}ß)] 

V« 
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£riiwert  maa  Aich  non  der  Entwicklang 

und  der  Rektionen  zwischen  den  trigonometrisehen  Functionen  nnd 


der  Exponentialfnnction,  eo  findet  man 


Mithin 


jy(«+ia))+Ä(x-i»)  =  r  I«  -e 

«    r  .  3t  .'»II 


Gleicherweise  wird 


sinH(l^jiK-lB] 
jSetst  man  schfiessUch  diese  Werte  in  Gl.  (24)  ein,  so  wird 

«(«)!?- »C08Ö(l-|l)roHÄ]c08[(v-i)(l-f*)ro--r+^Ä] 

n 


-  «co8[(i— f*H-H(i— 

ff 

+«r  '"cos[8(i-fiK-w-[(i-|i)(i+i)in,-r|] 
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Setzt  man  nun 
ein,  setzt  ferner 

und  resabttitairt  ^  flr  JE;  so  erbUt  man 
^coB[8(l-,iK-3Ä] 

f0»SM  X 


TT 


COt[(WK-rj[l-ge 


I 

n 

—  —  CD 

'^eo8l3(l-|i)f^o~3Ä-(l-ffH---n[9-«    ^  ] 

oder,  da 

^  co8[8(l  •  (»H  ^' 

^s=»|co8[(i-9K-r][i-g6"'  -^"h- ~r 

-C08tAi;o-3Ä+l(l-«>0--ni  [ä-^J 

-C08]2A«i,  -6ä-[(1~«)«o  -rj ]  [se  ^  **J|  (36) 

Wio  man  aus  dem  ersteu  Giiede,  co8f(l  —  5)t'o  ^ -^J»  ersieht,  ist  die 
Grösse  ioq  die  mittlere  Bewegung  der  Apsidenlinie. 


VI. 

Der  Ausdruck  ia  Gl.  C^h)  ist  nun  n(3ch  unvollstÄndig ,  weil  bei 
Herleitung  desselben  die  rechte  Seite  der  Gl.  (22)  vemachlAssigi 
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wnrdc.  Dieso  rechte  Seite,  anter  Vernacblässigiuig  der  in  E  multi- 
plicirtea  Glieder,  war 


{kx)  ^ 

uud  die  Corrcctiou,  welcbo  iu  Folge  dieses  Gliedes  an  dea  ia  Gl 
(23)  gegebenen  Wert  yon  E  anzabriogen  ist,  wird 

k       K'M{im)iii{i»)»iiM)     8(0)  ^ 


Wdt>^  (26) 


Für  W  erbalt  man,  indem  man  pag.  (18)  die  Werte  fttr  q^'  und 
/9o€bf^  einführt,  naeb  einigen  Bedactionen 

W  -  (£jX+2A,co8ll(-A*ff>o— -g'B] 

+fUi^BHi+^lf^'M-r-£'B~SB]\  (37) 

wo 

ÄO  =  —  ^000 

Ä  =  1  — 3fi 

Erseut  maii  iu  Gl.  (27)  wieder  vq  durch  2  and  schreibt 
80  wird 
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Diesen  Werl  hat  man  in  Gl.  (26)  einzusetzen  ^  indem  man  zn^leicb 
d»o  darüh  ^  d^t  setBt  Feroor  erh&lt  man  leicht 


Lias  Glied      werden  wir  später  berücksichtigen. 
Durch  EinBetzang  ohiger  Werte  erhält  man 

0'(/o>) 


X 

"'"Ii 


+  *1   — -  T  +  —  


9V 


T^Fi; — •  'J 
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4t$  FUmatm  (17)  Tk$ti»  nach  Herrn  ö^m**  XWw.  377 

J)a^  Glied  in  h.,  ist  dem  in      analog,  aar  b&t  m&a      und  für 
und  ^1  zu  seUeo,  und  es  bedcutot 

Der  Aasdrack 

ist  ganz  analog  gebaut,  Bor  entspriclit  jedem  Glied  von  der  Form 

hs  in  obigem  Ausdruck  ein  Glied  von  der  Form  he 

Man  kaan  demnaeh  für  Ihra  Snnrne  setzen  eo9(gx-\-C) 

Ncunt  man  tcrner  den  gemeinschaftlichen  Factor  in  Gl.  (26)  ^ 
und  ersetzt  scbliessiich  wieder  x  durcb      so  erlUUt  man 


(28) 

+Q,+f}^'--"n\ 

+'■"*'  (si; + liO  I  «-«'-«'K-r-,  .J 

cos[a-i+Hff*K-(3-fi')^+^') 

n 

+v~ ^ (str,+  ji;z^Jco8i(i+i+^+,is').o-(6-ff')Ä+n 

nimmt  man  nun  dos  oben  forlgelaitene  Glied  mit  g  mit,  so  yot- 
tndern  sieb  nur  die  Coeffidenten  obiger  Cosinns  und  man  bat  sa 
dem  Factor 


Digitized 


978 
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von  za  addiren 


n  \ 


iät  uuu  noch  der  genieiuBchaftliche  Factor 
-     2     ir  ^(0)^(»a»  

III  beatimmen.  Mit  HtUfe  der  Relatloneii 

-  ta-,Kt''La.)...i.g,a-:^a'-'co»(a  St*') 


2Vq  8(0)  siu 


findet  man  *) 


1}  Sboloaow,  Bech«rrlin  «t&  p«g,  19. 
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4u  AmIm  (17)  rUti»  Mck  Hvm  QgUUk'»  JJuoru,  379 

2  n  l 


WO 

911  n 

gwettt  iit,  oder,  fadem  naa  die  Prodsete  eoMdEelt 

ff  « 

1 


€        — 0 


,  f  2  (29) 

SeUloMlicb  kum  man  in  GL  (SB)  ^(«)  ftr  letsen,  d»  In  der 
(Hdctmng 

dai  iweite  Olied  vemteUftMigt  werden  kenn. 

£ine  weitere  Corrcction  ist  noch  dem  Integral  61.  (23)  zuza- 
f&gen,  am  die  anf  der  rechten  Seite  der  Gl.  (32)  stehenden  Glieder, 
welche  mit  £  mnltiplicirt  sind, 

hl  -«)»  [i^ cos*  i.+  -J  B 

n  IwrtcUebliftn.  Erwigt  mu,  dm 

•ta»[iln,  -  SB]  =  1  ^1— CM4  ^xj 
tot,  M  kuB  UM  hierfür  ichreibeo 
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Dm  enta  Qlied,  welelies  nicht  mit  einem  Cosinot  mnltlplicvt  ist, 
berllckiiehtigt  man  nan  sehr  eioftush  dtdoreh,  daw  man  es  auf  die 

linke  Seite  der  Gl.  (21)  und  zu  scblikgt,  eo  dass  mau  albO  uur 
statt 


Das  mit  dem  Cosinus  iimltiplicirtc  Glied  giobt  als  Correctioa 
vou  E  ciü  säculärcs  Glied;  dasselbe  kann  man  jedoch,  wie  Herr 
Gyldoii  gezeigt  bat,  dadurch  verschwindea  lassen,  dass  mau  <ü  um 
eine  kleine  Grösse,  z/o,  variirt.  Da  jedoch  iu  unserem  Falle 
so  kleiu  wird,  dass  wir  es  vuruacblässigeu  köuncu,  soll  auf  seine 
Bestimmuug  hier  Dicht  oäher  eingegaogeu  werden') 


Wir  kommoTi  luiu  mr  namerischen  Berecbnoog  der  Apsiden- 
Bewegung  g  and  der  Function  Qq, 

Zonftdiat  findet  man  durch  EntwicUnug  der  StOmogtAmetioii 
(pag.  9.  Ol  D  nnd  £)  die  in  61.  (90)  anflreteaden  CoaaUiiten 
nnd  <W 


•'ooo 

—  5.8340370  •) 

5.028G201 

—  6  7858956« 

6.3963098. 

5.6616538 

6.2574556» 

5.5465697 

Otoo 

5.6303454 

QlM 

59084426 

6.2094796 

6.1404S60 

6.45S7582 

wo 

5.9799200 

^300 

5.2306291 

6.5243287 

Quo 

5.95Ü6WJ-J,, 

6.7423376 

Quo 

5.7o2ä447„ 

63901385^ 

Qiu 

6.4O44O70b 

Demnach  erhält  mau  für  dass  Verbältuiss  der  mittlereu  Beweguugeu 


an  setsen  hat 


ßo  —  ~  ^ ilO 


vu. 


=  9.5166893 


n 


3(1  — |ft)  =  0.3045806 


I)  Veigl.  Gjldeo,  Die  intermeüi&rc  Bahn  de«  Mondes,   pag.  158. 
8hoIiinuw,  Rccherchcs  etc.    png.  30. 
S)  8iiBl)icho  Ziibleo  «ind  Logurithiaeti. 
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Fianelen  (,17)  Thttiä  nach  H^rm  U^ldt'Hs  Thfone,  3^1 

ijo  =    -  igiQ  —  1  =  0.4Ö6Ö992 
Fener  nadi  deo  Definitioiis-Ol^chniigen  pa^p  869) 

h  -  63968098  J—  7.8290798 

Ans  dftr  QleichDiig 

(flg.  371.)  findet  nuui 

q  —  6.1178586 
Hd  ans  dM  bekuntea  Bdsiiora 

i  ((i+VMH:«*)...)* 

n        '  1 
ib  —  8.6607613 

^-0.0008279 
Setzt  man  nno  in  Ol.  (21i) 

und  beachtet  die  Belation 
so  erhalt  man: 

il^BnSAo  -  8.2428898 

Nun  aetie  man 

9  «  -  Asnlv  —  9.1214196  (n.  imag.) 

n  n 

Bezeichnet  man  ferner  e       —6  mit  x ,  ao  besteht  die  £at- 

wicfclnng 


^^^A  ^^g^^+g^-i-  \  ,3., 


oder 
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woraas  mau  dio  Beihe  erhält 

2^2(1+2)  ^\      4(1+2)*  U/"" 
and  als  NAherangiwert  von  m  findet 

»  0.7597264  (n.  imag ) 

Setzt  man 

in  Q],  (30)  ein,  also  ^      i  i 

<r  =        . 2y 2 (1  +  g)  j^-j— +p  j 

80  findet  man 

$k  ^  6wll79l56 

uud  difi  zweite  Näherung  von  x 

Wf  =s  0.7697617  (n.  mag.) 

nnd  damit 

n 

e        -  0.74^129  (imag  } 


B        - 1.4920858 
Wir  hatten  nan  (pag.  372.  nnd  374.)  geseUt 

nnd 

Benutzt  man  nun  die  £ntwicklnngen 


X 


so  findet  man 


des  I^UmtUm  (17)  matk  Um  G^M*  Tktorü.  3g3 


Nach  dieser  Formel  ist  jedoch  q  nicht  genau  zu  bestimmen, 
weil  es  sehr  viel  kleiner  ist,  als  beiden  Werte  ffi  und  ^,  durch 
dereu  Differenz  es  gebildet  wird}  mau  benatxt  deshalb  die  Reibe 


j  .      2  «  / 


n  2K  '  = 


3 


1-« 


^  1—7*  J 


woraus,  nuter  Beracksicbtiguug^  daas  1     3(1— ^4)  ist,  sofort  folgt 

Addirt  man  diese  Gleichung  zu  obigem  Ausdruck  für  faUeu 
die  grossen  Glieder  fort»  und  es  wird 

Nach  dieser  Form  ergab  sich 

«  —  6.1Ö01240 

Die  Function      ^'^H^^'^^  ^^^^  ^l^«  (^^) 

Die  Grösse  »  (Gl.  (25) )  ist  eine  Inte8ntions*(yOiistante,  welche, 
streng  genommen,  ans  Beobachtungen  bestimmt  werden  mQsste.  Da 
dieselbe  jedoeh  sehr  nahe  mit  der  Ezcentricität  der  elliptischen 
Bahn  zusammenftllt ,  können  wir  sie  in  erster  Annähemitg  mit  dem 
Mittelwert  der  veränderlichen  Excentricitit  Identificiren  und  letaen 

n  —  9.10b2931 

Dieselbe  Grösse  ist  fOr  Jupiter 
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%*  ^  8.6835140 

und  dessöa  Apsidcu-Beweguug 

ff'  -  6.68914 

Damit  fiodet  man  (v«rg^.  pag*  375)  nud  377) ) 

Jla-5.884()4H 
-  4.53972« 

A,  -  5.67277« 

forner 

«,  —  9.9963180 

a,  —  O.Ü. '32973 

nnd 

|ii  -  9.5951300 
f4  -  0.8^^16» 

womit  sich  ergiebt 

^^»:=r[9.1082915]co8[(l-ffK--^l+[8. -'670415]co8[(l-fiff% -ff'Ä-n 

+[7.6144949(os[Aro— ((l— ff)''o— -f'l] 

+[7.2993ülbjcüslAi'o-3^— 1(1— /*ff'>o~«'^— -^"'11 
-[5.2244026]c08[Aro-3Ä+[(l-ff)t>i,— rj] 

-(4.3868i09]co8[i«b  -3Äf[(l  •  |if ')tfj^-^'i^-rj ) 

— (3.732381co8[2ilt;y-6i^— [(1  -5)^0-  ^  1 "  [5.82787751  (31) 

Es  möge  noch  erwähnt  werden,  dass  mau  das  letzte  constaote 

Glied  fortschaüeu  kann,  indem  mau  iu  Gl.  (12)  Zähler  und  Neuner 
durch  1- [5.8278775]  dividirt. 


VlU. 

Znr  Bettimmnng  der  Variation  %  Bind  nnn  ans  Gl.  (18)  die- 
jenigen OUeder  anasasnchen,  welche  groBs  werden  Durch  eine  gioi 
gleiche  Betrachtung,  wie  Bio  in  III.  ange&telU  wurde,  ersieht  bbsb, 
das«  dies  Bolche  Glieder  sind,  welche  die  Form  haben 

2icos(dc^4-C) 

wo  d  eine  kleine  QrOsse  ist. 

Solche  Argumente  treten,  wie  man  sieh  leicht  abei zeugt,  nur 
iu  solchen  Gliedern  auf,  welche  von  der  2teu,  4t^o  Orduuug  iü 
Bezug  auf      und  Vo'  ^^^^  erhält,  weuu  mau 
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dbv  PbMfm  (17)  Tktik  imA  Sm»  GyUim's  Tkmrk,  3g5 


«W'^14*»QioiPo7"Po'<^«'o-Mf*QiioPo/(>/<^i'o— 4fA<i,«ieoVM''o 

+8m2r{-4,iQ„iPoPo'-KVQ«>o(/Po''^^'o)(/Mo)l 
eo82  K(16fi<biw/9o'€lt^l6|iaaoi0üY«ocli^32f»a^ 

+€083rj-36f»Q„ePo/Mt.o+54f»Q8oo/^o*'i»^)l 

Setzt  man  fQr  qq  ond  Qq  ihre  durch  die  Glo.  (15)  und  (31)  ge> 
gebenen  Wert«  ein,  und  zieht  die  trigonometrischen  FuucUüueu  auf 
die  irüher  beäciiriebeuo  Weise  zusammen,  so  criiaU  mau 

=s  -  4ijBm[(d+2,iff'K+«-3Ä+2r'J 

— a^ial(d-|-2tfK+3x— 3J»+2r]  (32) 
imd  es  ist 


•H>^*<4i»-27fiVQs<>o+27|4VaMs-9f»«i^asio+9»4^^^ 

.27         ^  27 


1)  Bkr  sind  ditjsafgm  Gli«d«r  fortgalasMi,  ivtlehe  mir  f  oder  als 
iMlor  von  «athaltto,  da  diesslWo  dnreh  die  doppelte  Intcgretio« 
hypeieleneollr  werden  wftrden;  etn  Unitaiid,  der  TenniedeD  wird,  wenn  bma 
tee  Glieder  so  8  sdillgt,  and  alio  eis  StOraogea  der  InitnDedtUeB  Bahn 
bcheadeU. 

ANb.  «.  Math.  «.  »!■.  t.  Idhe.  T.  fL  S5 


Digitized  by  Google 


386  Wellmann:  Die  intermediäre  Bahn 

27 

WO  x^,  ...  »4  der  Beihe  Dach  die  Goefficieaten  der  vier  ereten 
Cosinss  in  Gl.  (31)  bedeaten,  und 


•      A  -(1— fif') 

Behufs  Integration  der  Gl.  (32)  entwickeln  wir  die  Cosinus  nach 
Potenzen  von  x«  wodurch,  unter  Veruachlftssignng  des  Quadrats,  wird : 

gl+<»oX=<»i  (33) 

0o=<4Coe[(H-2*iff%-3B+2n+2fl,co8[(H<4iitf>«-^B^ 

Intcgrirt  man  snoAchst  unter  Vemachlftssignog  des  in  %  mnlti- 
plidrten  Gliedes,  so  erh&It  man 

Setzt  man  diesen  Wert  in  (PoX  ^iu,  zieht  wieder  die  Winkel  sa- 
Bftmmen,  und  integrirt  von  neuem,  so  wird 
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wo 

«,  =  {3+  2ug')vo  — 3ü  +  2  r 

.  .fif?/"  L  ._J_\ 

,  «1  «t   I  «1   

"  2(d  4-5 +  (d+2|*«')« 

Die  Eiasetnng  der  nameriachea  Werte  ergiebt 

«1—4 .0390434«  »  &.45633&6 

«,  -  4.5119868»  (a+^+li^')*  -  6.4698780 

4%  —  5 . 0503829  (d+ 2ff)>  »  6 . 4694798 

osd 

I-  [8.6909081)8inf(a+29H— 8Ä+2r] 

-[7.&828l78]8iu[(d-|-2fiff'>o-3/^+2r'] 
+[6 . 7668375]aMi[3KH^2ffK-8A+2Il] 

wo  die  abrigen  Glieder  ihrer  Kleinheit  wegen  fortgelMsen  sind. 

Im  Maximum  wird  %  =  3^5\ 

Nachdem  %  gefiinden,  könnte  man  eine  sweite  Kfthemng  f&r  ^ 
abMten,  indem  man  den  Wert  von  x  in  die  Differentialgleicbang  filr 
einlldirt. 

Doch  aoU  hieranf  an  dieser  Steile  nicht  näher  eingegangen 
werden. 


Digitized  by  Google 


IX. 

Dnrch  die  bisherigen  Betrachtungen  ist  die  Bewegung  des  Pla- 
neten in  seiner  momentanen  Bahnehcne  bestimmt;  es  eiHbrigt  nodi 
die  Bewegung  der  Bahnebene  selber  zu  nntersachen. 

Aus  der  Bewegnngsgletchaiig 

erhftlt  man  doich  Einftthning  der  Breite  ft,  «  =  rainft  »  ri 

wo 


Ers^  mu,  gemias  daa  OL  (3)  uid  (61)  1  doreh  vo*  m  wird 
md  da 

ist,  erhält  man,  indem  man  v  durch  seinen  Wert  vo'f'X  ersetzt : 
Erinnert  man  idch  nnn  dar  Relationen 

SO  sieht  man,  dass 


Digitized  by  Google 


du  FkmiM  (17)  Jhtti§  nadk  Barm  Ggldät's  JUoru.  QgQ 

Ist.  Wfthlt  mau  ouu  die  BahnebcDO  Jupiters  als  FuacUtmeatal'Ebeae 
so  wird  m'  —  0,  and  man  erhält 

uQd  mit  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
Aas  der  Entwickelang  der  Störungsfanction  ist  bekannt 

r>  BSl 

7  ffSiM  "  ^^^^^  «to* 

Durch  eine,  der  in  III.  angesttllten  aualoge ,  Uoberleguug  ersiebt 
man  leicht,  dass  in  der  mit  5  multipiicirten  Klammer  (ül.  (35)  dic- 
jeuigen  Giieder  gross  werden,  welche  das  Argument  mit  0  oder 
2  maUipUcirt  enthalten.  Man  erhält  somit 

Ans  ~-  erbalt  man  das  Glied 


df  12 


Mithin  bat 


oder,  indem  wir 


letsen: 

^  +  {1  +  ^<^> + cob[Ai^- 8B]la  -  0  (86) 

Die  Integration  dieeer  Glflidmug  wird  anf  dieselbe  Wdse  ana- 
gefBbrt,  wie  die  der  Gl  (21). 

Setst  man 
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2£ 


80  erh&lt  mau  wieder  die  Lame'sdie  Differenüalgleicbaog 


dz* 


—  l2km*m-'l^l^9ü*imU^w  (87) 


wo  w  als  von  der  sweiten  Ordnung  der  Masee  fortgeUuMon  werden 
kann.  Dai  Int«gral  der  Ol.  (37)  Ist 

Man  llklire  die  neaen  Constanten  2  nnd  v  ^  dnreh  die  GId- 
dinngen 

1 

_      J  1 

80  wird  nach  Aosfiftlinuig  der  in  Y.  angegebenen  Tranaformatiooea 


+ Je      Bin  [(1  -  ^){y + 1)  »o  " 
ODd  da 

g^j— l+2aco8[A»o— ...  ist, 
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2ä  ^  Sic' 


_y<  «)  >  (87) 

+ito[(lf*-81»+[(l+t)fl,~^.  S 

n 

+ sin  [2  (iro-  3Ä)  -  [(X  +  t)   -  2:j]  «  g 

wo 

T  —  V(l  — I»)  — |i 

geielBt  ist  and  die  Bewesavs  der  Enoteiiliiiie  angiebt 
Analog  dem  Aiudnick  für  g  erhftlt  num 


T 

WO 

Die  Bnmerisdie  BeebnnDg  ergiebt 

=5  6 .2607944  —  6.3135699 

9  —  6.1083487  tf- 9.1066880 

^»0.0000217  01  —  1.2546941 

6.2608069  fi  ss5. 1023487 

i^fli&^f«  -  8.2173760         fl^  -  1.2547034 
%  n 

e      =1.2560419  «  -8.7439581 

T  5.9588269 

[1. 2560419]aüi[(lH-T)«b— £l+[8.7421670]ain[(Ai^  -  ZB) 

'        1 + [6 . 3583906]  sin  {{Xv^ — 3ii)  +  [(1  -f  t)  v^—Z]\ 

+|;3.Ö463068jBin[2(Ai;o  -32?)— {1+T)r^— X]] 
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XIX. 

Eigenschaften  gewisser  Pnnkttripel 
auf  der  Cissoide.^) 

Von 

K.  Zahradnik. 


L 

BeriUiruBgstripeL 
Die  Gldehmig  der  Gisaoide  in  Paruneterdentdliiiig  lenleC: 

U) 

n 

Die  Oleichang  der  Yerbindmigsliiiie  iweier  Ponkte      u,  iit: 

)fV eiche  fflr  u,  »  U|  »  u  ia  die  GleicbuDg  der  Taugeute  im  Paukte 

abeineht  Die  Berttlinuig^iiiikte')  «i,  ^  %  der  ans  dem  Feakto 
an  die  CSaioide  gelegten  Tangenten  bilden  das  dem  Pankto 


1)  fliebe  ia  dimm  Ardiir  meiiM  diMlMiagli«)Mii  Arboitaa:  B«tioiialt  «bm 
Cuto  Teil  56«  pg,  114 1  Bdtrag  «ir  Theorie  der  Cieseide  T.  57,  pf.  SÜt 
Weiierer  BelMg  iiir  Tbeorie  der  Ciaioide  T.  5t  pg.  445« 

1)  Pbukt  II  d.  in,  deNM  PwHMler  gleidi  «  iil. 
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P  eDtsprechende  Bcrührongsdreicck  In  diesem  Aufsätze  wollen 
wir  nun  die  YcrwandUchaft  ontersacbea,  iu  welcher  der  Punkt  P 
ZQ  den  ausgezeichneten  Punkten  des  Bertthnuigsdreicckcs  steht  Don 
Punkt  F  werden  wir  kurz  als  den  Pol  des  Berflbroogsdreieckes  be- 
zeichnen. 

P«l  und  Seliwerpiiiikt« 

3.  Fflr  den  Schwerpnidit  17)  d€0  Bertthraogfldreieckes  fanden 
nir  mit  Bflcluklit  raf  die  Belattonen 

Fs-0  (3) 
Fl  - 

welche  sich  aus  (2)  orgeben: 


5  =  a 


a 

5» 


Diese  Gleicbangeü  gebeu  uns  dio  vcrlaDgte  Kclation  zwischen  dem 
Pole  F  and  dem  Schwerinml&te  S  des  BerOhrongsdreieckes. 

Wir  erkennen  ans  diesen  Gleichungen,  dass  swischen  Pnni  8 
eine  quadratische  rationale  Verwandtschaft  nnd  zwar  eine  Kreit- 
Yerwandtschaft  besteht  Wir  können  nämlich  die  erste  der  Ol.  (i) 
schrelhen: 

Addiren  wir  zu  dieser  dio  z\vi'ite  Gleichung  (4),  nachdem  wir  Bio  mit 
» —  V-^  moltipUcirt  haben,  so  erhalten  wir: 


l>  8ishet  Wtiisnr  Ballrai  wr  Ihsoiii  äm  CBswM«.  Biafp^*  AfohlT  d. 
Malbamtlk  md  Fbjrik  TsU  61,  p.  448. 
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aus  welcher  Gleichung  wir  nach  K&rzang  mit  dem  Zähler  erhalten: 


(5) 


Setzen  wir  nun 

M  —  m — iff 

80  kOnneu  wir  die  Gleichung  (&)  schreiben'): 

fc+jt-oi-O  .(6) 

Aus  dieser  Gleichung  erhellt,  daes  ]edem  Paukte  »  nur  ein  Punkt  i 
und  umgekehrt  entspricht  Die  Gleichung  (6)  ist  nftmtich  in  Beng 
auf  t  nud  .9  linear,  nnd  wir  erhalten 

Wir  können  aber  auch  direct  ans  61  (6)  die  Coordinatcn  von  P 

lüittelät  der  Cüordinateu  von     aubiiiiickeu.   Es  ist  nämlich 

,  g      ,    «■        1  fi*  l  —  a—  tri 

somit 

,  a         «•      g  — fl 
•+2  2  (5-«)»+^ 

Somit  haben  wir  bewiesen,  dass  die  angeführte  qnadraüscbe  Ver- 
wandtschaft eine  rationale  ist,  und  aus  der  Form  der  Gleicbong  (6) 
erhellt,  dass  sie  eine  Kreisverwandtschaft  ist,  d.  L  die  sugebOriiBtt 
Punkte  P  und  S  entsprechen  sich  durch  Inversion. 


I)  Es  besteht  somit  ^=/(2).  Die  Cnrvcn,  welche  P  beschrribt,  stehen 
mit  den  Canen,  welche  der  xngcordncto  Punkt  I  besch reibt,  in  isogon»dci 
Vcnvandtßchiift,  d.  i.  schneiden  sich  unter  demselben  Winkel.  Siehe  Sieber: 
Leber  die  graphische  Darstellung  iniftginlrer  Fanctiooen,  Grelle  Bd.  ^St 
pg.  S26,  243. 
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Die  Hauptpankte  des  Systemei  P  sind  ^—  |,  0^  imd  die  zwei 

imagiiiiärcu  Kreispunkto,  die  Hauptpunkte  im  Systeme  S  sind  (a,  0) 
uod  die  beiden  imagioftren  KreiJpiuÜLte.  Bezeichaeu  wir  den  Foukt 

^—  ^,  0^  mit  Op  und  den  Pttokt  (a,  0)  mit  Ot  (Fig.  1).  Denken  wir 

uns,  dass  wir  das  System  P  parallel  verschieben,  so  dass  der  Haupt- 
punkt Op  zusammenfällt  mit  dem  Coordinatenanfang;  ß;leirbzeitig  ver- 
schieben wir  auch  das  Punktsystem  S  parallel,  so  tlass  O,  in  den 
Coordinatenanfang  fällt.  In  dieser  neuen  Lage  bezeichnen  wir  die 
zugehörigen  runkte  P,,  S*.  Drehen  wir  nun  das  Punktsystem  S'  um 
den  CoordinaLouanfang  um  180*  und  bazeichnen  die  Punkte  5*  in 
dieser  neuen  Tielge  mit  S, ,  dann  liegen  die  entsprechenden  Punkte 
Pi,  iS|  auf  eioem  Strahle  ans  O,  so  dass 

Wir  gelangen  so  zur  nachstehenden  Constmction  der  entsprechenden 
Pnnkta  Wir  coiistrairen  cnertt  dem  Modul  der  Inverrion  welcher 

gleich  d«r  Sehne  'OfB'  eines  Kreisqnadranten  vom  Halbmeaier  | 

ist,  beschreiben  aus  O  den  Inveraionskrois  /  mit  dem  Halbmesser 
-Yö-  Den  Punirt  P  verbinden  wir  mit  Op ,  sieben  m  OpP  aus  dem 

Coordinatenanfang  eine  Parallele  obcuso  aus  dem  Punkte  /*  zur 
Axe  X.  Der  Durchschnitt  dieser  Faraiioien  ist  Pj.  Auf  OPi  con- 
struiren  wir  jS,  mittelst 


verlängern  o  über  den  Coordinatenanfang  um  seine  L&nge,  womit  wir 
den  Pnukt  iS'  bekommen,  und  die  Panülel|>rojection  mit  der  Axe  X 

Mf  die  dnreh     n  "€^2^  gesogene  FnnOele  gibt  mm  den  Punkt  & 

Anmerkung.  Die  Substitution  2'=»  a-f-^  in  die  Gleichung  (6*) 
bewirkt  eine  Parallelvenehiebnng  auf  den  nenen  Anluigspiinkt 
0|»^0,  — ebenso  iür  ^  ^  ^  —  «  nehmen  wir  O,  als  den  Anfangs- 
ponkt  des  Punktsystems  ^.  Ans  (6)  erhalten  wir; 

*'.r  f  (8) 

Nvi  ist 
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somit; 
woraus 

in  UobereiustimmaDg  mit  (8)  folgt,  da 

Aofili  dimt  können  wir  die  Belation 

dartan}  es  ist  nämlich 

somit  wegen  (4)  nnd  (7)  auch 

wonuu  sofort  folgt:  ^ 

Für  die  Praxis  können  wir  die  Constniclion  bedeutend  verein- 
fachen. Wir  können  Op  als  Inversionscentrom  nehmen;  wir  erhalten 
so  P  =  P] ,  and  die  Oonstmction  von  <S,  nnd  somit  von  8  ist  wie 
frfiher.  Somit  haben  wir  die  Verwandtschaft ')  zwischen  P  lad  S 
vollständig  ericlirt  nnd  können  somit  die  allgemeinen  ReoiHrtB, 
welche  ftir  die  quadratische  Transformation  gelten^  hier  verwendM* 
Beschreibt  z.  B.  P  eine  Canre  n-ter  Ordnong  nnd  in-ler  dasie,  so 
beschreibt  der  entsprechende  Punkt  3  eine  Cnrre  S^ter  Ontain« 
nnd  (Shi-^M)-ter  Classe,  welche  die  Hanplpniikte  des  ^rstemss  ß  n 


1)  Ucbcr  diese  TraDsiormation  siehe  Salmon-Fiedler:  Höhere  eb«oe 
Cnryen  pg.  363,  Kegelschnitte  2.  Aufl.  pg.  536,  Bellavitis:  Tcoha  iclU 
fipure  iaverse  e  loru  usu  nclla  gcoractria  elementare.  An.  dellc  scienie  del 
re^J;no  Lnmbardo- Vcncto  1636  T,  Vi.,  wie  auch  die  Arbeit  Lioarills*!  >■ 
desaeu  Journale  Bd.  XII. 
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A-fachen  Puakten  liat  Qehfc  die  Com  Von  P  ibmai  durch  den 
Haaplpcnkt  O,  und  Inuil  dnreh  die  imiginlrai  Kreispnnkte  biDdinrch, 
10  lerftUt  liakamitUoli  die  Gnrre  von  8,  welelie  von  der  Ordnoog  2» 
iii,  in  die  Ir-iaeb  za  liUende  nneadlicb  ferne  Gerade  «nd  in  die 
t-hsh  n  ziUenden  Yerbindmigalinien  von  O»  mit  den  imaglniien 
KimpnattteOf  dann  in  die  eigentlielw  Inversioneeom,  welolie  somit 
2ii<-lr— 3Mer  Ordnang  nnd  Sn— 2fc^4l>ter  Clasie  ist,  wenn 
m  die  Claue  der  Polenrve  ist  Der  Paakt  0^  iet  eia  Sf-fadier 
Panki»aad  die  imagiairen  Kreiapaalcte  siad  (n— I;— 0-fiuslie  Piakte 
der  Sdiwerpanktsciirve. 

Beschreibt  z.  B.  der  Pol  P  eine  Parabel,  deren  Panuaieter  p 
gleich  iet  dem  Halbmeiaer  dea  Gnindkreiflea  filr  die  Giflieide,  nimUch 

^  and  deren  Brenopunkt  im  Haaptpunkte  Of  liegt,  somit  eine  Para- 
bel, deren  Gleiehang 

so  beschreibt  der  Schwcrpnnkt  S  eine  Kardioide  mit  dem  Rückkehr- 
paokto  in  O«  and  a  als  Durchmesser  dos  festen  Kreises.  Die  Glei- 
ehang dieser  Kardioide  lautet: 

[(f-a)«  + 1?«]»  -  2a  (§  -  a)  [(5-  a)»+ 1,«]  »  aV 

Beadueibi  der  Pol  die  Pankte  (Scheitel  in  O,) 

10  beechreibt  der  Scbwerpnnkt  wieder  eine  Giaeoide,  welche  mit  der 
gegebenen  eoogruent  ist,  aar  nm  die  Lftage  a  parallel  venchobea 
in  der  positiven  BIcbtnng  der  XAxe. 


Pol  und  Mittelptmkt  des  Umkreises, 
3.  Die  Gleichung  des  Kreises  durch  drei  Pankte  lautet 

Liegen  nnn  die  Pankte  («^,  y^}  auf  der  Cissoide,  so  ist 

  g 
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80  erhalten  wir  mittelst  ähnlicher  Redacttonen,  wie  wir  de  sdio« 
anderorte  ia  cUflMoi  Ardiiv  entwickelten 

Fülircn  wir  ntm  mit  den  Gleiehmigen  (3)  die  Bedingung  ein,  dass 
das  Dreiecli  u^ttfU^  ein  Berflhmngsdreieck  des  Poles  P  ist,  so  er- 
halten wir  die  Gleicliung  seines  Umlcreises 


Die  Goordinalen  ^i,  i}i  aeines  MitteliNinktes  C  sind : 


(10) 


(11) 


Ans  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  der  Pol  P  in  quadratischer  Ver- 
wandtschaft mit  dem  Mittelpunkte  des  Umkreises  seines  BerQhmngs- 
dreieckes  steht.  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  diese  Verwandtschaft 
eine  rationale  ist,  d.  i.  dass  jedem  Punkte  P  der  Ebene  der  Cissoide 
mittelst  dieser  Transformation  nur  ein  Punkt  C  entsiiricht  nnd  um- 
gekehrt. Ans  den  Gleichungen  (11)  folgt  n&mUcfa 


«  mm  


(12) 

^  —  Vi  

^     12f|i»+ 2a5i  +  3a« 

womit  die  Behauptung  als  erwiesen  erscheint. 

Im  Punktsysteme  P  vereinigen  sich  swei  Hinptpunkte  in  nn- 
endlicher  Feme,  und  der  dritte  Hanptpnnl^  liegt  im  Coordinntm- 
«ntag.    Dm  Punktsystem  c  hat  swei  imnginftre  Hattptpnnkte 

(o,  — ^)»  dritte  Haoptponkt  ist  in  an- 

endUdier  Entfernung.  Wir  woUen  Jetxt  seigen,  wie  wir  die  Coordi- 
nnten  dieser  HnnptimnkCe  finden  können.  Unsere  Tmnslommjtion  ist 
eine  qnadntieche,  d.  i.  der  Genkden  in  einein  Systeme  enfspricht  ein 
Kegetoehnitt  im  uderon  Pnnktqnteme.  Nun  ist  die  Gerade  durch 
swei  Punkte  bestimmt,  durch  weldie  sie  hindurdi  geikt  Du  nun  den 
Kegelschnitt  Ittnf  Punkte  hestimmenf  da  ferner  jeder  Gendeu  in 
einem  Punktqvtem  ein  ganz  beetimmter  Kegetichnitt  im  anderen 
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Punkts}  j^tcm  ents})ri(hf  ,  so  folgt,  da^s  jeder  Kegelschnitt  des  eini'ü 
Systems,  welcher  eiiiei  Geraden  des  zweiten  Systt  ins  eotspricht,  darch 
drei  feste  Punkt«»  hindun  hg*  ht,  ^vel^^1e  als  Hauptpunkte  oder 
Fundamentalpunkte  ')  bezeichuet  werden.  Dem  Durchschuitte  /weier 
Grraden  entspricht  ein  einziger  Punkt,  nämlich  der  vierte  liureli- 
schuitupuukt  der  den  Geradeu  outsprecbtiodeu  Kegolschoitta.  Hiermit 
ist  in  kurzem  der  Weg  angezeigt,  wie  wir  zu  deu  Hauptpunkten 
gelangen. 

Betncfateii  wir  den  Pnokt  P(«,  y)  al8  Dnrcliachmtt  zweier  mit 
den  Azen  parallelen  Geraden,  so  sind  die  diesen  Geraden  entoprechen- 
den  Kegelschnitte 

(12i,,»+2o.^  4-  3a»)  *  -  2a«  5, 

Fahren  wir  aas  der  ersten  Gleichung  den  Wert  flUr  Ct  in  die  zweite 
Gleichung,  so  erhalten  wir: 

welche  Gleichung  uub  tln  Ordinalen  der  vier  Schnittpunkte  der 
Kegelschnitte  (13)  gibt.  Dieselbe  ist  aber  bloss  vom  dritten  Grado 
in  Bezug  auf  i/j,  somit  inuss  die  Ordinate  eines  Schnittpunktes  unab- 
hängig von  der  Lag©  des  Punktes  P(rtf)  unendlich  gro^s  sein.  Der  erste 
Factor  gibt  uns  die  Ordioateu  weiterer  zweier  Schnittpunkte,  nämlich 

ni  —    2  *   ^«  2 

und  ans  dem  zweiten  Factor  folgt  die  Ordinate  des  dem  Punkte  JP 
entsprechenden  Punktes 

ay 

Die  zugehörigen  Absdssen  folgen  ans  (13)*  Wir  finden  so 

|j  —  oQ  f  tu:        «»  00 

{i  =  0  „     fli  =  ±2 

^»""~2ar(*  — a)      *•  ^»"8» 

Die  drei  Schnittpunkte,  deren  Coordinaten  ganz  unabhängig  sind  von 
der  Lage  des  Punktes  (x,      sind  die  Hauptpaukte  des  Punktsystems  C. 


I)  Salroon- Fiedler  Höhere  ebene  Cunrtfii  p,  S69,  II« 
long  von  Aufgabeo,  1833:  i  pg.  Z8». 
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Auf  dieselbe  Weise  kOnnen  wir  tob  den  Gleiehaiigeii  (11) 
gelten.  Die  Eiimiiiation  Yon  y  fg^AA 


3«[(l2V+2««i+3a*)»-2a«y  =0  (U) 

Da  sich  nun  zwei  Kegelschnitte  in  vier  Punkten  schneiden,  und  die 
Gleichung  (1-^)  nur  vom  zweiten  Grade  iu  x  ist,  so  folgt,  dass  zwei 
Wurzeln  unendlich  gross  sind,  und  eine  den  Wert  2  -»  ü  hat 

Die  vierte  Wurzel  ist 

2a«  Ii  

Die  ^ogebOrigeu  Ordinateu  aiud  somit; 

y  M  00  für    C  M  40 

y  —  0  „    JE  =  0 

Wir  erkennen  wieder,  dass  drei  von  den  Schnittpunkten  von  der 

Lage  des  Punktes  (|,  t?,)  uuabhängig  sind,  und  der  vierte  Schnitt- 
puukt  gibt  den  dem  Fuuktu  (l,,  ij^)  eutsprechondon  Puukt  {xy). 

Somit  Inbeo  idr  wieder  diese  Yerweadtsdieft  Tollstftiidig  be* 
stinmit,  Qnd  kOanteii  nin  der  eUgeneiiien  Besaitete  ans  bedieiMe, 
welche  die  Theorie^)  der  quadratischen  rationalen  Yerwandtaehslt 
darbietet 


lieber  die  Terwandtschaft  vierten  Grades  swisehen  dem  Schwerpunkte 
und  Mittelpunkte  des  Umkreises  des  Berihrangsdreieekes. 

4*  Dnrch  den  Pol  JP  wird  eindentig  die  Lage  des  Schwerponkt« 
8  sowie  des  HIttelpanktes  C  des  ümlorelsee  des  xogeordnelen  Be- 
rahmngsdrsiedces;  da  nui  dnrdi  den  Ptmlct  B  oder  C  ancb  dsr 

Punkt  P  eindeutig  gegeben  ist,  so  folgt,  dass  anch  8  mit  6  in  einer 

eiudeatigon  Verwandtschaft  stehen  inuss.  Den  Grad  der  Verwandt- 
schaft bestimmen  wir  folgeudermasseu:   Der  Geraden  vuu  /S  entspricht 


I )  In  Besag  auf  die  Theorie  der  quadnititdieo  nitfonftlen  Verwand tschtft 
•iebo  Salnioa*Fiodler:  Höhere  ebene  Conrcn  pg.  959.  Wejr  Ed.:  Ada* 
Ijtische  UntersnchaDg  der  quadratischen  Verwand tochaft  SchlOmilch  ZeiUcbrift. 
1869  pg.  445.  Reje  Th.:  Geometrische  VerwAndt«chart  twcitcn  Gradei.  ibid. 
Teil  Xt,  pg.  4,  sowie  dessen  Geometrie  der  Lage.  9.  Anfl.  HannoTer- 
Magnus:  Aufj»ahen  aus  d.  nnnl.  Oenm**fn>  d.  Ebene,  pg.  229.  Schi»- 
parelli:  Sulla  Tranaformazionc  geomctrica  dcllc  ti^'ure  ed  in  parlicolurc  sull* 
TranaCormasiooe  iperboUca.   Mem.  d.  Accad.  di  Torino  Ser.  IL   Timm  UU. 
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ein  Kegelschnitt  von  P  und  dtoMm  KegelMbDiU  eatspricbt  eina 
rationale  Corve  vierter  Ordoong  von  somit  «mtsprieht  der  Geraden 
im  Paoktsysteme  S  eine  rationale  Cnrve  viArtor  Ordnong  im  Punkt' 
Systeme  C.  Die  Coordinaten  des  Punktes  C  tntlssea  sich  somit  ans* 
drucken  lassen  als  rationale  gebrochene  Fanctionen  vierten  Grades 
in  den  Coordinaten  von  S  mit  gleichem  Nenner.  Dies  fthmn  wir 
ans,  indem  wir  die  Werte  für  a-,  y  aus  (7)  und  (12)  gleichserzen  und 
nach  den  Coordinaten  des  Punktes  Ctfi,  f^)  anflüsen.  Wir  eriialten  so: 

e  a*  -i-'v'  -  a§)(3  [g*  +  n*]-  Öa|  H-  2«*) 

(16) 

a  2ai] 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt  die  biqnadraUsche  rationale  Verwandt- 
sebaft  swischen  C  und  8,  wie  wir  froher  durch  einüscbes  Besume  ge- 
aeigt  haben.  Diese  Yerwaadtschaft  ist  somit  eine  Cremona'sche') 
Verwandtschaft  und  wir  können  jede  solche  biqnadratische  Trans- 
formation durch  zwei  quadratische  ersetsea.  Wir  konnten  Ja  statt 
vom  Punktsysteme  C  dircct  auf  das  Punktsystem  8,  zuerst  vom 
Punktsystem  C  auf  das  Punktsystem  P  mittelst  einer  quadratischen 
Transformation  und  vom  Punktsysteme  P  auf  das  Punktsystem 
8  wieder  mittelst  einer  quadratischen  Transformation  flbergehen. 
Es  liegt  somit  ein  interessantes  einfoches  Beispiel  vor  zu  den  Gre- 
mona'schen  Transformationen. 


5.  Da  wir  nun  diu  Coordinaten  des  Schwerpunktes  und  des 
Mittelpunktes  des  Umkreises  für  das  BcrUhrungsdrcieck  kennen, 
können  wir  die  Coordinaten  des  Höhcndurcbschnitts  H(aß),  sowie 
aoch  des  Mittelpunktes  C  dos  Feaerbacb*scheu  Kreises  sogleich 
aufschreiben.  Es  ist  nämlich 


I)  UeHer  die  CrcmonR'sche  Transformation  lind  die  Arbeiten  ton 
A.  Clebsch,  M.  Nöther,  Ro«anes,  Clifford  besonder»  aufzufahren. 
Siehe  Dr.  Em.  Wcvr:  Cicmonovy  geometricku  transformace  uUHrü  rovionych 
VrtKfr  1872,  Salmon-Fiedler  1.  c  pg.  888,  Clebfch-Lindem  aon  Vor* 
letiuugeik  pg.  478,  489. 

Mk.  AI  lUXk,  u.  thfu  8.  a«ik«,  T  .TL  ^ 


Ealer'sehe  Gerade. 
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In  diese  Gleichnngen  lind  nur  die  Werte  für  5,  t/,  ^\  rj'  einzuführen, 
and  wir  bekommen  sogleich  die  (  oordiuateu  von  H  und  6  aU 
Functionen  der  Coordinaten  des  Poles  P 

Fassen  wir  etwas  allgemeiner  die  Aiifjr;ibc  auf.  Es  sei  k  das 
TeilverhiütnUs  des  Ponktes  M  in  Bezug  auf  die  Punkte  C  und  iS, 
nämiich 

CM 

Die  Coordinaten  des  Pnaktee  M  und  ia  ^mm  Falle 


a 


fii  —  kn 

Führen  wir  nun  die  Werte  iur  |,  %  In  %  ein  und  schreiben: 
80  erbalten  wir 

"  ii^  dx(«-«)i^   

(16) 

Beschreibt  nun  der  Pol  P  irgend  eine  Curve  fir.y\  —  n.  so  erhalieu 
wir  die  Gleichung  der  vom  Punkte  >V  beschriebenen  Curve,  wenu 
wir  aus  den  Gioichuugeu  (IG)  und  der  Gleichung /(x,^)  =  0  die 
Coordinaten     jr  des  Poles  F  elimiuircu. 

Besdireibt  &an  P  eioo  rationale  Corvo  »-ter  Ordamig,  so  be- 

scbreibt  jeder  Paukt  der  Geraden  ÄC,  welche  den  Naaiea  der 
Enlei^schen  Geraden  üBbrt,  eine  rationale  Carre  in-ter  Ordnang,  aw- 

genommen  A  =  0,  A  »  oo ,  d.  L  die  Punkte  •  und  S  beschreiben  eine 

rationale  Curve  2n-ter  Ordnung. 

Jeder  Lage  von  P  entspricht  eine  ganz  bestimmte  £uler*sche 

Gerade  A\  als  Verbindungslinie  SC.  Sind  nun  r^,  yj  Ooordiiiatea 
des  Terftnderlicheo  Punktes  der  Geraden      so  ist 


E  s 


die  Gleichoag  dieser  Geraden.  Beschreibt  diu  P  die  Curve 


-0  (17) 
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y)  -  0  (18) 

80  bekommen  wir  die  Gleicbniig  der  Envaloppo  ?oii  wenn  wir 
aas  den  Oleichnngen  (17),  (18)  and  ans 


dE 

dE 

dx 

dy 

dF 

dF 

dy 

die  Grössen     y  elimiuireu,  in  der  Form 

A*i,  Fl)— 0 

Ist  nnn  F{x^  y)  —  0  eiue  ratiouale  Corve  «-ter  UrJuuug,  dann 
ist  aach  die  Enveloppe  von  eine  rationale  Curve  und  zwar  der 
4n-teü  Clasae.  ihre  Gleichung  ist  die  glcicli  null  gestellte  Discri- 
minantc  von  (17),  nachdem  wir  y  in  dieser  Gleichang  durch  ihre 
Auiidrücke  im  Parameter  ersetzt  haben. 

Anfgabe.  Kann  der  Pol  P  eine  Cnrve  bescbrelben  fftr  welche 

SC    d'^  constant 

wftre?  Wir  brauchen  nur  die  Werte  für    t^^  ||,  %  in  die  Gleicbnng 

tt-«i)'+(ij-«?i)*-rf* 

eiaietien,  womit  sieb  sogleich  die  GMchnng  der  Polenrre  eigibt 
IMeMlhe  isl  von  der  achten  Ordnung  und  die  entsprechenden  Carrea 
des  Schwerpunktes  8  and  des  Mittelpunktes  C  sind  von  der  sechs- 
sehnten  Ordnung. 


Kuveiopp«  deti  ttiikreitte«  des  BerOhruiigiidreieekes. 

7.  Im  Art  8  fisndea  wir  die  Oleichung  des  Umkreises  K  eines 
dem  Pole  P(«,y)  entsprechenden  Berahrungsdreieckes. 

JT  =  3«  (X -  a)(5*+  n*) + a (9»»+  V> ^-f  i^^y  («-  «)  — 4a»y«  =  0  (19) 

fieschreiht  nnn  der  Po!  P  eine  Cnrve,  deren  Gleichung 

so  Ändert  sieh  dieser  Kreis  der  Lage  und  Grösse  nach.  Auf  diese  Art 
erhalten  wir  ein  der  Polcnrve  entepreehendes  Kreissjstom,  und  die 
Gleicbung  der  Enveloppe  dieser  Kreise  erhalten  wir,  wenn  wir  aus 
der  GMchnug  des  Kreises  JT  —  0,  der  Polgleichung  ^(«»y),  und  der 
Gleichung 
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dK  dK 

dm  djf 

dF  dF 

da  dif 


—  0 


(20) 


die  Parameter     y  eUminiren. 

Am  ein&ehsten  ist  der  Fall ,  wo  die  Polenrve  eine  rationale 
Car?e  ist;  statt  F{x^y)  —  0,  können  wir  hier  schreiben 

m 


m 


wo  9),     f  ganze  FoDCtioiieii  urteil  Grades  des  Parameters  t  siad. 

Die  Gleichung  des  Kreises  K  ist  hier  von  der  Form 

i:s(i>fti|,*)=o 

welche  Gleichung  von  2«-tera  Grade  ia  t  uud  quadratisch  iu  ^  and  i| 
ist.  Die  gleich  null  gesetzte  Discrimiuantc  dieser  Gleichung  in  Bezug 
auf  den  Parameter  /  gibt  die  Gle  it  Imug  der  Enveloppe  des  Kreis- 
systems, welcher  der  gegebeneu  rationalen  Polcurve  n-ter  Ordnung 
entspricht. 

Die  besagte  Discrimiuaute  ist  4(2« — l)ten  Grades  in  ?  und  i?, 
d.  i.  Enveloppe  ist  in  dieacm  Falle  eme  Curve  4(2m — l)-tcr  Orduung. 
Den  einfachsten  t  aü  erhalten  wir  hier  fftr  w  =  1,  d.  i  wenn  iler 
Pol  eine  Gerade  beschreibt,  wo  die  outsprechende  Enveloppe  eine 
Corvo  4-ter  Ordnung  ist.  Sei 

die  Gleichung  der  Geradeu,  Gl.  (:;^Ü)  lautet  in  dicäom  Falle: 


dK  dK 
dm  d^ 

— *  1 


Statt  zn  düfereotarea  und  dann  an  ettmlniren,  kOnnen  wir  nmgekehrl 
froher  ans  JT 0  und  der  Oleiehong  der  Polgeraden  die  GrtMe  f 
eliminireii  und  dann  düferentiren. 

Die  Elimination  gibt: 
oder  geordnet  uach  deu  i'otenzen  von  xi 
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^  —  3ö      -I- -i- BaÄ^rf  +  (2ckr  -  2a«5)  ij  —  8iA« 
P  =  2ac(2«C  -  ai|— 2ac) 

Die  DischmiaaDte  Ton  (21)  in  Bezug  wd  * 

jgt^^P^i^  (22) 

die  gesocbte  Gleichung  der  En? ^ppe. 

Der  Terindeiliehe  Krds  (21)  berftfaH  dto  EnYdoppe  (22)  iniwel 
endlich  gelegenen  Fnnkten  nnd  in  beiden  teaginiren  Kieispnnkten 
im  Unendlichen,  was  sehen  ans  den  Glekfanngen 

xM+  y  =  0  ^23) 

eiMlii  welche  die  BerthningsiMinkte  bestimmen. 

Die  Yerhindnngalinie  der  endUch  gelegenen  Bertdmmgspnnkte 
ist  die  Chordale  der  Kreise,  welche  die  Gleichnngen  (28)  ansdrOcken; 

iiixe  Gleichang  lautet: 

aa;[i*&+iV]+(af-a)(J^+P)  -  0 

«eiche  Gkidinng  man  ancfa  schreiben  kann: 
Nnn  ist 

die  Chordale  der  Kreise  M  =  0  nnd  ^  =  0,  somit  können  wir  die 
obige  Gleichung  schreiben 

*»ii;«i+(«-«)i'-0 

nnd  ans  dieser  Gleichang  ist  ersichtlich ,  dass  alle  Vcrhinduugsliuien 
der  Paare  der  Berührungspuukte  im  Endlichen  durch  den  Punkt 
hindurchgehen,  d.  i.  sie  bilden  einen  Strahleubüschel,  dessen 
Scheitel  der  8chnitt]mnkt  von  P  mit  der  Chordale  der  Kreise  itf  —  0» 
ÜTssOlst 

Der  Mittelpunkt  des  verindeilichen  Kreises  K  beschi^ibt  einen 
Kegelschnitt,  dessen  Gl^nngen: 

wo  «  den  Fanmeler  des  verinderlichen  Punktes  dieses  KegelsobuiUes 
bedeute 
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Kehren  wir  nnii  m  OieichaDg  (22)  zorack;  mgOTduMban 
Ukntet  sie: 

9«(«"+iaV+12(«*+<?)(-4«l+«i|)(l«+,«)+48atf(a*+2«)P 

+72«Mij+(4*i««+8a^+4««&«)i?«+144fl«c«{  =  0  (»4) 

Aas  dieser  Gleichung  erkennen  wir,  dass  die  Enveloppe  eine  Cnnrc 
vierter  Ordnaog  ist,  welche  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreis- 
pankte  zu  Rückkebrpaokten  hat,  und  die  Ordinatenaxe  im  Coordinaten- 
anfange  berührt;  somit  ist  die  Enveloppe  ein  Descartes'scbes  OnL 
Oeht  die  Polgerade  durch  den  Rttekkehrpunkt  der  Cissoide,  so  ist 
c  -»  0,  und  die  Enveloppe  zerftllt  in  swei  identische  Kreise»  deren 
Gleiehnng 

Schneller  kommen  wir  znr  Gleichung  (24),  wenn  wir  die  Punkte  der 
Polgerade  pmmetriscb  ansdrackon.  Ist  die  Folgende: 

10  ist 


_  pt 
^  "  m+fit 

nnd  die  Gleichung  JITsO  geht  nach  Einsetsnng  oliiger  Werte  flr 
»  nnd  y  aber  in 

t'*  l'iap^  —  2a'Hij — 4a*p^  -J- 1  [ —  3anQ^  -j-  2a  (j»  —  am)  rj] 

+  [3  (i)  -  of»)    + 9<l»t]  -  0 

wo  der  KOrze  wegen 

Die  Discrirainante  nach  i  gleieb  nnU  gesetst,  nämlich 

o[  -3ne»+2(i>— oi»)i?]«+  24  [-2p^+aHrt+2üpX{p—am)(i^-^]  -0 

gibt  nns  wieder  die  Gleichung  der  EnToloppe.  Diese  Gleicbnag 
stimmt  natftrlich  mit  der  Gleichung  (24)  ttbereiay  wenn  wir  i»  —  — Äi 
II  1*  1,  p^e  setzen ,  d.  i.  Yon  gleicher  Fom  der  Gleichnag  d« 
Folgenden  aasgehen. 

Da  nun  Jf^O,  N'^Oj  — 0  GlMungen  dreier  Kram 
sind,  welchen  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispnnkte  somit 
gemeinschaftlich  zukommen,  folgt  ans  der  Gleichung 

1)  P=  0  bMtffht  ans  der  Geraden 

Scf— o^^teess  0 

md  ane  der  eaeadUdi  fenea  Oendeo,  mI  weloher  die  miendlich  ftnco  iw- 
ginlTM  Kreiipnnkte  liegen. 
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der  Kuveloppc,  dass  diese  Punkte  Doppelpunkte  und  zwar  Rückkchr- 
puiikte  siüd,  was  wir  schon  aus  der  Form  der  Oloicboog  (24)  er- 
kannt haben. 

Die  CisBoM«  als  Polearre  eelM. 

Nehmen  wir  nun  den  Fall  näher  in  Betracht,  wo  der  Pol  P  diu 
gegebeue  Cissoide  selbst  beschreibt.  Zwei  von  den  S(  bciLtiln  des 
BerühroDgadreiecfcea  fallen  mit  dem  Pole  P  zusammen.  £s  sei  nun 

*  — «1  -«s 

der  Parameter  dieser  zwei  mit  dem  Pol  znsammoafallendra  Scheitel» 
und  «1  der  dritte  Scheitel  des  BertthniDgsdreieckefl.  Der  Pol  P  ist 
somit  der  TaogentialpnDkt  von       fthren  wir  seine  (Koordinaten 

a 

in  die  Gleichung  (2)  eiu ,  so  kennzeichnen  wir  den  Pol  als  eioon 
Punkt  der  Cissoide,  die  er  bei  veränderiicbem  Parameter  t  erzeugt. 
In  diesem  Falle  ist: 

2^-5* 

und  die  Gleichung  (2)  geht  über  In 

Da  nun  im  Punkte  P  swei  Bertthmiigspankte  znsammonfallen,  muss 
(  eine  swei<kche  Wnnel  dieser  Qleichmic  sein.  Scheiden  wir  den 
hierbezügUchen  Factor  («— i}'  aas,  so  erhalten  wir 

Es  ist  somit  der  Parameter  des  dritten  Benilirungspunktcs  -  der 
dritten  £cke  des  Bertthrungsdreieckes  —  gleich 

c 

Im  engeren  Sinne  können  wir  auch  hier  vom  Schwerpunkte  reden. 
Wir  erhalten  hier  Iftr  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
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wo  X,  y  die  Cüordinaton  des  Poles  sind,  dessen  Paranictor  <,  ud 
^1  die  Goordiuaten  der  dritten  Ecko  mii  dem  Parameter 

I 

•*i "  — "2 

Bfit  Bflckiicbt  auf  diese  Werte  eriuUtea  wir  wegen 

3 

=  2* 
—  ""2 

iMcb  Kllniing  mit  dem  Factor  O'+l): 

1         ^  f«-|-2 


*f  l  1  -f  14^«      ^  {t*  -f  1)'«^  4-  4) 


-  6  ;r. 


somit  sind  die  Goordiuaten  des  Schwerpunktes 


l«+2 

,1-.  — 2a 


Diu  Scliwerpunktscurve  ist  somit  für  gegebene  Cissoide  als  Polcnrve 
eine  rationale  Cuno  vici  ter  Ordnung.  Dieselbe  ist  eine  geschlossene 
Curve  und  hat  im  Anfangspunkte  einen  RQckkobrpunkt  entsprechend 
dem  Parameter  <  ^oo.  Die  uuendlicii  lerueu  Punkte  haben  als 
Parameter   

<,  =  2V^,   

Es  bestimmen  aber  je  zwei  der  Parameter,  nämlich  <,  und  t^,  dann 
<t  und  <3  dens^ben  Punkt  und  zwar  den  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispnnkt,  d.  h.  die  Curve  hat  die  unendlich  fernen  imaginären 
Sreispiiiikte  zu  ihren  Doppelpunkten.  Dieselbe  ist  von  der  fünften 
Glaaie.  Wir  erhalten  üe  ffleiehung  der  Cur?e  in  der  Form  17) = 0, 
wenn  wir  den  Panunoter  1  ami  der  Gl.  (26)  eliminiren,  nftmUoh 
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Was  die  CoustTQcüoD  der  Curvo  (i?  ig.  2)  betrifft)  so  ist 

OM 

|  =  COt(POJf)— p2if 

Terlingem  wir  PM  Aber  M  bis  mm  Pmikte  Q»  m>  dass  IfQ  -*  2i*Af 
ist}  dun  gUl 

OM      _  1  ^^^^  _  _  * 

Die  VerbmdoDgsliuie  OQ,  deren  Gleichaag 

t 

Mhnddet  die  daeoide  im  Piuikta  n,,  desM  Panuneter  ni  «  —  ^ *• 

ist  Tangente  der  Cissoide  in  t«|,  and  der  Schwerpunkt  bestimmt 
die  BebUion 

^«  1 

Auf  diese  Weise  können  wir  zn  Jedem  Punkte  P  der  Cissoide  den 
artspreefaenden  Punkt  8^  nnd  somit  anch  die  OrtscnrT«  tob3  eonatniiren. 

FAr  den  Flftcheninhalt  der  Gnr?e  (iS)  erhalten  wir 


+  X)  50 


Naa  ist 


oo 


 Ä_      2    P  dt__ 


rf<  2n  — 3 


Mmit 


Bemerken  wir  nun,  das«  die  Fläche,  welche  die  Cissoide  mit  ihrer 

realen  Asymptote  begrenat,  gleich  8«  (j^  ist ,  so  erkennen  wir,  dasa 

die  FlAcbe  der  Corre  (S)  ein  nenntel  der  FliMdie  der  Cissoide  ist 

Der  Umkreis  des  BttOhntugsdrdeekeB  gebt  bici  über  in  einen 
Ms«  der  die  Cissoide  im  Pole  P  berührt  und  durch  dessen  Tau- 
gentialpiiBkt  hlodarchgeht. 
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Fflr  die  Gleichung  dieses  Kreises  ist  mit  EUeksicbt  auf  die 
Werte  (25): 

=3i*(P+i;»)-«(4+«f«)5— 2<rt»7+4ii«s=0  (27) 


Den  weiteren  Schnittpunkt  von       mit  der  Cissoide  erhalten 
leicht,  denn  die  Snmme  der  Parameter  der  Schoittpankto  eiaos  Kreisel 
mit  der  Cissoide  ist  gleich  nall.   Somit  ist 

u  2  =  ~  ^" 

der  Parameter  dieses  vierten  Scbnittpanictes. 

Aus  der  Glcichiiiii?  =  U  folgt,  dass  durch  jeden  Punkt  in  der 
Ebene  vier  borühreudo  Kreise  gehen,  und  jeder  von  ihnen  schneidet  die 
Cissoide  im  Punkte,  der  den  BerQhmngspiinkt  des  betreffenden  Kreises 
zu  seiaem  Taugentialpankt  hat. 

Wir  fandeo  frtlher,  dass  der  die  Cissoide  im  Pankte  i  bertkrends 
Kreis  Kt  dieselbe  in  weiteren  zwei  Punkten  scbneidet,  deren  Para- 
I  3 

meter  —^t  — sind.  Ihre  Yerbiuduugslinie  hat  zor  (xleichong: 

ß«V+(4  +  7l»)«  — 4a  =  0 

ond  die  Enveioppe  dieser  Verbindungslinien  ist  eine  zor  Cissoide 
affine  Carve.  Der  Durchschnitt  der  Verbindungslinie  mit  der  Cissoide 
ist  ein  zum  Pole  P  in  Bezug  auf  die  JT-Acbse  qrmmetriacber  Punkt; 
sein  Parameter  somit  gleich  2i. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  von  JTi  —  0  sind 

et  4-i-9t« 

(2B) 

a 

Beschrdbt  der  Pol  die  gegebene  Cissoide,  so  beschreibt  der  Mittel- 
punkt des  Umkreises  des  ihm  zugeordneten  Berflbrungsdreieckei  eine 
rationale  Curve  vierter  Ordnuitg  und  fünfter  Ciasso  (mit  einem  drei- 
fachen Punkte  im  Unendliclieu,  der  durch  Vereinigung  zweier  Doppel- 
punkte und  eines  Kuckkthrpuiilxtes  entstanden  ist).  Ihre  Gleichuog 
erhalten  wir  lu  der  Form  JP(|,  ij)  durch  Elimination  von  t  aus  üea 
Glcichuugen  (28) j  sie  lautet: 

Was  die  Constmction  des  Mittelpunktes  C  betrifft,  constmiren  wir 
zuerst  im  Punkte  P  der  Cissoide  eine  Taugente,  welche  die  Cnnre 
im  Punkte  «»i  schneidet.  Die  Normale  in  F  schneidet  die  Seakrecbfte 

im  Halbirungspunkte  vou  A4  im  geinchteii  Punkte  C.  . 
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n. 

Fii88paiikt«tripel. 
Die  Gleieliaiig  d«r  Nomalen  an  die  Cisieide  im  Pnekto  « lentet 

oder: 

(1 + u»)  [u  (1  +  3u»)  y  +  2u*  x  -  a  ( 1  +  2i*»)]  -  0 

Kürzen  wir  dud  mit  dem  Factor  (1-^'^')^  welcher  besagt,  dass  die 
Oiaaotde  derch  die  nneiidUch  fernen  imaginären  Kreiapnnkte  hindurch- 
goht,  was  die  NormalenaDzahl  am  awei  redncirt,  ao  erhalten  wir  ala 
Gleiehmg  der  Normaleii 

Dieae  Glelchnng  gibt  eine  Belatian  swiaeheo  den  Goordinaten  eines 
bdiefaigeft  Pnnktea  (ay)  der  Normalen  and  dem  Parametar  ihres 
F^uaponktea  an.  Knn  ist  die  Gldchong  (1)  in  Beang  anf  den  Para- 
asler  vom  vierten  Grade,  worana  folgt,  daaa  wir  aaa  einem  beliebigen 
Pnnkte  dar  Ebene  der  Cissoide  anf  dieselbe  viar  Normalen  ftUea 
kennen. 

Die  Coordiüateu  der  Normalen  siad 


a(l+2«*) 

weldie  Glaidinngen  bei  ▼erinderliabem  u  die  Glaiefaangen  der  Erolnte 
der  Cissoide  abgeben. 

Ben  Berührungspunkt  der  Normalen  mit  der  Evolute,  d.  i.  den 
Krftnunniigsmitteipankt  des  Ponktss  u  der  Ciaaoide  erhalten  wir  aas 

dN 

den  Gleichungen  ^  »  0,  ^  —  ^»  nämlich: 

(3) 

4« 

Ks  ist  Bomit  die  Evolute  der  Cissoide  eine  rationale  Curve  vierter 
Ordnung  and  vierten  Grades;  ihre  Gleichung  in  Form  lautet: 

519«>«+88S«Sy'+^^  *-  0  (4) 
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Liegt  der  Pankt  (x^t/)  auf  der  Cissoidc,  und  ist  u'  sein  Parameier, 
so  rcpräsentirt  dieser  Puukt  u  selbst  eiuen  Fusspuokt.  Aus  oinem 
Piinktü  der  Cissoide  können  wir  somit  nur  drei  Nonnaleii  fällen;  die 
Piuameter  dieser  i  usspuukto  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Werte  fir 
^,  y  in  die  Normalengleichaog  einfiabren.   Wir  erhalten  so: 

«(1^3u>)+9to«ti'-^  (l+di»<)(l*f  w'V'  -  0  (5) 

Nach  Kürzung  mit  dem  Factor  u  ~-  h\  welcher  dem  Punkte  als 
Fusspoukte  selbst  entsprieht,  koaaea  wir  die  Gleichung  schreibeo 

2,»'«a^(3^2te'*)«*+»'«+a+»'*)  =  0  (S) 

Diese  Gleichung  gibt  un8  die  Parameter  der  aus  dem  Piinktü  t*'  ge- 
füllten Normalen  (den  Punkt  u'  oicht  mitgerechnet,  da  \\\v  mit  dies- 
bczQglichem  Factor  gekürzt  haben);  zwischen  den  Parametern  be- 
stehen folgende  Belationen: 


3+2«'« 

A  -  -^«1  2Sr~ 


(7) 


Die  Gleiehmig  (6)  bat  nur  eine  reale  Warsei. 

Dass  die  Gleichung  (6)   immer  zwei  coniplexe  Wurzeln  hat, 

können  wir  so  beweisen,  indem  wir  zeigen,  dass  das  Dreieck  der 

Fusspuukte  imaginär  ist.  Sind  imn  ,  ti^,  »ij  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (6),  so  erhalteu  wir  fär  das  Dreieck  J  —  tt^u,iig: 


2J  - 


a  a 


R  1 


Nun  ist; 


"aU-i-V) 
a  a 

tt,(i-fV) 


und  nach  einiger  Eedaction 

1  «,   «,>  2 

1  tt, 
1 


8 


•omit  mit  Badnicbt  mf  fi»  Gtoidungen  (7)t 


I 


Pf 

3p, 
PiPi 


1% 


Digitized  by  Google 
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I  1,  u,  Ii  I        —  2g  ^/s 

Da  nun  das  Quadrat  der  Detonninante  för  jeden  Wert  vü[i  ///  uegativ 
ist,  ist  der  Wert  der  Determinante  selbst  imaginär,  somit  aui^ii  /i. 
Nun  hat  die  Gleichung  (6)  immer  eine  reale  Wurzel,  die  übrigen 
müsaen  komplex  sein. 


8ehwerp«Bkt  te  PvsspaaktedMlMk«. 

Der  Schwerpunkt  des  F  usBjjunktsdroiockes  ist  reell ,  troUdem 
das  Dreieck  <^elbst  imaginär  ist,  deuu,  sind  «i^  i%  die  Parameter 
der  imagiulüreii  Fiuspaakte  uad  iwar 

SO  wt: 
sonil 

3  3^ 
reell,  dasselbe  gilt  auch  für  ij.   Fübreu  wir  somit  in  die  Gleichungen 

für  und  diu  Werte,  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  die 
GleichttDgea  (7): 

t     g3  4-4u» 
*"  3  l+tt» 

(8) 


a 


3(l+ii«M4+»«) 


Verschiebcu  wir  das  Coordinatcnsystem  auf  den  Ponkt  O'(a^0)  als 
Anigogspuiikt»  so  erhalten  wir  ffir  (8): 


«I- 


a  I»* 


Die  Schwerpanktseanre  ist  eine  gesditossene  Conre;  ihre  anendlleh 
fernen  Ponkte  sind  nlmllch  imiginär,  denn  ihre  Fnmmeter  sind 
iih  ±2i\  ihre  Gleichnng  in  Form  JP(^ ^)  =0  iitt 
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Sil*  Ut* + V)  -  ^%  (ti* + + 16  «V    0  (10) 

Wir  erkennen  leicht,  dass  die  Corvo  zwischen  »  0  und  £i  "  ^ 
liegt,  and  ihr  FlAcheniiiluat  ist 


4a»  r 


oo 

u*du 


MittelpttBkt  UiBkrelMi« 

Wir  landen  (1,  U)  für  die  Gleichunir  des  Umkreises,  der  einem 
Dreiecke  umgeschriebeu  iät,  deääeu  Eckeu  aui  der  Cissuide  liegea: 

ft J (1  +Pt' -ft) *  - ^ ( Aft -P.)  V-'^-O 

Drücken  wir  nun  mittelst  der  Gleichnngen  (7)  die  Bodingang  ans, 
dass  das  Dreieck  ein  Fusspunktsdreiock  ist,  so  erhalten  wir; 

(l+i»«)(3+2i»«K4'+V)+«[»+l*«»*+4i.*]5+aiiij— 4aV  -  0  (11) 

Die  Coordinateii  des  Mittelpiiiikto8  siod 

%  -  — 


Verlegen  wir  den  Anfangsponkt  in  den  Punkt  ( — a,  0),  so  gehen  die 
vorstehenden  Gleichungen  über  in 

a  3-f-4u« 


*  "  ^5(l+ii«)(8+3»«) 

Der  Ort  der  Mitteli)unkLe  der  Umkreise  ist  somit  eine  rationale 
Curve  vierter  Ortinung  und  wie  wir  uns  leicht  überzeugen  kouinu 
fünfter  C!aR«e.  Sie  besitzt  nämlich,  aussrr  zweien  unendlich  fernen 
Doppelpunkicn  in  den  KreisjnjMktcn,  eiueu  realen  rv(Kkkt'lir|)iiiikt  im 
Anfangspunkte  der  Coordinateu  o'.   Die  ganze  (Jurve  ist  endlich 

gelegen  «of  linker  Seite  der  F-Achse  von  It'  —  0  bis  fit'  »  —  |- 

Das  Ereissjrstem  JC«  — i  0  bei  Terinderlichem  u  hOUt  eine  Corve 
sebnter  Ordnung  ein. 
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lieber  einige  Winkel-  und  lÄngenrelationen 

am  Dreiecke. 


Es  sei  Cs  der  Mittelpankt  des  grössteo  Kreises,  welcher  einen 
gegebenen  Kreis  K  im  Punkte  7^3  und  seiue  Sehne  A^.U  iu  ihrem 
Helbiningepnnkte  berührt.  Was  den  Punkt  betrifft,  so  nehmen 
wir  an,  dass  er  nicht  auf  derselben  Seite  der  Sohne  mit  dem  Mittel- 
ponkte  S  von  K  liegt;  den  Mittelpunkt  soleb  grOssten  Kreiees,  der 

mit  8  an  derselben  Seite  von  AiA^  liegt,  beteiebnen  wir  mit  und 

seil  Berttbmngspnnkt  mit  K  sei  I^'.  Dass  SB^  iu  D^  üi'  liegt,  ist 
kUur.   Ferner  bczeicbnen  wir  mit     den  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte 

C,,  mit  Xg  seinen  Radius  und  mit  U^,  seinen  Umfang  und  seine  Fläcbe. 
Aehnlich  mit  K^'  den  Kreis  vom  Mittelpunkte  C^'  etc.  Ist  nun  X 
der  Halbmesser  des  Kreises  üT,  so  ist 


Die  letzten  zwei  Kelationon  besagen  uns,  dass  im  Dreiecke  D.^A^D^*B^ 
mit  den  Halbkreisen  D^B^^  ^t-^S  -^s^^Aj  Seiten,  die  Summe 
zweier  seiner  Seiten  der  diitten  grössten  Seiten  gleich  ist,  und  dass 
sein  Flächeninbalt  gleich  ist  dem  Flächeninhalte  eines  fiecbteckes, 
dessen  Seiten      nnd  n^'  oder  C^'  nnd  «s  sind. 

Dieses  Resultat  ist  von  der  G[i)>>r  der  Sehne  A^A^  unubhüiigig, 
und  wir  künnteu  sagen:  beschreiben  wir  über  den  Abschnitten,  in 
welche  ein  Paukt  i/5  den  Dorchmesser  DgD^  iuueriicb  teilt,  Kreise  etc 


Von 


K.  Zahradnlk. 


(1) 
(8) 

(3) 


Digitized  by  Google 


416  Zakrmdmikt  Ikhtr  «m««  WmM-  md 

IL 

2.  Nehmen  wir  duq  an,  dass  die  Sehne  A^A^  eiue  Fanction 
ihrer  Richtung  ist;  dann  beschreibt  der  Punkt  C3  bezQglich  C,'  eine 
Curve  (Cs)  bezQglich  (C^'),  welche  wir  uau  näher  untersachea  wollen. 

Schfeiben  wir  ftr  jettt  »  statt  R  als  den  Halbmeaier  des  KrelMB 
IL  Nach  der  Aanalime  ist 

A^A^^fi^T)  (1) 
die  Polarcoordinaten  von  63  mit  S  aiä  Pol  seien     6,  so  ist  (Fig.  1) 

wegen   

ist  die  Polsrgleichnng  von  (C^) 


• —  5 — - 


(8) 


2 

Was  den  Ort  von  C^'  betrüt,  ist  wegen  9  =    —  ^ 

dass  der  Ort  (C^)  mit  dem  Orte  (C^*)  congrMt  ist,  eriKeanea  wir 
schon  ans  der  Gleiebnngsform.  Femer  erseben  wir  aoa  (8X  dsis 
die  Cnnre       eine  Konchoide  von  der  Gnrve  (£) 


ist,  deren  Yectoreu  wir  nur  um  ^  zu  verlängern  haben,  um  (C^  zb 
bekommen. 

Dass  2h>  /Q  +  d^  d.  i  *2k>A^A^  sein  mm,  iat  geoM- 
trisch  ersichtlich. 

8.  Als  besonderen  Fall  wollen  wir  annehmen 

/iq>)  —  2iw8iu  (p-\-2n  cos  q> 
Hier  ist  (£)  Fnsspnnktscnrve  einer  Ellipse  der  Halbaxen 
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«od  deren  grosie  Axe  znr  Coordioateoaxe  om  a  geneigt  ist,  dMsen 
Grosse  ans 

2mn 


folgt  Somit  ist  (C«)  in  diesen  Falle  eine  Konehoide  der  Fttsspnnkts- 
eunre  der  Ellipse.  Es  ist  in  diesem  Falle  s'>m*-fii*,  was  eine 
kleine  Erwignog  sogleidi  gibt. 

Im  Falle  ____ 

haben  wir  es  wieder  mit  einer  Konehoide  der  Fasspunktscurre  einer 
Ellipse  za  tnn,  deren  Haaptaxe  mit  der  Goordinatenaxe  den  Winkel 
it 

^  einschliesst.  Möge  noch  der  Fall 

erwähnt  worden.  (C.)  ist  wieder  eine  Konehoide  der  l-usspunkts- 
cnrve  einer  Ellipse,  deren  Hauptaxe  mit  der  Folaraxe  zasammeufallt; 
die  Halbaxen  der  Ellipse  aind  hier 

Die  Anzahl  der  licispiclo  lääst  sich  leicht  fortsetzen. 


lÜ. 

Es  sei  K  ein  Umkreis  des  Dreieckes  A^A^A^-^  über  der  Seite 

A^A^  als  Seiiue  eoüstruiren  wir  nach  (1)  zwei  Kreise  h.j.  AV  mit 
den  Mittelpunkten  Cj*),  t,,'  (Fig.  2),  wilche  die  Seite  im 
Punkte       berühren.    Aehnlieh  für  die  Seiten  ■^l^A^  mit  cykli- 

scher  \  crUuschung  der  Indices.  Den  Flächeninhalt  des  Dreieckes 
A^A^A;^  bezeichnen  wir  mit  Ja,  den  Winkel  bei  Ak  mit      und  die 

gegen  Oberliegende  Seite  mit  a^.   Der  Halbmesser  dos  Inkreises  von 

sei  r,  nnd     der  Halbmesser  des  die  Seite     anssen  berührenden 

Inkreises.  Die  Fläcbeninbalta  der  Dreieeke  B^B^B^^  Q^s^'s}  ^i'C^'^a' 
werden  wir  mit  Jt,  ^e,  bezeichnen. 

]tckitiontH  (Uli  ^a- 

4.  Die  Vcrbiuduugriliuio  SAh  teilt  den  Winkel      in  zwei  Teile, 

welche  wir  mit  ß  nnd  mit  Iudex  des  beiliegenden  Scheitels  bezeichnen 
werden.  8o  z.  fi.  SA^i  —     n.  s.  w.  Es  beetebt  somit 

1)  Der  Mittelpunkt  des  Berübrangskrciscs ,  der  aasserbaib  de«  Dreiecke« 
AiA^A^  liegt,  sei  Cf,, 

▲Ith.  d.  Mattu  «.  Pkf*.  S.  B«ih#,  T.  TL  87 
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woraat 

Der  Knm  wegen  Mi 
iomit  wegen 

a^=s2i2unff^  (2) 
ö.  Ans  dem  yenülgemeinerten  I^ythagoreiechen  Satie 

Ol*      a^^-j-a^'  —  2aja^  cos  «1 

erhalten  wir  (2): 

aiuSct,  _  8in*a^-f>ttn^«— 28in«^8in«s0O8cri 

woraus  durcli  c^klischc  Vcrtauscbung  der  ludices  uud  Summalioa: 

£ain>«=:2i20iaa£cot«t  (I) 

Mit  HUcksicht  auf  die  bekaimte  Formel 

28in^.  2(1+ neos«) 

können  wir  dieselbe  schreiben 

i^cotcr    ncotfl+Hooseca  (II) 

wo  sich  die  Sammatiou  und  Moltiplication  wie  auch  im  folgenden 
anf  die  drei  Winkel  des  Dreieckes  erstreckt. 

6.  Diu  1' urmcl 

03  —  ajCOSa]-]-a|COS(r| 

gebt  Aber  napb  (2)  in 

8in«9  iin«|C08%+8inatC<M«^ 

woraus  wir  wieder  durch  cykliiche  Vertansehnag  der  Indicei  and 
Snnunation  erhalten 

JBsina  —  2;sin«^C0Ba^    A^»— 1,2,3  (üi) 

oder 

Z8in(a^-)~^j|)  "  ^sinftj^cosa^ 

7.  FOr  den  Fl&cheninhalt  des  Dreieckes  gelten  bekaonUicb: 

A-^'-"-^'8lii«       »2.5.  =  1,2,8  (4) 
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Längenrelationen  am  Drtkda, 

^«  =  y*U-a,)(*-a,)(*-a8)  (6) 
-  «  -  r,(#^a,)  -  ri(#-a^)  -  rs(«— «.)  (6) 

""2"  (7) 
Au  (6)  und  (6)  folgt  der  Satz  toh  Mahicu: 

Aus  der  Gleichung  (4)  mittelst  (2)  folgt 

Nun  ist  aber  ^  ' 

MMDit  wegen 

Wkl.  -  2a,  A  ^  »  ^  »•  -  1,  2, 3 

^%vn^u=sM^  äSein a cos a  (10) 

Vergleichen  wir  nun  (9)  und  10),  so  erhalten  wir 

4X78j]i  a  —  ^siii  3a  (Ty ) 

oder  ^  ' 

2i28iQC(  »  Zsinacoea  (IV) 

Aas  der  ersten  Gleiehmig  (6)  folgt 

4b  =  Ar 'S  sin«  (11) 

somit  wegen  (10): 

2r£8ina  =  iZJSain2a  (12) 
Ans  der  Formel  (7)  erhalten  wir 

2^«  =s  hMiht  —  24«  Asin«« 

somit: 

1        R  , 

wonns  wieder 

nad  somit  wegen  (11): 

Malüplidran  wir  die  Gleicbangen  (13)  für  s  *  1,  2»  3,  erhalten  wir 

-4iilsin« 


welciie  Belation  mit  ROcksictit  auf  (9)  in 

2  Ja*  =  Hh^  Aj/i,  (15) 

fibergebt  Vergleichen  wir  nun  dies  Aesnltai  mit  der  Gieichng  (8), 
so  erhalten  wir 
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Ans  den  Qleichangen  (6)  folgt: 

was  den  Satz  von  Steinor*)*Bobilier  anidrOckt,  nftmllch: 
Ferneres  erhalten  wir  ans  den  Oleicbnngen  (6) 

nun  ist  aber  wegen  «  —  2«  der  Ansdrnck  in  den  Klammem  gleich 

womit  sich  dor  zweite  Satz  von  Bobilier^)  ergibt: 

4Ä  =  r,  +  r,  +  r,-r  (18) 

Ans  den  Gleichungen  (Ii)  nnd  (12)  folgt: 

r_  Jliin« 
2R  ^sina 

was  mit  Hülfe  der  bckaauten  Kelatioa 

Xsin«  —  4i7cos| 


in 


3-4ZiBin|  (19) 


n. 


flbergeht 

8.  Es  sei  SBk  =  wo 

Qj^  «=»  Ä8iu/3^  =-  iicos  «fj  =  jj''  cotc^ 
Für  den  Fläclieuiuiialt  vou       erhalten  wir: 

J^  =  i£g^(f^  sinBkSB»  /i  ^  X  =  1,  2,  8 

Nun  ibt 

Wkl.  BkSBn  —  n—nt,      4^  —  4if* 

somit 

^fa:=i2^iIco8aXtga 
was  mit  (9)  Teiglichen  gibt: 


(») 


l)  J.  Steiner's  Werke  I,  Bd.  pff.  214. 

2}  Eibchieii  in  Gergonne>Anuaieä  des  math.    Cunf.  Steiner  1.  c 
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ntgu  s  £tga  (Y) 

oder  WQgea  (lY'): 

^smacosa  =  2i7C08a2;tgo  (VI) 
Bdaihnen  am  4^ 

9.  Fflr     gilt  auch 

-  VTJ^ 

ferner  ist  (Flg.  1) 

V-^^^A^  2  2^^+^^^"*^ 

wo 

Für  den  Fl&cbeninhait  von  ät  erbalten  vir 

-  ~  2;co8»^'  C06«|*8in«,  =  Ä»iIC08» ~  Z  tg  I  (21) 
Es  ist  aber  auch 

-Soos«  j  C08*|"aintf,  —  3  J7oob|£co8  |*  cos  ^  8iD|* 
wofaiiB  wegen 

2:co8^  cos ^  sm^  —  j  —  i  27co8^  ^ 

folgt: 

-2-^^"2'^^'2  ^^^^ 
YeqsleiGben  wir  niu  die  Besaltate  (21)  nnd  (22),  so  erhalten  wir 

2iIco8|2:tgg— -Sco8*5  (VU) 
Nun  ist  aber  bekaantlidi: 

2:006^^  -  2(l+lZ8m|) 
somit  Jtönneu  wir  (VII)  scbreiben: 


-Stg^  =  iltgg  +  ilsecl  (YUI) 

Bemerkung:  Bind  die  Dreiecke  dt  nicht  in  einer  beson- 
dnreii  I^^e  ni  einander? 
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Melationen  am  ^c* 

10.  Fflr  den  Flächenfahalt  des  Dreiecket      erhalten  «ir: 

«  i   H, «,  sino^  ~     ^     J  ^^^2 
sit^üflin'^.  ^cot^  (23) 

oder  wegen 

i  ^sin  ^  aitt^  coB  ^  s  Xbui«  —  4 ilcos  I 

^e'  -  Ji^nain^cosl  -  ^Hun«  (2i) 
Dorch  Yeiigleichang  der  Formeln  (23)  nnd  (24)  ergibt  eicht 

;&cot^-I2cotg|  (IX) 
Ferner  folgt  lu»  (IM)  mit  BAcksicht  anf  (9): 

ftbolicb  auö  (21)  uüd  (24): 

« 

Die  Dreiecke  Jd  —  A^s^s  —  D^'D^'D^'  sind  congment 

Ihr  Flächeninhalt  ist 

=-  -g-    Mn  « 

somit  gilt  wegen  (10)  nnd  (12): 

JB      ig  sin« 
"*  Är  £sin2a 

17. 

11.  Im  Artikel  8  zeigten  wir,  dass 

RBh  Jtoostfj^ 

somit  gilt 

£fl  ^  R£coBa  =  jR+lRi7sin| 

nnd  wegen  (19); 

12.  Nach  dem  Artikel  7  nnd  9  besteht 
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somit: 

ü 

Vi  —  U(  —  acosoi  — 
Durch  Somiiifttioii  erbalton  wir 

aimUcli  der  Untencliied  der  UmOnge  der  KreiM  um  C  juA  C* 
(Flg.  1}  18t  gleich  dem  Umfange  dee  am  S  beschriebeiieii  und  beide 
Kreiee  gemelDSchftftlich  in  B  berOlireBdeii  KreiBe;  die  Bomme  der 
Unlenduede  der  UmiklDge  der  Kreise  Mi  vanA  K/  UH  gldeh  der 
Summe  der  Umfinge  des  Umkreises  und  Inkreisee. 

Ferner  gilt 

/S'—  Fi  —  —  mJl§i  as  jP.coio^ 

somit 

Endlich  sei  noch  nachstehende  Belatlon  an%efhhrt: 

F/— ^  üi-üi 
— fr--cos«<*= — ^ 

somit  ist 

Fi—  Fi      F  R 
lU—  üi      Ü  2 

Ar  •  SS  1,  3,  3,  d.  i.;  Das  Yeihiltalss  der  Unterschiede  der  Flächen- 
inhalte und  Umfitnge  der  Kreise  JT/  und  Ki,  welche  wir  nach  Art  1. 
über  einer  Seline  constroiren,  ist  gleich  der  Hälfte  des  Halbmessers 
des  gegebenen  Kreises.  So  ist  in  der  Fig.  3  der  Unterschied  Fi^F 
gleich  dem  schraffirten  Teile  nnd  ü/^  U.  gleich  dem  Umfange  dee  ans 
dem  Mittelpunkte  8  die  Sehne  berOhrend  gelegten  Kreises. 
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Claus»  i  Utbtr  matfitch«  U/uadraU, 


XXI. 

lieber  magische  Quadrate. 

Von 

Felix  Claus». 


Die  Aufgabe  a-. sc  Zahlen  von  Ip  —  x*p  (wobei  p  ein  beliebiger 
Factor)  iu  ein  Quadrat  von  x.x  Feldern  so  einzozeicbncn ,  dass  die 
Summe  aller  Glieder  je  einer  der  x  wagerecbten  oder  senkrechten 
Reihen  oder  einer  der  beiden  Diagonalen  dieselbe  ist,  zerfällt  nach 
dieser  Mctliode  iu  zwei  üaaptgrapj^D,  je  nachdem  die  Basis  x  eine 
gerade  oder  ungerade  ist 

Die  Grösse  der  jedesmaligen  Summe  bestimmt  sich,  da  x  Reihen 
vorbaDden«  mit  Hilfe  der  arithmetischen  Progreeaionea  nach  der 

Formel;  5  — ^— oder:  <S=^(l+«»)p.   Der  Einfachheit 

halber  soll  in  folgenden  AosfÜhniDgeii  der  constante  Factor  ji«  den 
man  ja  jedem  Endergebnis«  nur  anzufllgeii  hat  weggelassen  werden. 
Die  AnfsteUnng  der  Zahlen  geschieht  nan  vollständig  symmetriadi. 

I.  Die  Basis  x  eine  gerade  Zahl. 

Das  erste  Glied  der  ersten  wag(  rechten  Reihe  heisßt  1 ;  da« 
letzte  X.  Demnach  lautet  in  dcrs.  RpiIk^  das  zweite  das  vorletzte 
x—l,  das  dritte  M  n.  s.  w.  Das  erste  Glied  der  /.Nvoiten  (wngtr.) 
Reihe  lautet  demnach  x-f-1;  das  letzte  2x;  die  übrigen  Glieder  ders. 
Reibe:  x-}-2;  x-^^  u.  s.  w.  2x — 2;  2^  —  1.  Ebenso  verhalten  sich 
die  folgenden  Reihen.  —  in  der  letzten  heisst  das  letzte  Glied  x*\ 
demnach  das  vorletzte  x* — 1;  ...  das  x  letzte  (d.  h.  das  erste)  Glied 
der  letzten  Reibe  x' — x-{-l  n.  s.  w.  Ebenso  findet  man  das  letzte 
Glied  der  vorletzten  Reihe  ic^  — Ix;  das  erste  Glied  dcrs.  Reihe 
0* — 204*1    9-  V-  ^'       *  (vergl-  die  am  Schlüsse  angefügte  Tafe^. 
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Aas  dieser  YOllIg  symmetriacheii  AiifirtAUiiQg  der  m,m  ZahleE 
«siebt  sieb  sofort: 

I).  Je  zwei  sieb  diametral  gegenüberliegende  Zahlen  betragen 
zusammen  l-^-x*.  Mithin  ist  die  Sarnmo  alier  Glieder  jeder  tob 

beidoi  Diagomden,  da  Jede  w  Glieder  hat,  je  | 

Ha).   Die  Summe  des  ersten  und  letzten ,  des  zweiten  nnd  vor- 
letzten u.  s.  w.  Gliedes  der  ersten  wager.  Reihe  betr.  jedesmal 
die  Snmme  je  ders.  Glieder  der  letzten  wager.  Reihe  jedesm.  2x*— ir-f-l ; 
mithin  die  Summe  je  zwei  sich  entsprechender  Glieder  der  ersten 
und  letzten  wager.  Keihe  zos.  jedesm.  2^^^'2m*  oder  2(t-)-a')« 

Üb).  Die  Snaime  des  ersten  and  letzten,  des  zweiten  and  vor- 
letsleo  IL  8.  w.  Gliedes  der  zweiten  wager.  Reihe  betr.  jedesmal 
l+Sacj  die  Samme  je  ders.  Glieder  der  vorletzten  wager.  Reihe 
jedesm.  Äb* — Sx+l;  mithin  die  Summe  jo  zwei  sich  entsprechender 
Glieder  der  zweiten  und  vorletzten  wagei.  Reihe  zub.  jedesm.  2^2x^ 
oder  2(1 

ne>.  Bei  allen  fotgenden  Reiben  findet  daaielbe  VerbAltaiaB  statt 

Illa).   Die  Summe  des  ersten  und  letzton,  des  zweiten  nnd  vor- 
letzten u.  s.  w  (rliedes  der  ersten  senkrechten  Reihe  betr.  2+05*— 
die  Summe  je  ders.  Glieder  der  letzten  senkrechten  Reihe  jedesm. 
ar-|-ar*;  mithin  die  Summe  je  zwei  sich  entsprecheader  Glieder  der 
ersten  and  letzten  senkrechten  Reihe  zus.  2-|-23:^  oder  2{l-\-x*), 

mb).  Bei  allen  folgenden  senkrediten  Reiben  findet  daaielbe 
Yerbtttniee  statt 

VertanBcbt  man  nun  am  Jeder  Reibe  |  mal  je  swei  sieb  ent- 
sprechende Glieder  mit  den  ihnen  diametral  gcgentlberliegenden  Zahlen, 
doch  30,  dass  die  Diagonalzahlen  als  ^ulche  gewahrt  werden,  d.  h. 
dass  mau  aus  der  crsteu  wagcrrchtcu  Keilic  das  /.weite  und  vorletzte, 
vierte  uud  viertletzte  Glied  u.  w. ,  aus  der  zweiten  wagercchtcu 
Reiiie  jedoch  das  erste  uud  letzte,  dritte  und  drittletzte  (ilied  u.  s,  f. 
immer  abwechselnd  mit  den  ihnen  diametral  gegenüberliegenden  Zahleu 
vertauscht,  so  luiisbeu  uach  den  obigen  Ausführungen  allemal  vier 
Glieder  in  jeder  wagerechten  oder  senkrechten  Reihe  und  zwar  das 
erste,  zweite,  vorletzte  uud  iet/te  ;  oder  das  dritte,  vierte,  viertletzte 
and  drittletzte  Glied  a.  s.  w.  immer  die  Samme  ^iX-^-x*)  ergeben. 

Hanptregel  iit  nnn,  dam  man  zoertt  fi»  beiden  mittelsten  Qna* 
drate,  dann  die  beiden  um  diese  sieb  gmppirenden  Qnadiate  n.  s.  w. 
belisadelt 
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A.  Ist  die  Basis  x  eine  darch  vier  teilbare  Zahl,  so  erbftU  maa 
in  Jeder  Beihe  |  mal  die  Summe  8(1-)-«^  d.  h.  w.^  Kw« 

B.  Ist  die  Basis  x  eine  gerade,  aber  nicht  durch  vier  teilbare 
Zahl,  so  wird  zuletzt  allemal  nur  ein  eiazelnes  Quadrat  Ubhg  hleiheot 
das  man  nach  folgenden  Regeln  zu  behandeln  hat 


Die  Stimme  aUer  Olieder  einer  jeden  Beihe  der  iimereB  Quadrele 
betrftgt  nach  den  obigen  Ausführungen  (I+ä»)  •— jp*  Von  dem 
ftaeeereten  Quadrate  rnttseen  demnach  ausser  den  Eeksahlen  je  «rai 

X  X — 2 

sich  direct  gegenüberliegende  Glieder  zus.  allemal  2(1+*^— "  j 

d.  h.  1-}-»*  betragen.  Dieses  ist  aber  die  Snmme  je  zwei  sich  ein- 
ander diametral  gegentlberliegender  Zahlen ;  die  Aufgabe  wird  also 
gelöst  sein,  wenn  nur  zwei  aneinandcrstossende  Seiten  des  äussersten 
Quadrates  aas  den  noch  vorhandenen  Zahlen  so  gebildet  sind,  dasi 

die  Summe  je  ihrer  Glieder    (1  -fx^)  betragt,  uud  jede  Reihe  aUemal 

nnr  eine  der  sich  einander  diametral  gegenOberUegenden  Zahlen 
enthält  Die  einzelnen  Glieder  der  beiden  anderen  Qnadratseiten 
müssen  dann  die  Diametralsablea  ihrer  direct  gegenttbsriiseendea 
Zahlen  sein. 


Die  beiden  zu  bildenden  Seiten  des  inssersten  Quadrates  seien 
die  untere  und  die  rechte  Quadratseite.  Man  bildet  sie  nnn  folgeiider- 
massen:  ZunAcfast  ▼ertauscht  man  in  beiden  Diagonalen  die  Endglieder 
mit  einander.   Die  übrigen  ungersden  Glieder  ansser  den  letstsn 

X  6 

—-j^  ungeraden  Gliedern  der  unteren  Beihe,  die  durch  die  letsten 

ungeraden  Glieder  der  oberen  Quadratseite  ersetzt  werden«  also 

das  dritte,  fünfte,  siebente  a.  s.  w.  Glied  behalten  auf  beiden  Seitsn 
ihren  Plati  bei;  wAhrend  die  geraden  Glieder  der  unteren  Seite,  also 
das  Bweite,  Tierte^  sechste  n.  s.  w.  Glied  dnrdi  die  geraden  Glieder 
der  rechten  Seite,  nnd  die  geraden  Glieder  der  rechten  Seite  durch 
die  angeraden  Olieder  der  oberen  Seite  (ansser  natOrlicb  der  Ecksahl) 

•—6 

ersetzt  werden;  nur  dass  an  Stelle  der  letzten  — ungeraden  Glie- 

der  der  oberen  Seite,  die  ja  schou  verwertet  süid,  die  letztea  — j— 

ungeraden  (Glieder  der  unteren  (^uadratsdte  treten,  jst  dies 
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gesdielieu,  bo  vertauscht  man  in  der  unteren  Qoadratseite  noch  das 
letzte  und  das  CHied  mit  einander. 

Dann  erhftlt  die  onteare  Qoadratsdte: 

1)  .  das  erste  und  letzte  Glied  der  oberen  Quadratsoitc,  d.  Ii.  die 
beiden  Summanden  1  und  x, 

jß  2 

2)  .  eine  arithnietiseiie  Reihe  von  — ^  Gliedern,  deren  Aafuigs- 


2 

glied  das  dritte  Glied  der  letzten  wager  Reihe  also  — T-\-'6y  deren 
£ndg]ied  das  vorletzte  Glied  der  utxten  wager.  Eeihe  also  oe*— 1, 

dem  Snmme  mithin  g-2  |^^^  WaM  ist 

Jedoch        mal  die  Differenz  zweier  sich  diieet  ^enlUieriiegendea 

Glieder  einer  senkrechten  fieihe  zuviel  genommen,  die  von  der  Snmme 
wieder  abzuziehen  ist, 

^  2 

3).  eine  aritfam.  Beihe  yon  — ^j—  Gliedern,  deren  Anftmgiglied 

das  zweite  Glied  der  rechten  Quadratseite,  also  deren  Endglied 
das  drittletzte  Glied  der  rechten  Qnadratseito,  also        ik»  deren 

Summe  mithin  —  .  -  g—  beträgt.  —  Es  ergieht  sich  daher 

fOr  die  untere  Qoadratseite  die  Snmme: 

—  2 —  4"^*^"*>+ — 2  r 

—  — I —  oder:   ^(1+x*)  w.  z.  b.  w. 
Die  rechte  Qoadratseite  enthftlt  danns 

1)  .  das  erste  Glied  der  letzten  wagerechten  Beihe  d.  h.  ^^—x-^-l, 

2)  .  das  letzte  Glied  der    + 1^  wagerediten  Beihe  d.b. 

«—2 

3)  .  eine  aritbm.  Reihe  von  — g—  Gliedern,  dereu  Äufaugsglied  das 

dritte  Glied  der  rechten  Quadratscite,  also  3^*,  deren  Endglied  das 
vorletzte  Glied  der  rechten  Qoadratseite,  also  deren  Snmme 

3a;  +  a:«— •  »—2  , 
miüun  ^  •    2  oetrftgt, 

ac  —  2 

4)  .  eine  arithm.  Keihe  von  Gliedern,  deren  Anfangsglied  das 
Mte  Qüed  4er  ersten  wa^chtmi  Beihe,  also     teen  Ei4(W 
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das  vorletzte  Glied  der  entea  wagerechten  Reihe,  also  x— 1;  deren 
Somme  mitliin  —  .  — ^  beträgt  Hierbei  ist  jedoch  — |-  mal 

die  Differenz  zweier  sich  direct  gegenaberliegenden  Glieder  einer 
Bonkrocbten  Reihe,  die,  wie  sofort  aus  der  Symmetrie  der  Anfstelluug 
erhellt,  z*  —  x  beträgt,  za  wenig  genommen,  was  titm  zur  Gesamt- 
ramme  noch  an  addiren  ist 

Es  ergiebt  sich  datier  für  die  rechte  Quadratseite  die  Summe: 

5=      a+l-f  1 J  H  2  .  -Y  H  2  +  -  4 

SS  (4i6^4«+4+3«^4H-2s'+s*--^--3<'+M-«*--4'-2s 

6ar»— x«+&c):4 

—  — ^ —  oder;  2^^+^^       ^*  ^- 

n.   Die  Basis  x  eine  ungerade  Zahl. 

Die  Anliitelliiiig  der  Zahlen  geschieht  ebenso  wie  bei  den 
Quadraten  mit  gerader  Basis,  nur  dass  noch  in  Jeder  Beihe  das 
mittlere  Glied  besonders  aaszndrlleken  ist;  and  swar  ist  dieses  allemal 
gleich  der  halben  Sanime  des  An&ngs*  und  Endgliedes  einer  jedea 
Beihe.  In  der  ersten  wagerechten  Reihe  wird  es  also,  da  das  erste 

Glied  1,  das  letzte  Glied  x  heisst,        ;  in  der  letzten  wagerecbten 

2x«— x-fl 

Beiho,  da  das  erste  Glied  «*— *  +  li       letzte    heisst,  ^ 

lanten.  Ebenso  berechnet  sich  das  mittlere  Glied  der  ersten  seiik- 

rechten  Beihe  aus  1  und  ap*— »  +  1  als   —  »  das  der  letzten 

senkrechten  Reibe  aus  x  und  x''^  als  — (vergK  die  am  Schlosse 
angefOgte  Tafel). 

Bei  der  Verachiebang  der  einzelnen  Zahlen  ist  nun  namentlich 
an  beachten,  dass  man  Jedes  um  den  llittelpnnkt  sich  gmppireiide 
Quadrat  ei  na  ein  nach  den  im  folgenden  aiifgeatelUen  Formeln  in 
behandehi  hat  8ie  teilen  sich  in  Quadrate  mit  ungeraden  Grund- 
zahlen, deren  Basis  um  eins  ^er mehrt  eine  durch  vier  teilbare  Zahl, 
und  solche,  deren  Basis  um  ^ns  vor  mindert  eine  durdi  yier  teil- 
bare Zahl  ist 

A.   Die  Basis  x  um  eins  vermehrt  eine  durch  vier  teilb.  ZahL 
I).  Die  vier  £ckzahlen  und  die  vier  je  in  der  Mitte  einer  Seite 
steheodea  ZaUen,  kuis  JüttelBahien  genatmt,  verschiebt  maa  so,  dan 
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die  untere  Hittelzahl  in  die  linke  obere  Ecke,  die  rechte  Mittelz&hl 
in  die  rechte  obere  Ecke,  die  Unke  Mittelzahl  in  die  linke  untere 
Ecke,  die  obere  Mittelzahl  in  die  rechte  untere  Ecke  za  ziehen 
kommt;  nnd  die  linke  obere  Eckzahl  obere  Mittelzabi,  die  rechte 
obere  Eckzahl  linke  Mittelzahl,  die  linke  antere  Eckzahl  rechte 
Mittelzahl  und  die  rechte  antere  Eckzahl  untere  Mittelzahl  wird; 
als  Figur  durch  zwei  Parallelogramme,  die  sich  in  ihren  Eckpunkten 
auf  einander  an  TerBchieben,  Terdentlicht*,  also 

a  b  e  ha/ 
d  e  f  und:  c  e  g 
g    h    %  d    i  h 

IIa).  Die  zweiten  und  vorletzten  Zahlen  der  beiden  wagerecbten 
und  senkrechten  Reihen  vertauscht  man  so  mit  einander,  dass  die 
zweite  nnd  Torlctzto  Zahl  je  einer  der  beiden  parallelen  Reihen  in 
die  ihnen  gegenüberliegende  Reihe  zu  stehen  kommen,  doch  so  dass 
die  zuerst  sich  diametral  einander  gegcnaberliegenden  Zahlen  nun 
direct  sich  gegenttberliegcn;  als  Figar  dargestellt  durch  ein  Bochteck, 
dessen  Ecken  sich  auf  einem  der  beiden  Parallelenpaare  nnd  den 
Diagonalen  fortschreitend  ?er8chieben;  also 

m  o  n  p 

IXI  nnd: 
n  p  o  m 

IIb).  Die  dritten  und  drittletzten,  die  vicrtx^n  und  viertletzten 
u.  8.  w.  Zahlen  der  beiden  wageruchtcn  uud  seakrechteu  R<  ibeu  be- 
bauücil  mau  nach  demselben  Prinzip  wie  dio  zweiten  und  vorletzten 

« — 3 

Zahlen  (vergl.  IIa);  nnd  zwar  hat  man  so  auf  jeder  Seite  —f- 
nebeneinanderstehende  Zahlen  zu  behandeln. 

III).  Auf  jeder  Seite  werden  dann  noch  an  beiden  Seiten  der 

Mittelzahl  je  d.  h.  ^       Zahlen  übrig  bleiben,  von 

denen  man  noch  aber  nur  anf  zwei  aneinanderstossenden  Qoadrat- 
seiten  je  zwei  sich  entsprechcudo  Zahlen  mit  einander  zu  vertauschen 
hat,  so  dass  dann  je  zwei  sich  erst  diametral  gegenaberliegenden 
Zahlen  sich  nun  direct  gegcnftberliegen,  zusammen  addirt  also  jedes- 
mal die  Snmme  I+op*  ergeben. 

Es  enthalten  dann: 
Die  obere  Quadratselte: 

1)  .  die  antere  Mittelcahl  d.  h.  ^'""^  "^S 

2)  .  die  linke  obere  iiiCkzabl  d.  h.  1; 
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x4-l 

3)  ,  die  rechte  Mitlelzahl  d.  h.  — 

£8  —  3 

4)  .  eine  arithm.  Reihe  von  Gliedern,  deren  Anfangiglied 
dna  zweite  GUed  der  letzten  wegereehten  Reibe  d.  h.  x+2 ; 
deren.  Endglied  dea  (^Y^-^)  der  leUten  Beihe  d.  h. 

 *  Ij  deren  Summe  mithin  g  *'2~" 

beträgt.  —  Hierbei  ist  jedoch  --j—  mal  die  Differenz  zweier  sich 

X  3 

senkrecht  gegenüberliegenden  Glieder  d.  h.  ^^(a»*— «)  zuviel  ge- 
nommen, was  ?on  der  Gesamtsamme  wieder  abzaziehea  ist  — 

«  — 3 

5)  .  eine  arithm.  Keibe  von  Gliedern,  deren  AnfangsgUed 
das  vorletzte  Glied  der  letzten  wagereehten  Reihe  d.h.  c*— 1;  deren 

Endglied  das  (^^^"i"^^*  Glißd       letzten  wagcrocbten  Reihe  d.h. 

-    g  1- 1 »  düi  eu  bumme  mithin  g  .  — 

betrlgt  —  Hierbei  ist  jedoch         mal  die  Differenz  zweier  sich 

X — 3 

senkrecht  gegenflberUegenden  Glieder  d.  h.  —  c)  zuviel  ge- 

nommen, was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist 
Die  obere  Qnadratseite  besteht  also  ans: 

-  4  («^-«)+  2  2 — r  ^"^^'^ 

»^^^j^d.b.  ^(1+«*)  w,  z.  b.  w. 

Die  linke  Qoadratseite: 

1).  die  ontsre  Uitteizahi  d.  h.  ^"^/'^S 
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2)*  ^  rechte  obere  Eeksahl  d.  h.  «; 
8).  die  Unke  Mitteliahl  d.  h.  ^r:|±^; 

4)  .  eine  aritbmetiscbe  Beihe  von  -g—  Gliedern,  deren  Anüuigs- 
glied  des  iweite  Glied  der  leCiten  senkrechten  Reihe  d.  h.  2x;  deren 
E^idglied  dM  (^^~2~~0         ^  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h. 

I  — g  1  j  flf ;  deren  Sonune  mithin  ^ — g  — .  — g—  bö- 

«  —  3 

tr&gt  —  Hierbei  ist  jedoch  — |—  mal  die  Differenz  zweier  sich  wage- 
recht g^genllherliegenden  Gliedern,  die  wie  sofort  ans  der  Symmetri« 
der  Anfttellnng  erhellt,  ae—l  betrftgt,  suTiel  genommen,  was  von  der 
Oesamtsnmme  wieder  abznsiehen  ist  — 

^  3 

5)  .  eine  arithmetische  Beihe  von        Gliedern,  deren  Anfangs- 

gUed  das  vorletzte  Glied  der  louteu  senkrechten  Heihe  d.  h.  x*—x'^ 
deren  Endglied  das  l)-  Glied  der  letzten  senkrechten  Beihe 

d.h.     2^+^^*»  ^'^'^  Summe  mithin  ^ — '^y^ 

0-^3 

beträgt.  —  Hierbei  ist  jedoch  — ^  mal  die  Differenz  zweier  sich 

0— -2 

gegenüberliegenden  wagorechten  Glieder  zuviel  genommen  d. h.  2"* 
9—1),  was  von  der  Gesamtsnmme  wieder  abzuziehen  ist 

Die  linke  Qoadratseite  besteht  also  ans: 


»  —  2  *■   2  '  2  *^  4^(*-l) 


2  2  4 


^  (a»«-^+4-h8«+4<D^--4H^«M^ 
»^^^^^^  d.h.  ^ (!+««)  w.  z.  K  w. 
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In  den  beiden  anderen  Qnadratseiten  ist  jedes  Glied  das  ur- 
sprüngliche Diamentralglied  seines  gegenüberliegenden  Gliedes,  also 
allemal  das  Supplement  zu  1  -|-  Bezeichne  ich  nun  die  entsprechen* 
den  Glieder  der  gegenüberliegenden  Reihe  mit  ß,  /,  d  n.  s.  w., 
so  erhalte  ich  für  jede  der  beiden  vorliegenden  Qnadratseiten 
l-|_x« — «-|_i-^a;*  —  /J+l  +  x*— y  u.  8.  w.j  im  ganzen  jedoch 

•••)•  geben  aber  snsanunen 

X 

Qiithin  ist  die  Summe  der  einzelnen  zu  addircndcu  Glieder; 
+      =  ^(1+^:2)   V,  a.  b.  W. 

B.  Die  Basis  z  um  eins  vermindert  eine  durch  vier  teilbare  Zahl. 

I).  Jede  Ecksahl  Tertanscht  man  mit  einer  benachbarten  Mittel- 
lahl,  dodi  flo,  dass  man  immer  von  jeder  Ecke  ans  die  gleiche  Ricli* 
tnng  beibehält;  als  Fignr  dargestellt  (die  Bogen  geben  die  Bieli* 
tnng  an«  In  dw  die  Yertanschuug  geschieht): 

r   »   t  u  i  9  r«l.  9  r  w 

if^M  nnd:  r  v  «  oder:  u  v  w    nnd:  m  v  t 
m  p  a  9  9  vf  m  ff  »  %  9  y 


n).  IMe  zweiten  nnd  vorietsten,  die  dritten  nnd  drittletsten 
n.  B.  w.  Zablen  der  beiden  wagerechten  nnd  senkrechten  Beüien  be- 
handele man  nach  denselben  Formeln  wie  dieselben  Zahlen  der  Qna- 
drate»  deren  Basen  nm  eins  vermehrt  dnrch  vier  teilbare  Zahlen  sind 
(verfL  II.  A.  IIa);  nar  dass  maa  hier  nach  diesem  Principe  aof  jeder 

Seite  allemal  nur  — nebeneinanderstehende  Zahlen  behandelt« 

III).  Auf  jeder  Seite  werden  dann  noch  zu  beiden  Seiten  der 
Mittelzahl  je  a;— ^3  + 2. ''^^  d.h.  Zahlen  übrig  bleiben, 

von  denen  man,  jedoch  nur  auf  zwei  aneiuanderstossenden  Qnadrat- 
seiten, noch  je  zwei  sich  einander  entsprechende  Zahlen  mit  einander 
zn  vertauschen  hat,  so  dass  dann  je  zwei  sich  einander  erst  diametral 
gegenüberliegende  Zahlen  sich  nnn  direct  gegenüberliegen,  zusammen 
also  aliemal  die  Summe  1-f  ergeben. 

Es  enthalten  demnach: 
die  obere  Qnadratseite: 

1)  .  die  linke  Hittdzahl  d.  h.^'^^"*"^» 

2)  .  die  rechte  obere  Eckzahl  d.  h.  m\ 
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3)  .  die  obere  Mittelasahl  d.  h.  i 

X — 3 

4)  .  eiue  arithmetische  Reihe  von  — Gliedere,  dereu  AnÜaiigs- 
gli6d  das  nrelte  Gliei  der  lettton  wagmcfaten  Reihe  d.  L  «^«+2; 

deren  Endglied  das  ^~^'~'l^te  Glied  der  letzten  wagerechtenlieihe 

,  ,  2^H-1    ,  ,       ^  "  2  ^  .-3 

d.h.  g— — — 1;  deren  bumme  mithin  ^  '"2"* 

HierM  ist  jedoch         aal  die  iNffams  sweier  lich  gegenflber« 

liegenden  Glieder  einer  senkrechten  Reihe  d.  h.  —^(^-^t)  mvlel 

genommen,  waä  vou  der  üe^amtsumme  wieder  abzuzieheu  ist  — 

5)  .  eine  arithmetische  Reihe  von         Gliedern,  deren  AoCangs- 

glied  das  vorletzte  Glied  der  letzten  'wagerechten  lleihe  d.  h.  1; 

deren  Endglied  das  ^^-y^+l^te  Glied  der  letzten  wagerechten  Reibe 

d.h.   2*-* — 1-1  i  deren  Summe  mitbin   g  . 

betragt  Hierbei  ist  jedoch  auch  wiederum  —  mal  die  Differenz 
sweier  sieh  direct  gegenflberiiegenden  Glieder  einer  senkrechten  Reihe 

.  X—'b 

d.b.  (x^  —  x)  zuviel  genommen,  was  von  der  Gesamtsumme  noch 
abcnziehen  ist. 

Die  obere  Qnadrataeite  besteht  also  ans: 

«>-x+2  ,    ,l+x.  ^—^^-r     2  ^  »-3 

 2 — r*-t--2  -1  2  

-  -4-(«*-«)+  2  2 — r^"^"*> 

=(4g^-4agi3  I  8tf  I  A  I  4a+4b>  -  3xH^-  12>H'3«  -9-2^+12^ 
~iae||g>  12«lf3g-3-2>M-i2««-lftr);8 

=  d.  h.  2(i+*")   ^-  ^-  ^- 
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Die  linke  Quadrataeite: 

1)  .  die  linke  Mittelzahl     k.  ^  "2^-^  * 

2)  .  die  linke  obere  Ecksahl  d.  h.  1 ; 

fljff*    jp  I  1 

3)  .  die  untere  Mittelzahl  d.  h.   ^  * 

a-  3 

4)  .  eine  arithmetische  Beihe  von  — ^  Gliedern,  deren  Aniangs- 
glied  das  zweite  Glied  der  totsten  senkrechten  Beihe  d.  h.  deren 

— ^  Ijte  Glied  der  letzten  senkrechten  Beihe  d.h. 

f  — ^  1  j  ,x  i  deren  Summe  mithin  ^ — ^  — .  ~2~  hetrftgt 


X  —  5 


Hierbei  ist  jedoch  — ^  mal  die  Diücrenz  zweier  sich  wagerecht  gegen- 

flberliegenden  Glieder,  die,  wie  sofort  ans  der  Symmetrie  der  Auf- 
Btetinng  der  Zahlen  erhellt,  0-^1  betrtgt,  saTiel  genommen,  was  von 
der  Gesamtsnmme  wieder  ah^nsiehen  ist  — 



5).  eine  aritbmetische  Beihe  von        Gliedern,  deren  Anfangs- 


gUed  das  yorletzte  Glied  der  letiten  senkrechten  Seihe  d.  h.  a^«; 
deren  Endglied  das  Q-^-  +l^te  Glied  der  letzten  senkrechten  Beilie 

d.h.  l  ~2  'l'^ ^^^^^  Summe  mithin  — . 

beträgt.  Hierbei  ist  jeducb         mal  die  l>iüereuz  zweier  sich  wage- 

X  -  5 

rcclit  gegeuuberliegeudcu  Glieder  d.  h.  zuviel  genommen, 

was  von  der  Gesamtsnmme  wieder  abznsiehen  ist 
IMe  linke  Qnadratseite  besteht  also  ans: 

H  2~  2  i"  ^•"^^ 

—  (4«8-4«+ö-|-8+8««'-4»+4-Hc»+3x2-3a:2-  9x  -2x2-f  12«  -10 

"  8 

— w.  g.  b.  w. 
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In  den  beiden  anderen  Qoadratedten  ist  jeda  Glied  dos  nninrang* 
Hebe  Diametralglied  aeinea  gegenftbertiegenden  QUedes,  also  allemal 
die  Snpplement  so  1+«^*  Besdcbne  ich  nan  die  Glieder  der  gegen- 
abetliegenden  Reibe  mit  et,  y  n.  b.  so  erhalte  ich  fOr  die 
Glieder  der  vorliegenden  Reibe  1+^—«;  n.  s.  w.  Ihre 

Sammelst  also  »(l+a!2)  —  {a+/J-fy +••♦)•  «+/J+y+...  ist  nnn 

aber  2(1+^)9  8nmme  aller  Glieder  der  vorliegenden  Reibe  also 

x{l+3^)'-%{l+s^)  d.  h.  lü+a^)   w.  z.  b.  w. 
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Miscellem 


1. 

l^eaer  Funkt  und  Clerade  in  der  Ihreieekselbeae. 

Bezeichnet  man  die  Scitenniittcn  des  Dreiecks  ABC  resp.  mit 
3t'Ö(f>  dio  Tangeütialp unkte  dos  Inkreises  ./  mit  D^D^D^^  die  der 
3  Ankreise  J\1"J^  ebenso,  nur  gestrichen:  /),'  bis  DJ^,  so  geben 
die  geraden  Verbindungslinien  der  Ecken  ABC  mit  diesen  12  Tan- 
gentialpnnkten  bekanntlich ^>  fiusgezeichnete  Punkte,  einmal  die 
vier  Grebe'schen  Punkte:  (^(iJ'ö)"©'*'  für  die  Dreiecke  i>,Z>tZ>s  bis 
Dx*Dj^D^^  die  wir  im  Gegensatz  zu  dem  primären  Dreieck  ABC 
die  secnndären  Dreiecke  nennen  wollen,  nnd  dann  die  vier  Grebe*- 
Bchen  Nebeomuikte  QU'G^'G'".  Die  Strecke  J%  ist  der  Grebe'sche 
Dorcbmesser  des  Brocard'schen  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  L  zu- 
gleich der  Mittelpunkt  des  Lemoine'schen  Kreises  ist,  JG  diu  Gre- 
be*8che  Nebendur chm es s er,  beide  fttr  das  inbeschriebene  secundäre 
Dreieck:  analog  fttr  die  drei  anbeadiriebeiieii.  Haa  bat  ana  fol- 
gende fifttaes 

I)  Die  vier  Grebe'schen  'Nebendurchmesser  der  se- 
cundären  Dreiecke  schneiden  sich  in  ein-  und  düm- 
selben  Punkt  dem  Schwerpunkte  des  primären  Drei- 
ecks. 

n)  Die  Tier  Grebe'schea  DarchmeBser  der  Bro- 
card*i6ben  Kreise  ia  Besag  aaf  die  seeaadirea  Brei- 
eeke  schaeidea  sich  ia  eia-  aad  demselbea  Paaktes  @ 


1)  Vgl.  FuhriDann:  Ueber  den  Brocurd  scben  Winkel.  Archiv  der  M*llb 
u.  rh/f.  18S7.   T.  VI.    S.  1.   Daiclbftt  auch  Litteratanuu^bweii. 
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MUctUent 


und  zwar  liegt  dieser  Punkt  ^)  auf  der  Eulcr'üchen  Geraden  cbeuBO- 
wcit  vom  Mittelpunkte  ^f  des  Umkreises  für  das  primäre  Dreieck 
Lütfcrut,  nur  nach  üütgogengesetÄter  Richtung,  als  der  llühenschuitt- 
punkt:  //.  Auch  sind  dann  //5J/3  vier  harmonische  Punkte  ebenso 
wie  //A.'iiV,  wenn  N  der  Mittelpunkt  des  durch  die  Seitenmitteu  uud 
die  llöhenfusspunkte  A  TZ  fjehonden  Feuerbach'schen  Kreises  ist. 
Des  kuLertii  Berührung8|iiitikt.  mit  dem  Inkreise  und  len  An- 
kmsen  seien:  1%'%"%'^,  walaend  tT  T"T"'  die  vier  Tarry'schea 
Panktc  der  secuudären  Dreiecke  sind. 

Der  Tarry'sche  Punkt  ist  der  eine-)  Endpunkt  des  Tarry*- 
scheu  Durchmessers,  dessen  Richtung  durch  den  Punkt  Q  bestimmt 
wird,  und  zwar  verhalten  sich  die  Abstände  des  Punktes  Q  vüu  deu 
Seiten  des  secundüren  Dreiecks  umgokelirt  wie  die  Kuben  dieser 
Seiten').  Es  gilt  nun  der  folgende,  zwei  Gruppen  merkwiir«!i-or 
Dreicckspankte  die  des  Feuerbach'schen  Kreises  und  die  des  üro- 
card'schen  Winkels  mit  einander  verknüpfende  Satz,  der  auch  über 
die  fortrückende  Bewegung  des  Feuerbachschen  Tanc^ontialpnnktes 
auf  dorn  Inkreise  bei  verändertem  primären  Dreieck  Anlschlnp^  ^ieht: 

III)  Der  Berührungspunkt:  5  des  Feuerbach'schen 
und  des  Inkreises  ftlr  das  primäre  Dreieck,  der  Mittel- 
punkt L  des  Leraoine*3chen  und  Brocard'sclien  Kreises 
and  der  Tarry'scbe  Punkt:  T*)  liegen  auf  einer  Ge- 

1)  Bewegt  sich  C  auf  dem  Umkreise  M  mit  Radios  r,  so  liegt  0  auf  einem 
KveiM  Mit  J#mH  Badios  r,  wobei  Iftf '  =2(Sitf  »1.  Vgl.  Zelbr.  AreUv  d«r 
Math.  0.  fliyf.  S.  Bdhe  Teil  II.   pag.  824. 

3)  Weleber?  kana  auf  mehrfache  Art  enttchledea  werden;  dnreh  Süt 
III)  a»  B.,  oder  aacb  dadurch,  dass  inaii  ▼oa  den  Bcken  dee  aeeattdlren  Diel- 
et auf  die  Seiten  des  Broeard'aehen  Dreieck! Lote ftllt.  Die  Ecken:  3),2>,t)t 
des  Broeard'aehen  Dreiecks  entstehen  auf  dm  Brocard' sehen  Kreise  durch  die 
Winkelhalbirenden  des  prim&ren  Dreiecks,  Z^ii^, 'S,  =  2),  =  etc.  ist 
dfinn  der  Brocnrd'sche  Winkel  ff.  Der  andere  Bndpankt  dea  Tany'scheo 
Durchmessers  sei :  A',  beide  auf  Krci«  ./. 

3)  Man  construirt  Q.  indem  man  die  durch  die  Ecktransversale  Z>i<!l, 
. . .  auf  Seite  D^D^  . . .  entstehenden  Abschnitte  vertauscht  und  so  den  Gcgen- 
pnnkt  Ster  Art  von  herstellt.  Der  Gegenpunkt  erster  Art,  ioden  die  durch 
dl«  Bektranaveritl«  eotatebenden  Teilwinkd  vertanseht  werden,  wird  der 
Sehwerpnnkt  des  aeenndiren  Dreiecki.  Bei  dieser  Spiegelong  an  denWInkel- 
balbirenden  das  «eeiiBdiren  Dreiecke  werden  die  Sdten  dea  prioiiea  S  Phtra- 
bdni  der  Kreia  J  adbac  wird  eine  CnrTe  4ter  Ordnung,  die  j0doch  in  die  m 
entfemto  Oerade  und  die  Selten  des  secund&ren  Dreiecks  zerftllt.  Vier  Punkte 
eotaprecbM  aicb  aelbal.  Das  Strablenbftachel ,  dessen  Strahlen  cum  Grcbe'- 
sehen  Durchmesser  senkrecht  'stehen,  verwandelt  sich  in  ein  BAachel  Kegel- 
aehnittc,  die  durch  D^D^D^  and  F.  ir«licn,  etc. 

4)  Die  Punkte  L  und  T  sind  zun&cb«t  in  Bezug  auf  das  inbeachriebenc 
sccondäre  Dreieck  su  nehmen. 
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radcn.  Ebenso  in  Bezug  auf  die  Ankreise,  so  dass  im  Gaozea 
Tier  Gerade  entstehen,  die  ein  voUständiges  Yierseit  bilden. 

Ein  synthetisch-geometrischer  Beweis  fttr  Satz  I)  ist  leicht  zu 
fahren.  (Man  weise  NJ  und  GM  als  Parallelen  zu  einander  nach, 
indem  man  die  Bedeutung  vou  ./  für  Dreieck  iV^^  augiebL) 

Dagegen  dürften  II)  aad  III)  etaer  in  DreieekBCOordinaten  za 
behandeln  sein. 

Der  Beweis  ist  gegeben,  sobald  gezeigt  wird,  dass  die  nus  den 
9  Loten  der  drei  Puakte  auf  die  Seiten  gebiliU  te  Determinante  ver- 
schwindet. Das  Coordinatendreisoit  sei  das  primäre  mit  den  Seiten 
abc^  den  Winkeln'  o,  y,  dem  Umfange  u,  der  Fl&che  F  und  mit 
den  Tangenten  an  den  Inkreis  J  nämlich: 

5-|-a;  C^f-« 
Snd  PiPtPi  die  Abstände  eines  Punktes  P  Ton  den  Seiten,  so  ist 

eine  nicht  ?erseb  windende  Constante  fikr  das  Dreieck  und 

2il>i8ina4-l,p,sin/3-f-^|)|8iny  =  0 

wenn  1^1^^  die  anf  irgend  «ine  dardi  den  Punkt  P  gehende  Oerade 
vea  den  Ecken  ^BCgelUlten  und  im  richtigen  Sinne  genommenen 
Lote  bedeuten. 

Beweis  sn  II. 

Man  stelle  die  Abstände  der  drei  Punkte  J,  ®  nnd  @  an!  oder 
auch  nur  ihre  YerhKltnisse,  was  weiter  keine  Schwierigkeit  hat  Fttr 
den  Punkt  J  also  91^19  oder  auch  1:1:1,  dann  fhr  >) 


a 

endlich  Air  8,  indem  die  Punkte  M 


I)  g,  selbst  ist  durch  Anwendung  des  harmonischen  Mittels  im  vollstin- 

diMB  Vicftflii;  C<i D.D^Aß  «iiolebrt  dM  B«ciprolw  m     -  4-    ^  ~  ^ 

fesiü«  '  miüß  ht 

«0  Ae  A     •   Durch  Uaformang  wird : 
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{r008«,  roos^,  rcMy]   and  H 


f 


8aF  6bF       '  bcF 

beilntit  werden, 

Ö4:»t5»«  =  ^5  worin 


uiiil  Ö5  t3in  entsprecheuder  Ausdruck  ist.  Nun  kann  aber  boi  der 
Detcnninautü  das  erste  und  letzte  Glied  von  <Jj,  ff^  als  Propor- 
tionahiutLil  der  audera  Zeiieu  fortgelassen  werden  und  man  erh&lt 
die  Determinante: 


a       ,         6        ,  e 

lUH-ijim  niH^+U-H^U  ^ii'-Hn+n*^ 


ludem  sieb  der  Factor  92  »  absondern  lässt,  bleibt  die 

Identität: 

übrig,  08  gebt  also  die  Gerade       darcb  @,  ebenso  J"&'\ 

Beweis  fttr  III. 

Die  Abttinde  h^hi  ^  des  Mittelimnktee  L  des  Lemoine'sclien 
oder  des  Brocard'sciien  Kreises  Terhalten  sich  wie: 

worin  aber  r,        als  Proportionalantoile  der  folgenden  Zeile 
der  Determinante  nnterdrackt  werden  IcOnnen  *>. 


1)  I,  Nlbrt  RliBlich  wird: 
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Dio  Coordinatcn  des  XftugentialpuDktes  Z  *)  ood  des  Tarry*- 
Bchen  Pooktes  T^)  sind; 

md: 

worin  ^,     ^3  die  Winkel  des  iübeschriebenen  secoudären  Dreiecks 

=r  tkl,  t±!L,  +^  &  der  Brecard*idie  Winkel  Wem,  der 
durch  die  Belaüon 

(vgl.  FahnDann  a.  a.  O.)  definirt  lei. 

F 

Es  wird  aber  Uogd- «  ^,  aomit 


£8  bandelt  sich  also  am  die  Determiiiaite: 


ftf*-«!«)*,     ^(l'-tf)*,  |(P-W 


Abgesehen  von  Factoreu  »»m'  . . .  kauu  liieäclüc  sehr  vcrechiedMi« 
formen  anoehmen,  so  z.  B.  wird: 


1)  Ilt  AH,Z  —  r,  (u  i«:  l^  —  lffUm'v  nnd  dto» 

^ '  -i)»,  laden  «,  -  -ä  **"  "  """^ 


wird,    llierin  sind  />  nnd  9  die  Höhcnecgmente  auf  c. 

2d  cos»  (^1  4- 

«)  IitWkLI>t2>,7^i>i£^,ioUt  l,=»^lo»«=  ^i^  ^giaSi^ — » 

denn  «  ist  ancb  'S)^&J  und 

OC0f(^1+^) 

^(ein^jtang^-cos^j)   • 
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I 

I  \ab{h  -a)+<ic(c-a)P,   [ft«(tf  -  *)+Aa(a  -*)]^   [«i(«-<?)+c6(A  -c)P 

Durch  Subtractioii  uud  AdditioQ  der  Golounen  zu  oiuauUer  erhalt 
maa  hieraus  aach; 

m'^  — 

a(c(«-i)-a(a-i»(a(a-e)~i(^-tf)), 

(^tf-i)+a(«-.^))(tf(a-c)+ft(Ä-e)),     (+)(+),  (+)(+) 

Die  zweite  Zeile  kann  a{c—a){a—b)ri^,  . .  .  ,  ...  oder  a-bX—nhcril^ 
. . . ,  ...  geschrieben  werden  und  geht  um  ProportionalaDieile  der 
ersten  Zeile  verändert  einfach  in:  über,  die  letzte  Zeile 

endlich,  in  Ähnlicher  Art*)  verändert,  wird:  aHnl-\-bc — bt]  —  et)  — 

obdfi+tiy  ....  ...  nnd  da         — a,  {:+^  =     ^+»7  =  «  i»^ 

kann  dafür:  a2(i;f — *^^<j{),         ...  oder  auch  — —4*94, 
gesetzt  werden. 

Mithin  verschwindtt  \7  identisch  und  liegen  somit  die  Punkte 
XLT  auf  einer  Geraden. 

J.  Herrn  üb. 


2. 

Komeiitaaer  Bewcgun^nstaad  «Iiim  In  ior  Pnala  tIoI 
angewan^Mn  Meekanisnus. 

Man  steile  Pich  vor  zwei  Ebenen ,  von  denen  jede  mit  einem 
cnrvenfSrmigen  Schlitz  von  gleicher  Breite  versehen  ist  Beide  Ebe- 
nen drehen  sich  anf  einer  festen  Ebene ;  die  eine,  welche  den  Schlitz 
MN  enthftlt,  nm  den  Punkt  die  andere,  welche  den  Schütz  UV 
besitzt,  nm  den  Punkt  B.  In  den  Raum  zwischen  den  beiden  Schlitzen 
denke  man  sich  einen  cylindrischen  Stift  mit  kreisförmiger  Batit 
gesteckt»  dessen  Radius  genau  die  Breite  Jedes  Schlitaea  hat.  Fenier 


Wild  maltiplieirt,  to  isl  tn  dmn  Frodnct  d«s  Glied  -|-(a6-f  &c4-ca>/|  wegen  de« 
Factoit  «ifr4^<f  «B  ohne  Binfloti  auf  dea  Wert  der  ]>etei«iiiMiia  m'.  X  ""d 
llllt  iBiAIa  fett. 
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mogcu  die  beiden  Ebenen  durch  umo  starre  Stange  FG  (Fig.  1.) 
gelenkaitig  mit  LinamlLU-  vcrbundou  sein.  Setzt  man  nun  die  eine 
Ebene  ni  liulutiuii,  so  wwA  vermittelst  der  Stange  FG  ebenfalls  die 
andere  Ebene  in  l)i  huug  kummen  und  der  Mittelpunkt  /J"  des  Stiftes 
(und  zwar  nur  er  allein  desselben)  eine  bestimmte  Curve,  die  soge- 
nannte Eingriffslinie  hLbthreibeu.  Die  Tangenteuconstruction  an  die 
Eingriflfslinio  ist  bereits  in  der  vorigen  Abhandlung  dieser  Zeitschrift 
gegeben  worden.  Hier  ist  das  Verhältuiss  der  liotationsgeschwiodig- 
keiteu  der  sich  um  A  und  B  drehenden  Ebenen  unmittelbar  ge- 
geben; neuneu  wir  nämlich  die  Rotatioiisö^eschwindigkeiten  um  w4  uod 
Ji:  o  resp.  ß  nnd  bilden  den  Schnittpunkt  U  von  AB  und  FG  ^  so 
ist  bekanntlich: 

AQm  «=  DQ.ß 

(Diese  Gleichung  findet  Bich  abgeldtet  in  nnserm  Anfaatse; 
Theoretischc  Untersnclinng  einiger  in  der  Praxis  angewandter  kine- 
matischer Cyliuderketten.  Jahrgang  1881  der  YerhandlmigeD  des 
Vereins  z.  Bofdrd.  des  Gewerbfl.  Seite  439  —440.) 

Aas  der  Gleichuug  ergiebt  sich  das  GeschwindigkeitsverliältQiss: 

AQ 

Um  nun  die  Tangente  an  die  Eingriffslinie  in  E  zu  construiren, 
zeichne  mau  zunächst  die  Mittellinien  der  Sciilitze  und  lege  daran 
in  E  die  Tangenten.  Vom  Punkte  A  fäUe  man  darauf  die  Normale 
anf  die  Tangente  der  Corvo  Mx\\  letztere  sei  Aa^  ebenso  fälle  man 
vo!i  B  die  Normale  anf  die  Tangente  der  Curve  UV,  dieselbe  sei 
M,  Knnmehr  ziehe  man  ah  and  constrnire  anf  ab  den  Punkt  q  ao, 
dasa 

aa  _  AQ 

ist  Endlieh  ziehe  man  qE  nnd  zeichne  zn  qE  den  coordinirten 
Schenkel  EF\  letzterer  ist  die  verlangte  Tangente. 

Man  constmire  ferner  die  Normalen  der  Cnrreti  MN  and  UV 
in  E,  auf  der  Normalen  der  Curve  MN  nehme  man  den  beliebigen 
Punkt  C'an  and  verbinde  denselben  durch  eine  starre  Stange  gelenk- 
artig mit  A'^  ebenso  nehme  man  anf  der  Normalen  der  Curve  UV 
den  Pnnkt  D  beliebig  an  nnd  yerbinde  denselben  gelenkartig  durch 
eine  stim  Stange  mit  B,  Endlich  verbinde  man  anch  die  Mor^ 
malen,  die  man  sich  von  Cbis^nnd  ?on  i>  bis  1?  als  starre  Stangen 
denkt,  nnd  E  drehbar  mit  einander.  Han  kann  sieh  nnn  die  dreh- 
hären  Ebenen  mit  ihren  Schlitzen  entfernt  denken  nnd  man  erhftlt 
den  Mechanismns  in  der  Figor  2.  Die  Ton  dem  Punkt  E  heschriebene 
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Cnrfe  liat  dMibe  TaqgMite  als  di«  Torfaer  oonstniirte  der  £i»- 
griffiBliiiie.  Dareh  diese  Taageate  ist  bekannllich  der  momeiitaae  Be- 
weguigssiistand  der  Stangen  (OUeder)  CE  and  BD  ToUkomnieii  be- 
sttfflint 

Der  Mechanismus  in  Fig.  2.,  welcher  als  sccbsgliederige  Cy- 
linderkette  in  der  Maschinenwissenscliaft  bekannt  ist,  findet  An- 
wendung bei  der  Quiuteuzwaage,  bei  uiuer  bcsondem  Art  der  Stephen- 
son'schen  Locomotivsteuerung ,  bei  der  Uart'schen  Geradfahroag 
a.  8.  w. 

Man  kann  nun  sagen',  dass  in  Being  anf  die  Bewegung  des 
Punktes  E  Mer  Mecbanismas  in  Fig.  1.  mit  dem  Hecbanismns  in 
Fig.  2.  momentan  identisch  ist  Sind  die  Pnnkte  C  und  D  io  beiden 
Fignren  sogleich  die  Krammangsmittelpnnkte  der  Carven  MJS  und 
VV^  80  sind  beide  Mechanismen  in  Bezog  aof  die  Bewegung  dea 
Punktes  B  doppelt  momentan  identisch,  d.  h.  die  von  £  beschrie- 
benen Gur?en  beider  Mechanismen  haben  dieselben  KrOmmoags» 
radien.  Die  Gonstruction  dieeer  Krttmmnngsradien  werden  wir  in 
einer  spftteren  Abhaodlnng  geben.  Sind  endlich  die  Cur?en  MN  und 
VV  Kreise  und  die  Pnnkte  C  und  D  beider  Figuren  denelben  ihre 
Mittelpunkte,  so  sind  beide  Mechanismen  in  Bezug  auf  die  Bewegung 
des  Punktes  E  absolut  nud  continuirlich  identisch.  Interessant  Ist  der 
SpecialfsU,  wenn  die  Schlitze  geradlinig  sind,  nnd  deren  MitteUiniea 
durch  die  Pnnkte  A  nnd  B  hindurchgehen,  es  teilen  dann  die  Pnnkte 
C  und  D  in  die  Ünendlichkeit  (Fig.  3.)  und  die  tou  £  beschriebene 
Curve  ist  die  feste  Polcnrre  einer  beweglichen  Ebene,  deren  Punkte 
F  und  G  im  A  und  B  Kreise  beschreiben.  Um  die  Tangente  an 
die  Polcnrre  zu  zeichnen,  braucht  man  nur  BQ  zu  ziehen  und  zu 
EQ  die  Goordinirte  ET  zu  constmiren,  letztere  Ist  die  verlangte 
Tangente.  Ebenso  werden  wir  in  der  späteren  Abhandlung  den 
Krümmungsradius  der  Polcnrve  finden;  eine  allgemeine  Lösung  seiner 
Gonstruction  ist  meinem  Wissen  nach  bis  jetzt  noch  nicht  gegeben 
worden. 

Um,  wenn  auch  nicht  die  Tangente,  sondern  die  Normale  der 
von  E  beschriebene  Curve  (Fig.  1.)  zu  finden,  kann  man  auch  fol- 
gendermaassen  verfahren :  Mau  bilde  die  Schnittpunkte  L  nnd  K  der 
Linie  FG  mit  CE  und  ED.  Hierauf  bilde  mau  den  Schnittpunkt  P 
der  Geraden  LA  und  A'Z^,  zieht  man  nuu  die  Gerade  PE^  so  ist 
diese  die  verlangte  Normale.  (Diese  Gonstruction  haben  wir  in  der 
vorher  genannten  Abhandlung  in  den  Vcrhaudlungeu  des  Vereins  z. 
Beförderung  des  GewerbHeisses  (Seite  438—439)  gegeben.)  Es  wäre 
wol  interessaut,  deu  Zusammenhang  dieser  Normal cnconstmction 
mit  der  vorher  gegebenen  Xaogentenconstmcüon  su  finden. 
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Wir  haben  demnach  fQr  die  Constrnction  der  Normale  der  Pol- 
curre  in  Fig.  3.  auch  folgende  Lösung:  Man  errichte  auf  AE  in  E 
die  Normale  EL  und  auf  BE  in  E  die  Normale  EK,  Mide  die 
Schnittpunkte  K  und  L  von  FG  mit  den  Geraden  EL  und  EKy  ver» 
binde  A  mit  L  und  B  mit  A',  der  Schnittpunlct  P  dieser  Veri»ia- 
duBgaliniea  giebt  mit  E  verbunden  die  verlangte  Konnaie. 

JvU  18B2. 

August  Kamiaeh, 
Lehrer  der  Mathematik  und  Meehanik  in 
Trenenbrietzen. 


8. 

aSnr  Iiekre  4er  qnairatlaelien  FonneB* 

Dieser  Anfsatz  beantwortet  die  Frage:  welche  quadratischen 
Formen  mit  n  Veränderlichen  können  durch  lineare  Transformalion 
in  andere  mit  m«  n)  Veränderlichen  tranaformirt  werden? 

Die  Antwort  lautet:  Diejenigen,  deren  Determinante  und 
sämtliche  Diagonaluutcrdeterminanten  *)  bis  zum  (w-l-l)-teu  Grade 
incl.  Ters(  hvvindeu ,  —  weuu  aber  die  Diagonaluuterdeterüimanten 
m-teu  Grades  nicht  sämtlich  verschwinden,  so  kauu  die  Form  in 
eine  weniger  als  m  Veränderliche  enthaltende  Form  nicht  trans- 
formirt  werden. 

L 

Die  quadratische  Form 

(('hf  0^  —  £atknmkf  («a  =  oi^) 

gehe  durch  die  lineare  Transformation 

xt  —  (•  —  1,  2,  ...  fi) 

A;  =  1,  2,  . . .  « 

Uber  in  die  quadratische  Form 

8{»i9  yn  ^f^iky*yk,   {l^tk  hu) 

k         3|  ••«  II 


1)  DiagonaluntcrdeteiiDiDaDten  nod  diejenigen »  deren  4taat1i«h«  Hftnpt- 
diAgonftlelementc  snr  HAoptdiagonale  dar  onprAnglicbMi  PuHiialaaBte  gahSmk 
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Die  Derivirteu  der  beiden  Formen 

1  a/-        _ldg  ,  , 

"  2  &  2  B^i       ^* "  ^»  ^» 

süid  durch  die  Kelatioaen  verbunden: 

ifc     1,  2,  . . .  « 

k  ^™  1 }  2f  •  •  •  II 
Die  traosformirte  Form  enthält  yi  nicht,  wenn  gt  =  0,  also 

C2i,  ...  Chi)  —0  —  1,  2,   .  f») 

sind.  Dann  Terschwindet  aber  die  Determinante  der  quadratischen 
Form  /: 

D=i  I  oik  I 

ic  ^™  Ij  2j  •  •  •  A 

Uioraus  folgt: 

1.  Wenn  D  nicht  «  0  ist,  so  kann  die  Anzahl  der  Yerflnder» 
liehen  dorch  lineare  ^Transformation  nicht  verringert  werden ; 

2.  wenn  D  «- 0  ist,  so  ist  die  Reduction  möglich,  ond  zwar 
kdnnen  ebenso  viele  Veränderlichen  weggeschafft  werden,  wie  viele 
linear  von  einander  unabhängige  liösungen  das  Gleicbangi^jrstem: 

/"•(«i»  «ti  : . .  Xn)  =  0  1,  2,  , . .  «) 

ZttläSSt. 

n. 

Es  seien  D  und  die  sämtlichen  Diagonalnntcrdeterminanten 
bis  zum  (ni-\-i)'tQii  Grade  0,  während  die  Diagonal uut4;rdeter- 
miuautü  m-ton  Grades 

ib  M  1,  2,  ...  m 

nicht  verschwinde. 

in  >  0 ,  denn  wenn  die  sämtlichen  DiagonalnntardetennlnaDteD 
zweiten  («ü  —  und  ersten  (a„)  Grades  verschwinden,  so  ver- 
schwinden auch  die  sämtlichcu  Elemente  von  £>,  dieser  Fall  kaas 
aber  ausgeschlossen  werden. 

Wir  bezeichnen  mit  Jaß  die  Determinante  (m+l)-ten  Grades, 
die  aus  d  hervoiigebi  durch  Hinzufügung  der  «r-ten  Beihe  und  der 
/9-ten  Colonne  Ton  i>,  als  (m+iyte  Beihe  reap.  Gelonne. 
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Die  B&mtUehen  daß  TenchwlndeD.  Denn  wenn  «  oder  |f  ^  m 

ist,  80  sind  zwöi  Keihen  resp.  Colonnen  identisch; 

wenn  o  m,  so  ist       eine  Diagonalnnterdetenninante 

(«i-|-l)-ten  Grades; 

wenn  nnd  beide  ^  m  sind,  so  Tenehwindet  die  Deter- 

minante (fn-f2)-ten  Grades,  welche  aus  d  durch  Hinzufügung  der 
cf-teo  und  /5-ten  Keihe  ouil  Colonne  von  I>  entsteht,  mit  ihren  sämt- 
lichen Diagonalunterdeterminanten  erster  Ordnung  nach  der  Voraus- 
sesznng,  dann  verschsTiuden  aber  die  f?ömtlichen  Unf  i  rdotorminanteu 
erster  Ordnung,  nach  einem  bekannten  öaU&e  über  symmetrische 
Determmanteu,  also  ist  auch  daß  =  0. 

Hierauf  begründet  kann  es  nun  leicht  gezeigt  werden,  dass  nnter 
den  geuaunten  Umständen  das  (ileichungssystem 

/»(a^i»      ...  a-„)  —0      (« =  1,  2,  ...  1») 

(»—8»)  von  einander  lineare  nnabh&ngige  Lösungen  zol&sst. 

Es  sei  daß  diejenige  Detenniuautü  m-Lcu  Grades,  welche  aus  d 
durch  Weglassnng  der  ct-ten     ^  m j  Colonne  und  Hinzoftgong  der 

^-teii  Cüloune  von      und  des  Zeichens  ( entsteht. 

Daun  bind  die  («  -m)  Loaungeu; 
ff«  —  dm^mJ^fi       («  —  1»  ^       •»>  ) 

aftwf/J  —  >  (/J  =  1,  2,  ».  «— m) 

xmk  y  =  0  (y—  1,2,...|J— 1,  /J+lv  «— *»)  ' 

Dnrch  Substitution  ergiebt  sich  nftmlich: 

fiiSCxü^  ...  Wn)  —  di,m\^ß  =  0 

Wenn  also  die  Form  f  durch  die  lineare  Transfornutioii  traiii* 
fonnlrt  wird: 

ff«  =  ya+  £da,m^ßtfm^ß       («  —  1,  2,  . . .  i») 

^ SS  1,  2,  ...  n— f») 
ff^^^  —  d.f^^/l      (jS  «  1,  2,  ...  «— ») 

deren  Determinante  —  d*-^  nicht  Terachwindet,  so  fallen  die  Ver- 
indeilichen  ym^ß  (/3  «  1,  2,  ...  n^m)  aus  der  transformirten  Form 
weg»  und  die  tranrformirte  Form  wird 
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Misceüen 


sein  mit  der  nicht  verschwindenden  Determinante  d.  Die  AozaU 
der  Veränderlichen  kann  also  durch  lineare  Traasformatiou  nicht 
Weiler  reducirt  werden. 

Klaiuettborg  (üngm)  1887  Juni 

Prof.  Dr.  Tilyi. 


4. 

Zur  Funetion  r((r). 

Seien  o  und  n  ganze  Zahlen,  dann  wird  olFenlMir 

limr(«-|-»)     lim^i  («)      iimw  =oc 


um 


Um ^  =  limn(ii+l)  ...  («+a-l)  =  lim««  |l       ...  |l 

limi^  —  lim»«     Um«  oo 
Ufflr(a-4-«>  —  Umtt«r(«)      lim«  ssod 


oder 
daraus 
und 


Ersetzen  wir  nun  «  durch  ^,  a  durch  «ir,  so  wird 

— ^  —  r{x)\ogx 

Schreiben  wir  nna  n«  an  die  Stelle  von  x,  so  folgt 

fr^^- f  Oog»+Iog«)mi*+* 

oder 

log  r(nx)  —  «{artog*»— ^+«*io«*+<' 

und  demnach 

lim  -  {logr(»w)  —  fix)  =»  » log  r  —  X      lim  n  »  00 

Wir  haben  also  durch  ziemlich  einfache  Betraehtongen  eine  Seihe 
von  Sätzen  gewonnen,  die  sonst  anf  einem  ?iel  nmstgndlicherei 
Wege  abgeleitet  werden. 

Prag,  im  Juni  1887.  W.  Liska. 
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Litterarischer  Bericht 

XXI. 


Gesehidite  der  Mathematik  and  Physik. 

BnUetino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematicbe  e 
fiaiebe.  Pubblicato  daB.  Boncompagui.  Tomo  XIX.  Roma  1886. 
Tipografia  delle  adenze  matematicbe  e  fiaicbe. 

Der  19.  Band  entbllt  folgende  Abbandinngen. 

A.  Favaro:  Uebcr  einige  in  der  Biblioteca  Nationale  zu  Flo- 
renz kftrzUcb  entdeckte  GalUeianische  Documuntc.  —  Weitere  Unter- 
Bnchangen  Aber  das  Leben  und  die  Werke  des  Schweizer  Mathema- 
tikers aus  dem  17.  Jahrhundert,  PartolomeoSovero.  —  Die 
Optik  des  Claudio  Tolomco  da  Eugeiiio,  Admirals  von  Sicilien, 
Schriftstellers  des  12.  Jahrhunderts,  lateinisch  hergestellt  auf  Grund 
der  arabischen  Uebersctzung  eines  nnvoUkommencn  griechischen 
Textes,  dann  zum  erstenmal  nach  einem  Codex  der  Biblioteca  Am- 
brosiana zur  Beurteilung  von  Seiten  der  kunigliclien  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Turin  veröffentlicht  von  Gilberte  Govi,  Mit- 
gliod  derselben  Akademie.  Turin,  königl.  Druckerei.  Von  Seite  220 
(XLIX— 171)  mit  neun  Tafeln.  —  Die  iBibliothok  dos  aaliloo  Ga- 
lUei,  beschrieben  nnü  erl&ntert. 

« 

*A.  Genoccbi:  Kurze  ^chstflcke  ans  dem  Leben  des  Inge- 
niears  Savino  ReaKs. 

P.  Kiccardi:  Zn  einer  vollständigen  Sammlung  der  matbemati- 
Bcben  Werke  von  Lorenzo  Mascheroni. 
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S.  Realis:  Giovanni  Plana,  geboren  zn  Voghera  den  81  No- 
vember 1781,  gestorben  zn  Turin  den  29.  Januar  1864. 

Ch.  Henry:  Üeber  einige  ungedruckio  Blätter  von  Lagrange. 
—  Ungedruckte  Briefe  von  En  1er  an  d'Alembert  —  üngedruckte 
Briefe  von  Laplace,  veröffentlicht  mit  einer  ersten  Redaction  seiner 
Methode  die  Kometenbahnen  za  bestimmen  und  einer  Notiz  Qbor  die 
Mauuäcnpte  von  Fingrö. 

E.  Kardncci:  Ungedmekte  Lebeosbeechrelbnngen  italleniielier 
Mathematiker,  ver&set  von  Bernardino  BaldL 

J.  Dupuis:  Note  über  eine  gi  ometrische  Steüo  der  Republik 
des  Piaton.  —  Note  Aber  eine  geometrische  Stelle  des  Meuou  vou 
Piaton.  H. 


BibUotbeea  Matliemaitica  beransgegeben  von  Gustaf  En eatrOin, 
Stockholm  1886.  E.  u.  G.  Beyer.  Berlin,  Mayer  u.  MflUer.  Paris, 
A.  Hermann.  4^ 

Mit  diesem  Bande  schlicsst  die  erste  Reihe  der  Bibliotheca 
Matbcmaüca,  welche  seit  1884  (s.  litt.  Bericht  11.  S.  37)  im  An* 
schluss  an  die  Acta  Mathematica  und  iu  gleichem  Format  mit  den- 
selben erschienen  \9t  Er  besteht  aus  4  Numeru,  deren  jede  für 
sich  mit  dem  alphabetischen  Verzeicbniss  der  Werke,  Abhandlungen 
und  Noten,  dann  der  Recensioneu  beginnt  Die  darin  berflcksicb- 
tigten  Journale  sind  in  Nr.  4  aufgeführt.  Hierauf  folgt  ein  sachlich 
eingeteiltes  Register  der  Namen  der  Verfasser  mit  Verweisung  auf 
die  Nnmem.  Unter  den  vermischten  Notizen  ist  in  Nr.  1.  und  2. 
besonders  zu  nennen  die  Kritik,  welche  B.  Boncompagni  der 
Schrift  von  Maximilion  Marie:  ,,Sur  Thistoire  des  sciences  math4- 
matiques  et  physiqucs"  -  zuteil  werdüii  lässt,  indem  er  derselben 
zahlreiche  Ungonauigkeiteu  und  Mängel  in  den  Angaben  nachweist. 
—  L.  De  March i  rechtfertigt  die  Namensangabe  „Maurolicio"  statt 
der  gewöhnlichen  „Maurolico'';  doch  mag  der  Name  von  dem  Mes- 
sincr  Mathematiker  selbst  verändert  worden  sein;  man  findet  dafür 
auch  Maro  Ii.  -  Eneström  stellt  in  Nr.  1.  2.  und  3.  die  in 
Schweden  publicirten  Schriften  von  Ausländern  und  schwedische 
Uebersetzungen  ausländischer  Werke  zusammen.  —  S.Günther  zieht 
den  Anteil,  den  Albrccht  Dürer  au  der  Begründung  der  Curventheorie 
hat,  aus  Licht.  —  P.  Mansion  und  G.  Eneström  geben  histori* 
sehe  Aufschlüsse  über  Newton*s  allgemeine  Interpolationsformel.  — 
Ausserdem  sind  in  den  einzelnen  Nnmeni  mehrere  Fragen  gestellt 
und  1  Beantwortung  gegeben.  H. 
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Bibiiotheca  Mathematica,  Zeitschriü  für  GcschiL:!!!©  der  Hatbe- 
matik.  Herausgegeben  von  Gastaf  En  es  ir  um.  Stockholm  1887. 
Neue  Foigü  I.  8^   32  S. 

Die  neae  Folge  der  Zeitachrift  bembt  auf  dem  Beacblnaae  die 
FortAbmog  dea  Yeneicbiilsaea  der  Werke  Qnd  Abbandlongeii  auf- 
angeben.  Die  Gescbicbte  der  Hathematilc  soU  von  da  an  den  Hanpt- 
gegenatand  bilden.  Sie  gibt  nnn  knrze  biatoriacbe  Anfafttae  in 
gctaerer  Anzahl  ala  biaber.  Dann  folgen  Reoensionen,  Hitteilnng 
neu  eracbienener  Schriften  nnd  Fragen.  Daa  1.  Heft  entbftlt  folgende 
Ao&gftae: 

G  Enestruin:  Kurze  Uebersicht  über  die  neuen  Forscbunj^en 
in  der  Geschichte  der  Mathematik.  —  Neue  Notiz  über  eine  Ab- 
handlung von  Chr.  Goldbach  betreffend  die  Sommation  der  Reihen, 
1718  in  Stockholm  pabUcirt 

S.  Günther:  War  die  Cykloide  bereits  im  IG.  Jahrhundert  be- 
kannt? 

P.  Riccardi:  Note  bezüglich  auf  eine  Anagabe  dea  Nandus 
aiderena  Ton  Galilei. 

P.  Tannery:  Die  Ausziehuug  der  Quadratwurzeln  nach  Nicolas 
Uhuquet 

G.  All  man:  lieber  den  Namen  des  sogenannten  „Theorem  dea 
Gnomen.**  H. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie* 

Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.  Von  Dr.  Ch.  August 
Vogler,  Frukssür  au  der  landwirtschaftlichen  Hochschule  /u 
Berlin.  Erster  Teil.  Vurstuilu  ii  und  Feldmeasen.  Mit  248  ]IoIz- 
stichen  und  lU  Taleiu.  Brauuschweig  1887.  Friedrich  Vieweg  und 
Sohn.   688  S. 

Daa  Lehrbnch  iat  Iftr  Anfibiger  der  Geodftaie  bestimmt,  macht 
daher  geringere  Ansprflebe  an  Vorkenntnisse  nnd  Uebnng  ala  daa 
Taachenbncb  der  praktischen  Geometrie  Ton  Jordan,  legt  dagegen 
Gewicht  anf  die  atrenge  Fehlertheorie  nnd  Anagleidinngsrechnnng. 
Es  bebandelt  nach  einander  die  mathematische  Geograplüe,  die  ge- 
brftndilieben  ICasse,  die  Brechnng  des.  Lichts  in  kngdförmig  be- 
grenzten Medien,  sftmtlich  beschreibend,  die  Instrumente,  Fernrohr, 
Libellen  nnd  Axen,  Kroia  nnd  Albidade  nebst  HOlftvorrichtungen,  die 
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graphischen  und  mechauisclien  Httlfsmittel  der  Rechnung,  die  Theorie 
der  Beobachtungsfehler,  dio  Ausgleichung  derselben  nach  der  3Iethndo 
der  kleinsten  Quadrutsununeu,  das  Feldmessen,  hierzu  das  Abstecken 
von  Linien  zur  Längenmessung,  dio  Winkelabstcckung  zur  Coordi- 
natenanfnahme,  die  Messtiscliaufnahmo ,  die  TheodoHtaufnahme.  Po- 
lygoumessung  und  Triangulation,  die  Bussolenaufnahme,  das  Ent- 
werfen der  Sttnntidiisjdäne  nnd  (Vie,  Flüchenberechnung,  die  Flächcn- 
teilang,  das  Ab&ieckeu  langer  gerader  Linien,  die  Carveuabsteckung. 

H. 

Anleitung  zur  Bereebnaug  geodätuehor  CoordiiutteD.  Von  Prof. 
Dr.  Otto  Börsch,  Secttonschef  im  König!.  premsischeD  geodlti- 
Bchen  iBBtitnt.  Hit  zwei  FigarentafBln.  Zweite,  ToUstftndIg  ninge- 
arbeltefte  nnd  Termdirte  Auflage.  Caaee!  1885.  A.  fVejaeiiBiiilt 
165  a 

Das  Buch  setzt,  nach  der  Abfassnngsweise  zu  nrteilen,  ein  ge- 
wisses Mass  mathematischer  und  das  volle  Mass  technischer  Kennt* 
niise  Torans  uud  gibt  dem  mit  der  höhern  Geodäsie  Vertraotcn  die 
ZOT  Praxis  erforderlichen  factischen  Angaben  in  Grössen  und  For- 
meln. Obwol  die  Titei  der  Abschnitte:  Mathematische  fialfslebreo, 
Erdsph&roid,  geod&tische  n.  zw.  gcographiicbe,  rechtwinklig  spblroi- 
dische»  rechtwinklig  sphAriscbe,  rechtwinklig  ebene  Coordinaten«  Aaf- 
lOsong  einiger  g^odfttischen  Aufgaben  —  anf  einen  fortschreitenden 
Entwickelangsgang  hindeuten,  so  findet  man  die  entsprechende  Treu* 
nang  und  Orduung  des  Stoffs  in  der  Ausfabrung  nicht  beobachtet 
MOge  der  Leser  entscheiden,  ob  ihm  die  gegebenen  Erkllmogen 
and  die  Anordnung  des  Buchs  zum  Gebrauche  ausreichend  scheinen. 
Die  2.  Auflage  berichtigt  zahlreiche  Fehler,  die  durch  die  notwen- 
dige Eile  in  der  ersten  Abfassung  entstanden  sind.  H. 


Erd-  und  Uimmeiakuude. 

Elemente  der  theoretischen  Astronomie  für  Studirende  bearbeitet 

von  l)r  Karl  I  srael  -  Hol  t  z  w  ar  t,  Keal  gymnasial  -  0  beriehrer  lO 
Fraukiurt  a.  M.    Wiesbadou  1666.   J.  h\  Uergmauu.    7ii  S. 

Das  Buch  ist  im  echten  Sinne  für  Studirende  verüasst,  d.  h.  es 
gibt  nicht  Unterweisung  in  der  ausabeuden  Astronomie,  aondem  de- 
dudrt  die  Lösung  von  deren  Aufgabe  ans  mathematischen  Prindpieo. 
Diese  Lösung  wiederum  ist  nicht  bloss  ans  den  Quellen  zosammefi- 
gestellt,  sondern  nach  eigner  Methode  des  Verfassers  verarbeitet  nsd 
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Tereinfacbt.  Dass  zu  diesem  Zwecke  ein  grosser  Teil  der  PriBcipien 
der  analytischen  Mechaoik  nnd  mndie  sehr  bekannte  Gegenstände 
der  Analysis  besonders  vorgetragen  werden»  mochte  woi  bei  natür- 
licher Sachlage  als  fiberflUssige  Zntat  erscheinen,  da  zn  einem  wiric- 
liehen  Stodinm  der  Astronomie  die  Tertranthelt  mit  diesen  Prindpien 
aelbsiverstftndlkh  notwendig  ist.  Wir  kOnnen  aber  andrerseits  darin 
ein  Zengnias  dafür  erblicken,  wie  wenig  der  YerAwser  anf  das  Yor- 
bandenaein  jener  natOrlichen  Sachlage  geglanbt  hat  banen  zn  dflifen, 
wie  überwiegend  die  Astronomie  bisher  ohne  ansreichendeVorbUdong 
getrieben  worden  ist»  nnd  wie  sehr  es  an  Bflchem  gefehlt  hat,  die 
dM  Stodinm  begOnstigen.  Hiemach  kann  wol  das  gegenwärtige  Untere 
nehmen  als  ein  erster,  bahnbrechender  Tersnch  gelten  eine  wesent- 
Lacke  der  Litteratar  ansznfttUen.  Das  gesamte  Werk  besteht  ans 
5  Teilen,  deren  jeder  als  selbstftndiges  Ganses  gestaltet  nnd  einseln 
kftoflScb  ist  Der  1.  Teil:  Elemente  der  sphärischen  Astronomie 
nnd  der  3te:  Nachträge  nnd  Tafehi  dasn  —  bebandeln  nnr  die  geo- 
metriache  Seite  der  Astonomie;  der  3.  nnd  4.  Teil,  beide  betitelt:  Ele- 
mente der  theorischen  Astronomie  —  die  Dynamik  des  isolirten  l^fstems 
zweier  Himmelskörper,  die  elliptische  Bahnbestimmnng,  Finsternisse) 
Meteorbahnen  n. a.;  der  h,  Teil:  Elemente  der  Astroniechanik  —  die 
StdroDgen,  nnd  zwar  nach  einer  orientirenden  Einleitung  erst  mathe- 
matische Hfllfelebren  (approximative  Integrationsmittel,  Mechanik), 
dann  die  vou  den  Bahnexcentricitäteu  unabhängigen  —  dann  ab- 
hängigen Störungeil  des  JUidiusNertors  und  der  Länge,  dann  die 
Störnngen  der  l>roite,  die  Sacularstoruugeu  der  Elemente,  dann  die 
Methode,  die  bei  spccielleii  btüruiigeii,  wo  die  (Jonvergeiiz  inelit  ge- 
nügt, auzuwendeii  ibt,  dann  die  Uuvcränderlicbiieit  der  uiittlereu 
Bevregung  der  IManeten.  Ausserdem  enthält  der  5.  Teil  die  Berech- 
nnng  der  Sturuugen  der  Kotationen,  schliesslich  die  histonbclie  Leber- 
sicht  der  Astronomie  von  den  ältesten  Zeiten  bis  zur  GegeuwarL 

H. 


Erdkunde  nnd  Mathematik  in  ihren  gegenseitigen  Beziehungen. 
Von  Dr.  Siegmund  Günther,  Professor  an  der  k.  technischen 
Hochschale  zn  München.  München  1887.  Theodor  Ackermann. 
90  8. 

Diese  Schrift  soll  beim  Uebergange  dos  Verfassers  von  der  mathe- 
matischen zur  geograpliibchen  Lehrtätigkeit  die  Siede  euier  Antritts- 
rede vertreten  und  aeme  Autfassung  von  seiner  Lehrautgabc  darlegen. 
Die  Bezieliung  zwischen  Erdkunde  und  Matliomatik  ist  die  offen  zu- 
tage liegende,  der  gemäss  die  Erdkunde  die  Ideiiste  der  Mathematik 
2a  Hülfe  nehmen  moas,  nnd  letztere  vou  ihr  Aachen  empfängt  ^ 


Digitized  by  Google 


6 


LM»arudkar  BeridU  XXL 


eine  andre  wird  auch  hier  nicht  gesucht.  Die  Geographie  hietet  in 
grosser  MannichfaUiskoit,  extensiv  und  intensiv,  quantitative  Fragen 
dar,  die  der  Math' matik  zufallen.  Es  kam  nur  darauf  au  die  spre- 
chendsten Beispiel*  Inerzu  in  vielseitigster  Weise  vorzuftihren ,  was 
denn  auch,  mit  ^nnii  in  der  alten  Geschichte  (Kanio  „Geometrie" 
als  deutlicher  Beleg)  gescl)«'!i*  ii  ist.  Wir  wollen  indes  nur  solche 
Punkte  hervorheben,  in  welchen  disputabele  Ansichten  des  Verfassers 
enthalten  sind.  Er  führt  aus,  dass  mit  der  Bezeichnung  „Geogra- 
phie" die  Doctrin  zu  eng  gefasst  und  ihr  durch  Beschrilukung  auf  die 
beschreibende  Metiiodc  ein  wesentln  hes  Bildungselement,  somit  ein 
grosser  Teil  des  Interesses  entzogen  werde;  er  ]>efürwortet  daher 
den  umfassenderen  Namen  Erdkunde".  Da  hl  es  denn  zunächst 
auöaüend,  dass  er  von  der  Geologie"  --  ein  Wort  das  als  solches 
gleichhedentend  mit  „Erdkunde'*  ist  —  gar  nicht  spricht  Die  gewöhu- 
liclu'  l^iuteilung  der  Geographie  in  mathematische,  physische  und 
politische  wird ,  als  wäre  sie  nur  eben  herkömmlich ,  kaum  berührt, 
und  was  wir  als  Gebiet  der  Geologie  betrachten,  die  Genesis  des 
Erdkori)ers,  mit  in  die  zur  Erdkunde  erweiterte  Geopraphie  gezogen. 
Die  bisherifje  Spaltung  des  Lehrstoffs  wird  verworfen  ohne  deren 
praktisi  iii'  (Iriiüde  zu  erwapen.  Dass  jede  I'orsrhung  vor  allen  Er- 
kliirungsideen  die  Tatsachen  ms  Auge  fassen  muss,  dass  lilr  die  Erd- 
kunde die  Tatsachen  ein  sehr  weites  Gebiet  nmfa.ssen,  und  dass 
dieser  Umstand  nm  nötigt  bei  der  Beschreibung  längor  zu  verweilen 
als  in  andern  Wissenszweigen,  ist  ganz  unbeachtet  geblieben.  Zttr 
Rechtfertiguug  möchte  man  vielleicht  anführen ,  es  handele  sich  um 
(In'^  Verfahren  au  Iloeh^fbulen,  wo  eine  genügende  Kenntnis»  dor  za 
beschreibenden  Gegenstuuile  vorausgesetzt  werden  kunue.  Allein 
einerseits  ist  von  verschiedenem  Verfahren  für  verschiedenen  Stand- 
punkt der  Hörer  gar  nicht  die  Rede;  andrerseits  liegen  zwei  kurze 
Aeusserungeu  vor,  die,  da  sie  nicht  näher  erläutert  sind,  ein  sehr 
charakteristisches  Licht  auf  die  Auffassung  zu  werfen  scheinen,  die 
dem  Auftreten  zu  Grunde  liegen  möchte.  Die  Gcstaltuug  der  Erd- 
oberfläche ist  zum  Theil  Werk  der  Natur,  zum  Teil  Werk  der  Men- 
schen, infolge  dessen  verzweigt  sich  auch  die  derselben  gewidmete 
Doctrin,  und  wendet  sich  der  eine  Zweig  der  Physik,  der  audre  der 
Völkergeschichte  zu.  Der  Verfasser  versucht  nun  auf  Seite  2.  die 
Einheitlichkeit  der  Erdkunde  dadurch  zu  retten,  duss  er  gestützt  auf 
bekannte  und  berüchtigte  Philosophemc  die  men^chlicbo  Tätigkeit 
für  Naturwirkung  ausgibt.  Wir  wollen  auf  den  lo^nsclieu  Fehler 
jener  Philosopheme,  die  Verwechselung  der  vom  Menschen  geübten 
Combinatiou  der  Naturkräfte  mit  den  Naturkräfteu ,  nicht  eingehen, 
sondern  fragen  nur,  ob  der  Verffxsser,  wenn  nach  seiner  Ansicht  die 
Entstehung  von  Städten  Naturwirkuug  ist,  den  Beginn  der  Wissen- 
schaft solange  vertagen  will,  bis  diese  Wirkung  erkannt  ist,  und  die 
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küiiftigi'ii  Städte  nach  bcstimmtüu  Gesetzen  ermittelt  werden  können? 
Offenbar  lag  dem  Verfasser  nur  daran  nicht  eingestehen  zu  müssen, 
dass  er  sich  in  seinen  Vorträgen  nnt  der  historischen  Seite  der  Erd- 
kunde nicht  befassen  wollte,  doch  möchte  einer  solchen  Auskunft  das 
ofifenc  Bekeontniss  wul  vorzuziehen  sein.  Die  zweite  Aeusscruug  auf 
S.  8.  erwfthnt,  dass  unter  gewissen  Umständen  (im  besten  Wortsinne) 
die  bloss  rhetorische  Darstellung  einer  Frage  der  physikalischen  Erd- 
kunde der  analytischen  Untersuchung  gegenober  gewisse  Vorteile  dar- 
biete, wenn  nrim^ich  die  Menge  der  zu  berücksichtigenden  Factoreu 
eine  allzu  grosse  wird.  Letzteres  ist  meistens  der  Fall,  daher  will 
die  Einschränkung  auf  soh  }ip  Umstände  wenig  sagen.  Die  Vorteile 
der  rhetorischen  Darstellung  bürden  wir  gern  einräumen ,  wenn  wir 
die  Beifügung:  „im  besten  Wortsinne'^  —  dahin  deuten  könnten, 
dass  die  Darstellung  nicht  „bloss"  das  Ziel  der  Rhetorik,  augen- 
blicklichen Eindruck  zu  machen,  sondern  auch  die  Bedingung  didak- 
tischen Vortrags,  intellectaelle  Contiuuität,  im  Auge  haben  muss,  was 
der  Wortlaut  zu  verwehren  scheint.  Die  Möglichkeit  beides  zu  ver- 
einen sei  unbestritten,  aber  die  gewöhnlichen  Beispiele  rhetorischer 
Behandlung  scientiver  Fragen  geben  nnr  Zeugniss  vom  Gegenteil, 
indem  sie  die  Hörer  spmngweise,  ohne  stetigen  Entwickelnngigang, 
ine  uf  einem  Jahrmarkt,  von  einem  Gegenstande  zum  andern  führen, 
10  dass  dieselben  viel  gesehen  haben,  aber  nichts  mit  nach  Hanse 
nehmen.  Dies  sind  -swel  Punkte,  die  noch  richtig  za  stellen  wareu, 
im  abrigen  kann  es  nns  eher  aoffiallen,  dass  manches  erst  versichert 
werden  mnsste,  was  wir  l&ogst  als  aosgemacht  zn  betrachten  pfiogton. 
£inen  wesentlichen  Bestandteil  der  Schrift  machen  die  historischen 
nnd  Utterarlschen  Nachweise  zn  bezflglichen  Stellen  ans,  die  am 
Schlosse  sosammengestellt  sind.  Hoppe. 

Practische  Anleitung  zur  Iliniualsiihotugraphie  nebst  einer  korz- 
gefassten  Anleitung  zur  moiicruen  photographischeu  Operation  und 
SpccLralphutügrupliic  im  Cabinct  Von  Isicülaui>  vüu  Konkuly, 
Dr.  phil.,  lütter  des  eis.  Kronen-Ordens  III.  Cl.;  Besitzer  Sr.  Maj. 
des  Kaisers  von  Oesterreich  grosser  goldenen  Medaille  für  Kunst 
nnd  Wissenschaft;  Mitglied,  resp.  Ehrenmitglied  vieler  wissenschaft- 
lichen und  technischen  Vereine  und  Gesellschafton.  Mit  218  Text- 
abbiidnogen.  Halle  a.  S.   1887.   Wüheim  Knapp.  372  S. 

Der  Gebrancb  des  Bncbes  setzt  Tollkommene  Yertrantbeit  mit 
der  Chemie  nnd  Physik,  besonders  der  Optik,  andrerseits  die  Ge- 
legenheit yorans  die  Knnst  in  einem  Tollstftndig  dngerichteten  La- 
botatorinm  danemd  ansmlLben.  Der  I.  Teil  behandelt  die  Einrich- 
tnng  des  Laboralorinms,  namentlich  der  (nnr  rot  odto  nnr  gelb  be- 
lenchteten)  Dnnkelkammer,  dann  daa  Prtiparirai  von  Platten;  der 
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II.  Teil  das  helle,  aber  auch  zum  Dunkel  machen  eingerichtete  Ca- 
binet;  der  III.  Teil  die  Aufnahme  der  Himmelsobjeete  tiberli;nipt, 
dann  im  einzelnen  die  der  Sonne,  des  Mondes,  der  Planeten  und 
Kometen ,  der  Fixsterne ,  der  Sternschuupi^en ,  des  Nordlichts ,  der 
Blitze,  der  Corona,  Chromosphäre  und  Sonnenflecke,  der  Fixstern- 
spectra,  und  zwar  werden  sowol  die  Vorschriften  für  das  Verfahrea 
als  Aach  die  Berichte  ttber  aasgefttbrte  Aafnahmou  gegeben.  U. 

Mctcorolügisi  he  Zeitschrift.  Herausgegeben  von  der  Oester- 
reicbisclicn  Gesi  haft  für  Meteorologie  und  der  Deutschen  Mcteo- 
rolügischcu  Gesellsthatt.  Rcdigirt  von  Dr.  J.  Hann  (Wien,  Hobe 
Warte)  und  W.  Köppen  (Hamburg,  Seewarte).  Dritter  Jahrgang 
ibSi;  (zugleich  XXI.  Bd.  d.  ,,ZeitAcbr.  d.  Oesterr.  Oes.  f.  Met'') 
Berlin,  A.  Aaher  n.  Co. 

Dieser  Jahrgang  ist  der  erste,  welcher  von  beiden  Qesellsdiaftai 
gemeinschaftlich  herausgegeben  wird    Die  Zeitschrift  enehetnl  in 

monatlichen  Heften  (zu  48  Seiten) ,  deren  jedes  erst  3  oder  4  Auf- 
sätze, dann  eine  grossere  Anzahl  kleinerer  Mitteilungen,  dann  einen 
Litteraturbericht  enthält.  Die  Aufsätze  im  vorliegenden  Jahrgänge 
sind  folgende. 

A.  Woeikof:  Klima  an  der  Lenamündong  nach  eiigibrigen 
Beobachtangea. 

0.  Jesse:  Die  anlUIeDdeii  AbenderscfaeinoDgen  am  Himinel  im 
Jnni  and  Jnli  1885. 

H.  Hildebraudsson:  Die  mittlere  Bewegung  der  oberen 
Lnftströme. 

F.  Erk:  Der  Föhusturm  vom  16.  und  16.  Oct.  lööo  und  seine 
Birkungen  im  baierischen  Gebirge. 

A.  Magelssen:  Ueber  Wellenbildungen  in  der  jährlichen  Pe- 
riode der  Lufttemperatur.  —  Temperatarrerhftltoisse  kommender  Jahrs. 

J.  Liznar:  Einflnss  des  Mondes  auf  die  meteorol.  Elemente 
nach  den  Beobachtangn  xn  Batavia.  —  Das  Klima  von  Batana. 

W.  Schaper:  Leber  die  Bestimmung  der  magnetischen  IneÜ- 
nation  mittels  Erdiuductor  und  Telephon. 

J.  Hann:  Zur  Kenntnis^  der  Wrtiilung  des  Luftdruckes  auf 
der  Erdoberfläche.  —  Gewitterporiodeu  m  Wien. 

H.  Ho  ff  mann:  Phftnologlsche  Studien. 
£.  Jhne:  Karte  der  Auf  Uflhzeit  Ton  ByringaYulgaris  in  Europa. 
P.  Schreiber:  Einige  Umformungen  der  Formel  Airbaroms- 
trische  HOhenmessungen  anr  Verwendung  bei  Reduction  m  Bwo* 
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mcterständoD.  —  Bcstimmnng  der  Bewogang  eines  Lnftballons  durch 
trigODometriscbe  Messungen. 

W.  Koppen:  Die  Uniersnchangen  von  Dr.  J.  van  Bebber  Uber 
typische  Witterangscrscheinungen.  —  Der  Orkan  vom  14.  Mai  in 
Qrosaeii  a.  d.  0.  —  Der  Orkan  vom  12.  Mai  zn  Madrid. 

J.  M.  Pernter:  lieber  Langley*«  Unteniidittngen  der  Sonnen- 
Strahlung.  —  Angot*B  theoretiache  Untersnehnagen  Aber  die  Yertei- 
Inng  der  Wirme  anf  der  Erde. 

J.  Maurer:  TemperatnrleitaQg  und  Strahlnng  der  rahenden 

Atmoapbäre. 

F.  H  Bucbboltz:  Fahrt  des  Militftr-Balioas  liarbara  am 
10.  Dec.  Iöö6. 

E.  Eeimann:  Einiges  aber  Gewittererscheinaogen  im  Biesen, 
gebirge. 

N.  Ekholm:  Ueber  die  tftgiiche  Variation  des  Lnftdmckes 
wftbrend  des  nordisehen  Winters. 

J.  van  Bebber:  Uotersnehnngen  von  Elias  Loomis  Uber  die 
Form  nnd  die  Bewegung  der  CyUonen.  —  Die  yerOffentlichnngen 
des  Kgl.  Niederländischen  Instituts. 

E.  Brückner:  Die  Schwaukungen  desWasserstandes  im  Schwarzen 
Meer  und  ihre  Ursachen. 

F.  Vettin:  Luftströmungen  über  Berlin  in  den  1  Jahreszeiten. 
—  Einwirkung  der  barometrischen  Maxima  und  M*"^"*«^  aof  die  £Uch- 
tnng  des  Windes  and  des  Wolkenzages. 

H ngo  Meyer :  Oewitter  des  obem  Leinelaiei  aas  1.  Juni  1886w 
A.  Hasen:  Thermometer-AnliteUttng. 

F.  M.  Dra^nert:  Verteilung  der  Kcgenmengen  iu  Brasilien. 

A.  Richter:  Tägliche  Drehung  des  Wolkenzuges. 

G.  Hell  mann:  Beitrige  zur  Kenntniss  der  Kiederschiagsver- 
biltnisse  von  Dentschland. 

B.  Assmann:  Der  Orkan  vom  14,  Mai  in  Crossen  a.  d.  0. 

F.  Lingg:  Ungewohalidie  AnoiBalie  swischen  gleiehieitigen 
Bafometerstinden  von  Mflnehen  nnd  dem  Wendelstein. 

G.  Schubring:  Rednction  des  Barometerstandes  anf  deu  Meeres- 
spiegel mit  Hälfe  einer  graphischen  Tafel. 

K.  Dove:  Der  Orkan  vom  lU.  Ang.  18Ö6  bei  Northeim  nud 
Catteuburg. 

F.  Bäsch:  Zar  Polarieation  des  serstrenten  Himmelslichtes.  — 
Beobachtungen  ttber  den  Gang  der  nentralen  Punkte.  IL 
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Physik. 


ThermodynMiüqae.  Par  J.  Bertrftnd,  de  l'Aead6iiiie  Fnn- 
gaiBS,  Secrötaire  perp^tael  de  rAcad^mie  des  scienceB.  Paris  1687. 
Ganthier-Vmara.  2H  S, 

Eine  neae  Bearbeitaag  der  Wilrmetheorie  nach  ihrem  beatigeii 
Staadpaaki  nnteroimmt  der  Yerikaser  aas  dem  Gesichtspnnkt  der 
streagst  möglicfaen  logischen  Kritik.  Er  sagt ,  man  kdnae  in  dieser 
■  Beziebnng  nicht  alles  leisten,  aber  doch  sehr  viel  bessern  nnd  die 
haaptsaehlichen  logischen  Mängel  beseitigen.  Seine  logischen  Gmnd* 
sttse  hat  er  nicht  formnlirt  ansgesprochen,  sondern  nur  in  B^ielen 
angedentet,  ans  denen  sie  sich  ^nigermassen  ahstrahiren  Uknen.  Er 
rOgt  es,  dass  man  Ideen  als  Axiome  —  sei  es  als  ^^the6en  oder 
als  nrspranglich  gewiss  —  betrachtet,  in  denen  notwendige  Fragen 
gar  nicht  snm  Bewnsstsein  gezogen  sind.  Hiermit  ist  in  der  Tat  ein 
herrschender  Fehler  der  Forschnngslogik  ans  Lieht  gezogen,  der  sich 
aber  weit  bestimmter  beseichnon  Msst,  wenn  man  nnr  nicht  bei  der 
vagen  Anffassnng  des  Wesens  der  Hypothese  stehen  bleibt,  welche 
darin  nichts  als  eine  interimistische  Stfitse  einer  noch  anfertigen 
Theorie,  statt  eines  wesentlichen  Elements  alles  exacten  Wiasens 
sieht  Theorie  hat  nnr  Sinn  relativ  aar  QTpothese,  nnd  nmgekehrt, 
und  apriori  hat  nur  Sinn  in  der  Anwendung  der  (empirisch  be- 
festigten) Theorie  auf  die  neue  Wirklichkeit.  Die  angdiliche  Er- 
kenntnisa  apriori,  in  welcher  der  Verfasser  die  Hennang  der  wesent- 
lichen Momente  vermisst,  ist  eben  nichts  als  nngeprftfle  Meinung. 
Mit  Recht  begrttsst  man  den  ersten  verbindenden  Gedanken  (z.  B. 
Descartes:  Erhaltnng  der  Kraft,  Schiaparelli:  Identit&t  von  Kometen 
nnd  Stemschnppen)  als  grosse  Entdeckung.  Mit  ihm  ist  der  Bactl- 
los,  die  Universal-Uraache  der  Erscheinung  aufgewiesen  und  die 
Hoffnung  auf  ihre  Erklärung  erweckt  Aber  von  da  an  können  Jahr- 
hunderte vergehen,  ehe  es  den  Anstrengungen  der  Forscher  gelingt, 
eine  brauchbare  Hypothese,  d.  h.  nicht  nur  im  allgemehien  haltbar,  son* 
dem  auch  nach  allen  Seiten  ansschliessend  und  nur  soviel  unbestinmit 
lassend,  als  im  Gedanken  durchlaufen  werden  kann,  anzufinden.  Der 
sehr  verbreitete  Fehler,  um  den  es  sich  handelt,  iat  die  Verwechse- 
lung jenes  verbindenden  Gedankens,  dem  aar  Erklärung  der  Erschei- 
nung das  Notwendigste  noch  fehlt,  mit  der  Hypothese  als  definitiver 
Errungenschaft.  Im  Vorliegenden  geht  der  Verfasser,  nachdem  er 
in  der  Kflne  eine  üebersicht  Ober  die  Wärmetheorie  Ar  vollkommene 
Gase  gegeben  hat,  vom  ersten  verbindenden  Gedanken  aus,  den  er 
Sadi  Gamet  suschrsibt,  entwickelt  suerst  dessen  Ideen,  dann  die 
Ideen  von  Robert  Major  nnd  geht  dann  zu  Theoremen,  xunächat 
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von  Carnot«  dann  eligftwnd  «dcI  berichtigead  vom  dansins  fiber. 
Die  folgendea  Capitel  bebandeln  die  Dilfereatialglelchmigen,  die  eha- 
laktcristiacben  Fnnctionea,  einige  Sfttae^  einige  ProUemo,  einige  An- 
wendungen, die  Condeneation  der  Dftmpfe  wäbrend  des  Aapttrömene, 
Cyklns  des  Dampfes  and  Diagramme  der  Maaebinen,  nlcbl  nmkebr- 
bare  Cyklen,  die  Arbeit  der  Elelrtricität  Hoppe. 

Zeitschrift  für  den  PbyBikalischen  und  Chemischen  Unterricht. 
Unter  der  besoudei-on  Mitwirkuug  von  Dr.  E.  Mach,  Professor  der 
deutschen  UniversitÄt  zu  Prag,  und  Dr.  B.  Schwalbe,  Professor 
und  Director  dos  Dorothcenstädtiächen  Realgyiimasiums  Berlin, 
herausgegeben  vou  Dr.  Fritz  Poske.  Erster  Jabigang.  Erstes 
Heft.  Berlin  1887.  Julius  Springer.  4^  40  S. 

Die  neu  erscbeineDde  Zeitscbrift  setit  sieb  die  Auljsabe,  einer- 
seits eine  VerständigaDg  Aber  die  leitenden  Prindpien  wie  Aber  die 
spedelle  Bebandlnng  des  Unteniebts  berbeisofUireD»  nnd  andrerseits 
es  an  vermitteln,  dass  die  von  Einaelneo  gewonnenen  Erikbmngen 
und  Einsiebten  zn  allgemeiner  Anerkennang  und  Wirkang  gelaageo. 
An  erster  Stelle  wird  die  Metbode  ins  Ange  gefasst  nnd  deren  plan- 
mtaige  Ansbildnng  anf  bistor^seber  nnd  logiscber  Grandlage  ange- 
strebt werden.  In  Hinsiebt  auf  den  ezperimentellea  Teil  des  Unter« 
ricbts  sollen  neue  Unterriebtsmittel  nnd  Verbessemngen  von  solcben 
bescbrieben',  sowie  Anbntnngen  snm  Oebraaebe  der  Apparate  and 
snm  Anstellen  von  Yersncben  aberbaapt  gegeben  werden.  Aach  der 
matbematlseben  Seite  des  Unterrichts  wird  Aofkaerksamkelt  nnd  Pflege 
angewandt  Nameatlicb  ist  eine  regelmissige ,  nach  xationellen  Ge- 
sichtspnakten  ansgeAbrte  ZnsammensteUong  von  Anfgaben  in  Ans- 
sicht  genommen.  Femer  werden  aas  der  Facblitteratur  des  In-  nnd 
Anslandes  Berichte  geliefert,  nnd  nen  erschienene  Scbrifteii  bes^o- 
eben  werden.  6  Helle  bilden  einen  Jahrgang  an  90  Bogen.  Das 
erste  Heft  enthalt  an  grössem  Anisfttren  E.  Hacb :  Ueber  den  Unter- 
richt in  der  Wärmelehre.  A.  Weinhold:  Eine  Infloensmasebine 
ohne  PolwecbseL  M.  Koppe:  Der  Foncaalt'iche  Pendslversach. 
Fr.  C.  G.  MtlUer:  Ein  DemonstrationsChennometer.  Job.  Berg- 
mann: Ein  neuer  Apparat  aar  DarsteOnng  einüMber  Schwingongen. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Jornal  de  Seiencias  Mathematicas  e  Astronomicas.  Publicado  pelo 
Dr.  F.  Gomes  Teixeira,  Professor  na  JBscola  Polyteohnifia  do 
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Porto,  Aiitigo  Professor  na  Uuiversidado  de  Coiinbra,  Socio  de  Aca- 
demia  das  Scicncias  de  Lisboa,  etc.  Vol.  VII.  Coinibra  1886.  Im- 
prcnsa  da  Universidade. 

Der  7.  Band  enthält  folgende  Abhaodlangou  und  Noten. 

£.  Cesäro:  Aritbmetiscbe  Bemerkungen.  —  Auszüge  aus  einem 
Briefe  an  Herrn  d'Ocagne.  —  Bemerkungen  Aber  die  Theorie  der 
Bethen. 

J.  G.  d'Oliveira  Kam  ob:  Ueher  die  Zerlegsog  der  Kreia- 
Itancüonen. 

Bamos  and  Gaaimiro  J.  de  Faria;  lieber  die  Coeffidenton 
der  Formel,  welche  die  Derivirte  beliebiger  Ordnung  der  sasammen- 
gesetsten  Functionen  gibt. 

M.  d'Ocague:  Lieber  gewisse  Bcstimmuiigeu  von  Grenzwerten; 
mittlere  Grenzwerte  zweier  Ziihlon.  —  Auszug  aus  einem  Briefe  an 
F.  Gomcs  Tcixeira.  —  lieber  gewisse  ai  ithnictisclie  Suramationcn. — 
Ueber  gewisse  symmetrische  Fuuctioueu ;  Anwendung  auf  die  Berech- 
nung der  Summe  gleichiiolicr  Pütcuzeu  und  Wurzelu  einer  Gleichung. 
—  Ucbcr  die  rectificabLiii  EUipsenbogen. 

L.  F.  Marrccas  Ferreira:  Ueber  die  Theorio  des  Hyper* 
boloids. 

J.  M.  Rodrigucs:  Theorie  der  Rotation. 

H.  le  Pont:  Geometrische  Note.  —  Neuer  Beweis  des  Gh.  Da> 
pin'flohen  Satzes.  ->  Note  über  die  Bewegung  eines  von  festem  Cen- 
trum ans  getriebenen  materieilen  Punktes. 

Gino  Loria:  Note  über  die  MultipUeation  zweier  Determi- 
nanten. —  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Determinante  einer  Ortho- 
gonaUubstitntion. 

Rodolpho  Guimar&es:  Ueber  einen  Sata  betreffend  die  Vor- 

gleichnng  von  Ellipsenbogen. 

J.  Bruno  de  Cabedo:  Ueber  eine  Formel  von  Taylor. 

F.  Gonios  Teixeira:  Anwendungen  der  Formol,  welche  die 
Derivirten  beliebiger  Ordnung  der  Functionen  von  Functionen  gibt 

Duarte  Leite:  Ueber  den  transcendenten  Teil  des  Integrals 
einer  rationalen  Function.  IL 


American  Journal  of  Mathematics.  Simon  Newcomb,  Edltor. 
Thomas  Oraig,  Associate  Editor.  Pnblisbed  under  the  Auepices 
of  the  Johns  Hopkins  University.  Yolume  DL  «BaUimore  1887. 
PnUicatiim  Agensgr  of  the  Johns  Hopkiia  UniTOrsitif  . 
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Der  9.  Baod  enthalt  folgende  Abhandinngen. 

•T.  J.  Sylvester:  YorlesaDgen  Uber  die  Theorie  der  Aecipro- 

cauten. 

W.  £.  Story:  Eine  nene  Methode  in  der  analytiacheD  Geometrie. 

F.  N.  Cole:  Kleia's  Ikoeaeder. 

A.  G.  Greenhill:  Welleubewegung  in  der  Hydrodynamik. 

A.  B.  üatbeway:  £iue  Abhandlung  in  der  Zablentbeorie. 

11.  B.  Fine:  Ein  Theorem  betreffend  'die  Singnlaritäten  ?on 
Corvon  mehrfacher  KrQmmnng. 

H.  Dallas:  Eine  Note  Qber  EegelaehnitthOscbel. 

P.  A.  Mac  Mahon:  Beobachtungen  an  Erzeugungsmethoden  der 
Theorie  der  Invarianten. 

Cayley:  Uebcr  diu  Trausformatiou  der  elliptischen  Fuuctiuüen. 

G.  PaxtoQ  YoQug:  Notwendige  und  hinreichende  Formen  der 
Wurzeln  uniserialer  Aborscher  Gleicliungcu, 

W.  Pitt  Darfee:  Symmetrische  Funcüonen  der  14<«  (8.  Bd.V. 
p.  348). 

M.  D'Ocagne:  lieber  eine  Claste  merkwOrdiger  Zahlen. 
M.  Hermite;  AnszQgc  ans  2  Briefen  au  M.  Craig. 

F.  Franklin:  Zwei  Beweise  fUr  Chaucby's  Theorem.  H. 

Journal  of  ihe  C'ollege  of  Science,  Imperial  University,  Japan 
Vol.  I.  part  II.  III.  Tokyo  1887.  Poblished  by  tbe  nniversity. 
97+126  & 

Die  Herausgabe  wird  Ton  einem  Comitee  der  UniversitAt  besorgt 
bestehend  aus  den  Professoren  D.  Kikuchi,  K.  Mitsukuri,  CG. 
Knott  (ans  Edinburgh)  und  S.  Sekiya.  Der  2.  Teil  enth&lt  eine 
deutsche  Abhandlung: 

Diro  Kitao:  Beiträge  zor  Theorie  der  Bewegung  der  Erd- 
atmosphäre nnd  der  WirbelstUrme. 

Der  3.  Teil  enthält  ausser  :3  zoologisch-physiologischen,  folgende 
physiludische  englische  Abhandluageu: 

Aikitu  Tanakadate:  Ein  Taschen-Qalvanometer.  ^  Die 

Constanten  einer  Linse. 

B.  Koto:  Vorkommen  von  Piedmontit  in  Japan. 

S.  Sekiya:  Das  starke  japanische  Erdbeben  vom  15.  Januar 
1S87. 
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C.  G.  Knott:  Elektrischer  Widerstand  von  Nickel  bei  hohen 
Teniperatoreii.  —  £toktri8c]ie  £igoii8oliaftea  des  hydrogeDisirteu  Pal- 
ladioms.  H. 

Nova  Acta  Regiae  Societatis  Scientiarum  Upsaliensis.  Seriei 
tertiae  Vol.  XIU.  1886. 

Von  den  im  13.  Baude  enthaltenen  11  Abhandlangen  gehört  eine 
der  Mathematik,  eine  der  Physik  an;  diese  sind: 

A.  Borger:  Ueber  eiuc  Anwendung  der  Thuorie  der  binomi- 
schen Gleichungen  zur  Summation  einiger  Rt^hen. 

K.  A'nf^'strüm:  üeber  ciinL'  neue  Metliotie  absolut*-  M-ssuii^nn 
der  strahlenden  W Linne  zu  uuicbeu,  sowie  ein  Instrument  luu  die 
Sonneostrahlaog  eini&uregiätriren.  H. 

Annnaire  de  robserratoire  de  Montsonris  ponr  Tan  1887.  H 6- 
t^orologie,  agricnltiire,  bygi^ne.  Paris.  GanthieroVillars. 

Der  diesjährige  Band  enthält  ausser  dem  Kaieuder  die  tabellari- 
schen Resultate  der  iu  Paris  uud  auf  dem  Moutsouris  gemachten 
meteorolügiscbeu  Beobachtungen,  insbesondere  betreffend  die  Sonnen- 
Strahlung,  Kälte,  Wasserdaropfspaunung,  Feuchtigkeit,  Lufttemperatur, 
Regenmenge,  Erdmagnetismus  und  den  Wind;  ferner  die  chemische 
Untersuchung  der  Luft,  des  meteorischen  und  fiiessendcn  Wassers; 
schliesslich  die  9te  Abbandlaug  von  Dr.  Miqnel  Uber  die  Bacterien 
der  Pariser  Luft  H. 
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Lehrbücher. 

Lehrbuch  der  Algebra.  Theoretisch-praktische  AnleitanR  zum 
Stadium  der  Arithmetik  und  Algebra.  Zum  Gebrauche  au  höherea 
Lehranstalten,  insbcsoudcrc  an  Gymnasien,  bearbeitet  von  Prof.  Dr. 
J.  van  Heügcl,  Oberlehrer  am  Königlicheu  Gymuasium  zu  Emme- 
rich.  Freibnrg  1.  Br,   1ÖÖ7.   Herder.   489  S. 

Das  Bach  macht  weniger  den  Eindruck  eines  Lehrbuchs  als 
vielmehr  der  Darstellnng  einer  muntern,  ungebundenen  Handhabung 
des  Unteirichts.  Nur  in  diesem  Sinne,  nur  als  augenblickliche  Ein- 
fälle zur  Erhaltung  der  lebendigen  Teilnahme  und  des  SelbsCdcnkens 
der  Scbftler  kann  man  die  Freiheiten  billigen,  die  sich  der  Ver- 
fasser nimmt,  indem  er  s.  B.  die  Gleichungen  einteilt  in  richtige 
und  falsche,  Begriffiserklfiruogen  gibt,  die  nichts  sind  als  Setenngen 
eines  Namens  fttr  den  andern  u.  s.  w.  Ihm  selbst  mag  ersteres  gnte 
Dienste  tan  um  aar  Probe  aufiafordem ,  letzteres  um  Bekanntes  zu 
?ergi!geawftrtigen.  Aber  eine  danemde,  auch  for  andere  Lehrer 
braoehbare  Grundlage  wird  darin  nicht  geliefert,  wenn  wir  auch  ein- 
rftnmen,  dass  alle  jene  Freiheiten  geschickt' genug  angebracht  sind 
am,  seihst  ohne  Kennzeichnung  des  wissenschafUichen  Kernes,  wd- 
cher  in  der  Tat  in  keiner  Weise  herTorgehoben  wird,  den  zu  er- 
lernenden doctrlnflren  Inhalt  nicht  zu  verhallen,  oder  die  Ueberslcht 
merklich  zu  beeinträchtigen.  Hiervon  abgesehen  ist  an  der  Lehr* 
metbode  eigentflmlich  der  Gang  vom  Allgemeinen  zum  Speciellen. 
WAhrend  man  sich  grösstenteils  dafttr  entschieden  hat,  dass  die  Be- 
griffe der  Arithmetik  durch  saccesuve  Erweiterang  zu  entwickeln 

AsA.  i.  KMfc.  «.  Vkis.  %  MOu,  T«a  Tl.  g 
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slnÄ,  hat  'der  Verfasser  die  entgegengesetzte  Wahl  getroffen.  Man 
büllte  meinen,  dass  der  Ausfall  der  Bearbcituug  den  Misgriff  deat- 
lieh  genusr  an  den  Tag  brächte.   Die  Operatioueo  werden  erst  ins- 
gesamt, dauu  eiDzeln  behandelt   In  dem  Capitel  von  der  einzelnen 
wird  eine  alle  Fälle  amfassen  sollende  Detiuitiun  an  die  Spitze  ge> 
stellt,  eine  Definition  die  vom  Begriffsinhalt  gar  nichts  sagt,  sondern  ihn 
uur  durch  Bedingungen  umgrenzt,  überdies  auf  keinen  Spccialfall  aa- 
weudbar  ist,  sondern  uur  verschiedene  in  Beziehung  setzt.  Der  Schüler 
wird  daher  weder  ans  ihr  den  Sinn  der  Operation  verstehen  lerueu,  noch, 
wenn  sie  ihm  bereits  bekannt  ist,  Einsicht  gewinnen,  ob  sie  mit  seinem 
Begriffe  vereinbar,  ob  sie  richtig  oder  vielmehr  —  dass  sie  falsch  ist 
Nun  werden  durch  Specialisirung  eine  Reibe  arithmetische  Sätze  als 
leichte  Folgerungen  aus  der  Deüuition    gezogen,  endlich  eine  An- 
zahl Beispiele  gerechnet  Letztere  holeu  dauu  leidlich  das  Versauuitu 
nach  und  können  allenfalls  einen  Begriff  von  der  Operation  geben, 
sogut  er  eben  in  der  elementaren  Rechenschule  gegeben  wird.  Ein 
Beispiel  einer  solchen  Definition  ist  die  folgcudc.    (S.  32.)  „Mul- 
tipiication  ist  das  Ableiten  einer  Zahl  (Product)  aus  zwei  oder  mehr 
Zahlen  (i'actoren),  weuu  sie  von  diesen  so  abiiäugig  ist,  dass  das 
Resultat  0  ist,  wenn  irgend  einer  der  Factoren  0  ist,  und  dass,  wenn 
au  die  Stelle  irgend  eines  der  Factoren  alle  seiue  Sunimauden  ein- 
zeln  eintreten,  die  Summe  dieser  Einzelresultatc  gleich  dem  za 
suchenden  Resultat  ist.**    Die  Operation  des  Multiplicirens  bleibt 
hiernach  Problem,  niciil  eiuiaal  eine  Probe  irgead  eines  Resultats 
ibt  aufgestellt;  mau  weiss  uur,  weun  mehrere  Rcsulute  vorliegen 
und  der  Bedingung  nicht  eutsprecheu,  dass  mindestens  eines  falsch 
sein  muss ,  nicht  aber ,  welches.    Die  Bedingung  ist  nur  eine  Um- 
schreibung der  Functiousgleichung      +    =  f{^)-\-fiy)  anzuwenden 
auf  jeden  Factor.  Es  ist  klar,  dass  diese  Bestimmuug  der  Function 
nicht  ausreicht;  es  umsä  auch  ein  Specialwert  gegeben  sein,  und 
hierfür  ist  der  aufgestellte  Speciahvert  /"(O)  =■  0  gerade  der  einzig 
unbrauchbare;  überdies  ist  er  ganz  überflüssig,  da  er  schon  aus 
/(x-j-O)  »»/■(-t)-|-/'(0)  folgt.   Demnach  bedarf  die  Definition  einer 
zweifachen  Berichtigung.    Allein  mit  der  leichten  Ergäuzuijg  und 
Beseitigung  ist  es  nicht  getau.    Es  müssten  auch  alle  Folgerungen 
darnach  revidirt  werden.    Unter  den  Beweisen  stützen  sich  maucho 
stillschweigend  darauf,  dass  das  Product  durch  die  Factoreu  be- 
stimmt wäre,  was  zu  beweisen  gar  nicht  versucht  ist;  ein  Beweis 
(Satz  12.)  ist  geradezu  falsch,  weil  er  das  Zubeweisende  voraussetzt; 
ausserdem  würde  der  Nachweis  des  Zntreffens  des  Specialwerts  über- 
all hiuzukoiJHiien  müHseu.    Im  gauzcn  kaun  daher  fast  nichts  stehen 
bleiben.   Im  \ Orwort  äussert  der  Verfasser,  die  Algebra  müsse  den 
Schuler  ihre  Wahrheiten  an  sich  erkennen  lassen.    Gesetzt,  jene 
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Fehler  in  obiger  Dctmitioa  und  io  ilirea  Folgerungen  w&rea  berich- 
tigt, was  hat  der  Verfasser  dazu  getan,  den  Schüler  ihr©  Wahrheit 
erkennen  zu  lassen?  Können  wir  nun  auch  dem  Buch o  keine  Leistaiig 
für  den  I  nterrjcht  zu  erkenuea,  so  mag  doch  wenigstens  die  eine 
Leistung  für  das  Studium  der  Methode  genannt  worden:  die  Be&r- 
beituug  stellt  aufs  neue  die  Verkehrtheit  von  Grassmann  s  Ansicht 
ans  Liebt,  wenn  eine  mathematische  Lehre  dem  Anfänger  nicht  ein- 
leachte,  so  sei  äie  nur  uoch  nicht  ailgemein  genug  aufgcfasst. 

Hoppe. 

Lehrbneb  der  clementtren  Madieiiittik  nun  8eli«l-  und  Sellitt- 
iiiit«Ridit  Ar  Lehrer  nnd  LefanmtikA&didatoa  n>wie  «la  Vonebule 
ftof  das  eigentliche  nathemaliicho  Stndiom.  Ton  G.  EL  Enholtt. 
L  Theil.  Beine  Arithmetik.  Amn  1887.  H.  &  Suerlnender. 

Die  Bearbeitung  des  Buches  deutet  mehr  auf  die  Bestimmung 
hin,  Nichtmathematikern  Kenntniss  von  der  Mathematik  /u  geben,  als 
Anftiuger  für  das  eigene  lietreiben  derselben  vorzubilden,  wodurch  die 
Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  Mancher  dadurch  Neigung 
zum  Studiuni  gewinnt.  Der  Vortrag  ist  vorwaltend  pragmatisch; 
nur  mit  Ausnabl  werden  Lehren  in  formuiirten  Sätzen  oder  in  syste- 
matischer Stellung  zusammengefasst.  Die  Begriffe  werden  bei  der 
Erläuterung  nicht  sonderlich  scharf  gefasst;  es  scheint  als  solle  der 
niedere  Standpunkt  der  Verstandesentwickelung  der  Leser  respectirt 
und  conservirt,  aber  ja  niemals  erhöht  werden  Soweit  indes  dieses 
Princip  es  zuliess ,  ist  auf  Correctheit  des  Ausdrucks  sichtlich  Fleiss 
gewandt  Nvordeu.  Zu  erwähnen  ist  noch,  dass  reichliche  historische 
Angaben  jedem  Al)scliuitte  folgen.  Gegenwärtig  ist  die  erste  der  3 
Lieferungen  erschicueui  das  Ganze  soll  17  i^gen  stark  werden. 

Lehr-  nnd  UebnngBbneh  der  allgemeinen  Arithmetik  nnd  Algebra 
für  die  nntem  ClaMen  der  MittelMfanlen.  Yen  Moria  Bret- 
acbn eider,  k.  k.  Oborlientenant  im  In&nt  Beg.  Nr.  88|  Lehrer 
der  Mathematik  an  der  k.  k.  Milltlr-Unter-BealsdiBle  in  Eiaenitadt 
L  TbeU.  Mit  6  in  den  Text  eingedruckten  Fignren.  Wien  1887. 
Gerold  n.  Comp.  Stuttgart,  Jalint  Maier.  118  S. 

Dieser  erste  Teil  umfasst  nur  die  Operationen  an  natürlichen 
Zahlen,  nud  /war  mit  Linschluss  des  Potenzircns  und  Radlcirens, 
mit  Ausschluss  des  LoRarithmirens.  Bedeutung  uud  Gebrauch  der  Ope- 
rations- und  GrDSscnbezeichnungcn  werden  im  gröSStcn  Umfiaiige 
Icichtfasslich ,  kurz  und  correet  erklart,  auch  die  geschichtlichen 
Angaben  uubst   cL^mologiächtr  Lrkiaruug   hinzugefügt.  Formelle 
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DednctioDen  und  Beweiae  werden  nidit  geftthrty  flberlunpt  die  logi- 
scbe  TAtigkelt  nicht  xam  BewoBstaem  gelincbt  Doch  wird  die  Be- 
gründung jeder  Lehre  am  Beispiele  derart  dugetnn,  dase  die  Alige* 
meingttltlglceit  vollkoioniea  einlenehtet  firlintenmga-  nnd  Uebuign- 
beispiele  gibt  das  Bach  in  grosser  Anzahl.  Nach  allem  erzielt  es 
Tollstftndige  Kenntinss  und  praktische  Fertigkeit.  Auf  das  Stndinm 
hat  es  in  keiner  Weise  hingearbeitet;  doch  stehen  die  dadurch  bei- 
gebrachten Begriffe  mit  der  Wissenschaft  im  besten  Einklang. 

H. 


Die  Elemente  der  Geometrie  für  den  Scbnlnnterricht  bearbeitet 
Ton  U.  Seeg  er,  Director  des  Realgymnasinms  zu  Güstrow.  Mit 
sechs  Figoreotafeln.  Wismar  1887.  Hinstorff,  211  S. 

Die  Eigentttmlichkeit  der  Tom  Terlssser  gewählten  Lehrmethode 
gibt  sich  schon  in  der  Anordnung  des  Lehrstoffs  zu  erkennen.  Die 
Hauptabschnitte  sind  nlndich:  Die  geometrischen  Grund^jcbilde  und 
ihre  elementaren  Eigenschaften;  die  Lehre  von  der  Aehulichkelt; 
Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie;  Bmchstflck  aus  der 
neueren  Geometrie;  6  Anhänge ;  Au^ben.   Zunächst  findet  man, 
dass  die  Lehre  von  der  Flächengieichbeit  im  Verzeichniss  ganz  fehlt 
Auf  die  Congruenz  folgt  sogleich  die  Aehnlichkeit ,  dann  die  rech- 
nende Geometrie.  Offenbar  ergeben  sich  manche  Sfttee  tlber  Flichen- 
gleicbheit  von  selbst  aus  der  Inbaltsrecbnung:  Dreiecke  von  i^eicher 
Basis  und  HOhe  sind  gleich ,  weil  man  ihren  Inhalt  ans  beiden  be- 
rechnet. Dass  indes  der  Verfasser  aus  diesem  Grunde  das  ganze 
Lebrgübiet  der  Verwandlung  der  Figuren  für  Oberflfissig  gehalten 
haben  sollte,  würde  kaum  glaublich  scheinen,  wenn  nicht  weitere 
Bestätigungen  hinzukämen.  Sehen  wir  erst  zu,  wie  mangelhaft  der 
Bechtfertigung^jgrand  ist.  Dass  man  alle  elementaren  Arealrelatiouen 
nachträglich  aus  den  Inhaltsformeln  herleiten  kann,  sd  zagegeben. 
Unmittelbar  evident  sind  daraus  die  wenigstens.  SoH  aber  dies  der 
einzige  Weg  sein,  auf  dem  der  Schiller  die  ersteren  kennen  lernt, 
so  entgeht  ihm  der  einfache  Zusammenhang,  in  welchen  die  con- 
structive  Synthesis  die  ganze  Beihe  von  Verwandlangssätzen  mit  der 
Congruenzlehre  bringt,  nnd  GrOssenbeziehnngen,  die  nach  einander 
durch  leichte  Folgerungen  hervorgehen,  treten  auf  als  bedingt  durch 
die  Genauigkeit  der  Ausmessung,  deren  Theorie  wieder  basirt  werden 
musste  auf  die  complicirte  Unterscheidung  der  commensnrabeln  und 
incommensarabeln  Linien;  überdies  entgehen  ihm  die  eonstmrtiven 
VerwandluDgsaufgaben.  Liest  man  aber  die  Bebandlnngsweise  des 
Lehrstoffs  vom  3.  Abschnitt  an,  so  kann  man  nicht  weiter  daran 
zweifeln,  dass  der  Ver&sser  die  Fähigkeit  des  Constrairens  wirklich 
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für  nichts  achtet  ond  das  Ansrechnen  allein  für  instractiv  hält.  Denn 
mit  der  Einfübrung  der  Proportionen  (deren  Theorie  freilich  aritb- 
metische  Begrftodnng  nicht  entbehren  kaan)  wendet  sich  der  fernere 
Lehrgang  ganz  der  Arithmetik  zn.  Einmal  ftassert  ticb  auch  der 
Verfasser  in  Betreff  gewisser  Sätze  dahin ,  daas  man  sie  zwar  auch 
geometrisch  herleiten  könne,  aber  der  arithmetischo  Weg  Tom- 
ziehea  sei  ;  ein  anderesmal ,  dass  die  Beweise  an  der  Fignr  mahe* 
¥oller  zu  lesen  seien,  weil  der  Blick  anf  zweierlei  sich  zu  richten 
geiwuigea  werde.    Letztere  Bemerkung  ist  gewiss  zutreffend,  doch 
gerade  Tom  geringsten  Belang  in  den  Elementen  der  Gt-ümetrie. 
Da  alle  Messang  mit  einem  Fehler  behaftet  ist,  so  pflegt  die  ein- 
seitige Bevorangnng  metrischen  Verfahrens  mit  Geringschätzung 
ideeller  Strenge  verbanden  aufzutreten.  Es  ist  daher  hervorzuheben, 
dass  das  Lehrbuch  aber  die  Forderungen  exacter  Logik  nicht  leicht- 
fertig hinweg  geht;  nur  zeigen  sich  dabei  einige  leicht  zu  besei- 
tigende 11  &ttgel.  Bin  Begründung  der  Proportionslehre  wird  der  Fall 
der  Incommensurabilität  eingehend  erörtert,  und  die  strenge  Gültig- 
keit der  Gleichsetzuug  irrationaler,  nur  durch  Qrenzeneinschliessmig 
zn  definirender  Verhältuisszahlen  wenigstens  ausgesprochen.  Warum 
fehlt  aber  die  iudirecte  Schlussfolgerung,  welche  den  Satz  tiber  die 
GrenzeoeinsciiUessang  sofort  in  voller  Allgemeinheit  evident  macht? 
Ist  sie  zn  schwer  oder  zu  leicht  zu  verstehen?  Von  selbst  versteht  ' 
sie  sich  nicht,  denn  grosse  Mathematiker  sind  ilaran  vorbeigegangen 
ohne  sie  zu  linden;  wird  sie  aber  richtig  geführt,  so  versteht  sie 
jeder  AnfiUigor.    Ferner  ist  die  Begriffsbestimmnog  des  Winkels 
richtig  g^ben,  nnd  der  Parallelensatz ,  zwar  nicht  als  Grundsatz, 
sondern  als  Lehrsatz  bezeicbuct,  ohne  Versuch  eines  Beweises  anf- 
gestellt.  Dagegen  hat  der  Verfasser  im  Anhang,  anf  den  er  hier 
verweist,  einen  falschen  Beweis  von  Bertrand  rein  historisch,  ohne 
eignes  Urteil  aufgeführt  nnd  durch  Nennung  des  Autors  sich  selbst 
von  der  Verantwortlichkeit  frei  gemacht  Seine  eigne  Bemerkung  zn 
dem  Satze  sagt:  der  Beweis  könne  „ohne  Zuziehung  unendlicher 
Flftchenrftome'*  nicht  geführt  werden,  in  der  Tat  ist  dies  wahr,  der 
Satz,  kann  weder  ohne  noch  mit  Zuziehung  derselben  bewiesen 
werden.  Freilich  verleitet  der  Beisatz  ,zu  falscher  Meinung,  doch 
sind  Meinungen  nicht  Sache  mathematischer  Lehren.  Aach  die  im 
Anhang  vorgetragene  Methode  der  Untersnchnng  von  LinienTsrhält- 
nissen  auf  Commensnrabilit&t  meidet  ftusserst  nmsicbtig  den  im  221, 
litt.  Bericht,  8.  6.  gerOgten  Irrtum  eines  andern  Lehrbuchs  und  stellt 
die  Folgerungen  in  exacter  Beschränkung  auf.  Ans  der  neuem  sya* 
thetischen  Geometrie  sind  die  Lebren  tou  den  harmonischen  Punk* 
ten,  harmonische  Strahlen,  Pol  und  Polare  am  Kreise,  Potenzlinie 
zweier  Kreise  und  Kreisbertlhrungoa  aai^enommen.  Hoppe. 
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Kiemeute  der  reinen  Mechanik  als  VorstodicD  für  die  analytische 
und  angewandte  Mechanik  und  für  die  Tnatliernatische  Physik  aa 
Universitäten  und  technischen  Hochschulen  sowie  zum  Selbstunter- 
richt Von  Dr.  Jos.  Finger,  o.  ö.  Professorder  reinen  Mechanik 
an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  und  Doceut  an  der  k.  k.  Uni- 
versität za  Wien.  Mit  200  Uolzschnitteiu  Wiea  1886.  Alfred 
Höldw.  792  S. 

Die  3  Jalire  frflher  enddeoone  cante  Liefening  ist  im  9.  litt. 
Boridit  8.  19.  besprochen.  Wie  daaelbst  bereits  enriUmt,  ist  als 
obente  EänteDaog  gewiUt  die  in  Mechsnik  des  Pnolcts  und  des 
PmiktsytteiiiB,  dion  erst  eine  jede  in  Statik  nnd  Dynamik.  Die 
Statik  des  Fnnlttes  wird  erst  fta  die  Ebene,  dann  ftlr  den  Banm 
behandelt,  eine  Zerlegang  die  nicht  weiter  fortgefthrt  wird ,  and  die 
bei  analytischer  Methode  sich  wol  stets  als  nnpralrtisch  erweisen 
möchte.  Weiter  wird  die  Statik  des  Punktes  eingeteilt  in  die 
des  freien  Punktes  und  die  ÜAr  feste  FlAche  oder  Linie.  SpedeU 
knflpft  sich  an  die  Statik  der  Schwere.  Die  Dynamik  des  Punktea 
wird  erst  für  geradlinige,  dann  Ihr  krummlinige  Bewegung  be- 
handelt IMe  Statik  des  Punktsystems  beschitnfct  sich  auf  die 
Kette,  d.  h.  auf  den  FUl,  wo  Spannungen  nur  awischen  den  der 
Beihe  nach  Ibigeaden  Punkten  stattfinden.  In  den  aUgemeinen  Pris- 
dpien  der  Mechanik  wird  nachher  Statik  und  Dynamik  in  nnanter^ 
broehenem  Nexus  behandelt,  also  Prindp  der  virtndlen  Geschwindig- 
keiten and  Alembert'sches  Prindp  unmittelbar  einander  folgeod  ent- 
widRlt  Dann  geht  das  Bach  audhhrlich  auf  die  Mechanik  der 
starren  Körper  ein,  die  sich  in  eine  grossere  Anzahl  allgemeiner 
und  spedeUer  Tdle  scheidet  Den  Schluss  biklsn  die  Prindpien 
der  Hydromechanik.  Der  Anhang  entbllt  die  sum  Yerstbidniss  der 
Mechanik  notwendigen  mathematisdien  Grundlagen.  H. 

Methodischer  Leitfaden  der  Physik  und  Chemie.  Fflr  höhere 
Xdchterschiüen,  Lebrerinnenseminarien  und  Fortbildangsanstalten. 
Bearbeitet  von  Dr.  Karl  Jansen,  Oberlehrer  am  Realgymnadum 
an  Dflssddorf.    Freiboig  i.  fir.  1887.  Herder.  262  a 

Das  Buch  ist  in  4  Curso  geteilt.  A'on  diesen  umfasst  der  erste 
die  Wärme,  den  Magnetismus,  die  Kcibuugsulektricität  und  den  Gal- 
vanismus ,  der  zweite  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Stoffe,  die 
Mechanik  der  festen,  der  flüssigen  uud  der  gasfunnigen  Körper,  der 
dritte-  Wellen,  Schall  uud  Licht,  der  vierte  ausgewählte  Teile  der 
Physik  und  die  Chemie,  eine  Anordnung  die  sich  der  Stufe  desVer- 
Btandesentwickeliing  anschliesst  In  jedem  Capitel  wird  eine  nu- 
merirte  Beihe  voa  Gesetzen  aufgeäteilt,  auf  das  eine  uud  andre  Gc- 
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aeli  fdgen  ^ne  od«r  melirare  BeatitigDiigeii  dinreh  Beobachtangen 
ohne  oder  mit  Experiment,  letstms  mit  Abbildmig.  IHe  Oeietie 
werden  grössten  Teils  nur  von  ihrer  qnalitativeD  Seite  aa^fasst, 
die  Quantität  kommt  nur  vor,  wo  das  Gesetz  wesentlich  darin  be- 
steht, und  dann  auch  meistens  bloss  comparativ  ohne  bestimmte  An- 
gabeu.  Offenbar  bieten  der  erste  und  dritte  Cursus  hinreichend  viele 
qualitativ  cliLiraktcnsLsciie  Erächeinungeu  dar  um  eine  Besdir&nkuug 
aof  dieselben  zuzulassen.  H* 


Natnrlehre  im  Anschloss  an  das  Lesebuch  von  Dr.  J.  Bq- 
mttUer  und  Dr.  J.  Schnster.  Ulnstrirte  Ausgabe,  nen  bearbeitet 
▼mi  Dr.  Max  Wildermann,  Gymnasial-Obcrlehrer.  Mit  lOö  Ab> 
bildmira.  Fralbug  i  Br.  1887.  Herder.  löO  & 

Das  Buch  Überliefert  in  leiebttassHchem ,  beschreibendem  Vor- 
trage aUe  Kenntnisse,  welche  Jeder  auf  der  Schnle  erwerben  mnss, 
um  sich  bei  dem,  was  er  wahrnimmt,  soweit  es  der  auorganiscbeu 
Welt  angehört,  über  die  darin  enthaltenen  Vorgänge  und  deren  Zu- 
sammeubaug  deutlulie  Rechenschaft  zu  geben.  Die  Abschnitte  sind 
der  Reihe  nach :  Bewegung  nnd  Gleichgewicht,  Schall,  Wärme,  Licht, 
Magnetismiis  und  ElektricitAt.  In  gewissem  Umfange  werden  auch 
die  technisclicn  Vcrweudiiiigeü  uud  Vorriciituügeu  beschnebeu  und 
erklärt  Uie  zwischeu  dem  Text  Stehenden  Abbildungen  sind  zur 
Orientiruug  sehr  giinstig  gew&hlt.  H. 


SammloDgen. 

Beispiele  nnd  Aufgaben  nur  Algebra»  Für  Gymnasien,  Real- 
gjrmnaaieii,  Bealachideii  und  sam  Sdbetantenridit.  Von  Dr.  Georg 
Laaieicklftgar.  ZwdUte,  vielfach  vermehrta  Auflage  bearbeitet 
von  Dr.  Fr.  Graefe,  jptoteor.  Dannatadt  1887.  Arnold  Beig- 
airtiaer.  182  8. 

Ala  Bel^ielo  liad  beaMinit  an  lOaando  GMsbnngen  2^ 
4.  Gndea  nnd  böherer  Grade,  berelta  in  Zeidien  gegeben,  deren 
bekannte  GrOiien  SpeclalxaUen  dad,  als  Angaben  solche,  die  in 
Worten  anfgeatellt  sind  nnd  vor  der  LOenng  in  Zeiehen  nmgeaetit 
werden  aollen.  Lelitere»  die  den  3.  Teil  dea  Badu  büden,  lüliren 
anf  Gleiehnngen  1.«  2.  Gradea,  diopbantiaGlie  Gleiebnngen,  Fto- 
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gresiioneiL  Im  Anhang  stehen  Anl|gaben  fBr  die  Determimntao- 
lehre.  In  12.  Auflage  dnd  die  „Beispiele^  whr  vermehrt,  nnd  ist 
der  Anhang  hiazogekommen.  LOrangen  dnd  lücht  angegeben/ 

a 

Dr.  Emst  Kleinpaalsche  Anweisung  zum  praktischen  Rechnen 
Ein  methodisches  Handbacb  für  den  Unterricht  und  Sclbstiiatenricht 
im  Rechnen.  Füufte ,  umgoarbeitetc  nnd  erweitert«  Auflage.  Yen 
Dr.  F.  Mertens.  Bremen  18ö6.  M.  Heinsias.  546  & 

Das  Bnch  ist  eine  methodisch  geordnete  Sammlang  von  Fragen 
und  Aufgaben  zur  gründlichen  Erlernung  und  Einübung  des  bürger- 
lichen Rechnens  für  Kinder,  bei  denen  man  noch  keinen  Begriff  von 
Zahlen  voraussetzen  darf.  Auch  der  vorausgeschickte  kleine  Auf- 
satz: „AUgemeiue  Gesichtspunkte''  —  welcher  vielleicht  mit  der  Be* 
seichnnng  ,^nwei8ang'*  auf  dem  Titel  gemeint  ist,  sofern  dem  Vor- 
wort zufolge  die  neue  Ausgabe  als  Anweisung  sich  von  dem  Rechen- 
hnche  selbst  unterscheiden  soll,  ist  der  Hauptsache  nach  nur  Anf- 
sählnng  der  verschiedenen  Seiten,  yon  welchen  ans  der  Begriff  der 
Zahlen  und  Operationen  zur  Deutlichkeit  zu  bringen  ist,  w^ehe  man 
aber  aus  der  Reihenfolge  der  Uebungcn  schon  besser  nnd  vollsULn- 
diger  ersieht  Das  Buch  erscheint  in  3  Heften.  Das  erste  schreitet 
in  stnienweiser  Erweiterung  des  Zahlengebiets  bis  5,  10,  20,  100, 
1000  fort  nnd  fügt  anf  letzter  Stnfe  die  gemeinen  und  Deeimal- 
brfiebe  hinzu.  Das  zweite  Heft  übt  die  Operationen  an  nnbenannten, 
dann  benannten  Zahlen,  dann  Brachen,  das  dritte  die  hüiierikhea 
oad  fcaofin&nnischen  Bechnnngsarten  ein.  H. 


Tabellen. 

Vierstellige  logarithmiseh^trigonomeCriicheTafebi.  Ton  Theo  der 
Witts t ein,  Dr.  phil.  nnd  Professor.  Zweite  Auflage.  Hannover 
1887.  Hahn.  90  8. 

Die  I.Tafel  giebt  auf  4  Scitou  die  Logarithrncu  der  Zahlen  100 
bis  It^'JLi  nebst  Differeozcn  ,  die  2t«  auf  2  Seiten  die  Logarithmea 
der  Summen  und  Differenzen  für  die  der  Zahlen,  die  3te  auf  2 
Seiten  die  trigonometrischen  Functionen  itir  die  ganzen  und  halben 
Grade,  die  4te  auf  6  Seiten  die  Logarithmen  derselben  durch  die 
Sechstel  Grade,  die  5  te  auf  auf  2  Seiten  die  AntUogarithmen. 
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TafUn  tnr  BeradiBiBg  der  XoidphaMii.  Zum  Gebrueh  beim 
ünterricbt  in  der  mathennftiadiea  OeogntpU»  entwoiliBii  «nd  mit  er> 
kürendem  Texte  henmemeben  von  Cb.  Fmvitti,  Fratoor  am 
Obergymeannm  in  Tflbingen.  Tflbingen  1686.  Fhmi  Fnee.  1%  6. 

Der  erklärende  Text»  welcher  den  Tafeln  vorausgeht,  gibt  über 
die  gesamte  Berechnung  der  Phasen,  sowol  der  einzeln  gefragten, 
als  auch  ihrer  Tabellen,  iu  Formeln  Auskunft,  so  dass  der,  welcher 
mit  der  Hinmieismecbanik,  nicht  aber  mit  der  astronomii^chen  Praxis 
bekannt  ist,  tlber  die  Entwickelungsmethode  daraus  Bclehniug  ent- 
nehmen kann.  Die  Berechnung  ist,  u.  a.  durch  Annahme  des  julia- 
nischen  Jahres,  vereinfacht,  nach  Aussage  des  Verfassers  gleichwol 
far  den  Zeitraum  von  800  vor  bis  2000  nach  Chr.  Geb.  bis  auf  1 
Minute  genaj^.  Werden  nun  auch  selten  Schulen  soviel  Zeit  er- 
übrigen können,  nm  die  auf  29  Seiten  gegel)^ne  Erklärung  zumVer- 
ständniss  zu  bringen,  so  wird  dieselbe  doch  einerseits  Autodidakten, 
die  den  Gegenstand  aus  eignem  Interesse  treiben,  gute  Dienste  tun, 
andrerseits  können  auch  Schaler,  ebne  sich  vorher  in  den  Zu- 
sammenhang Tertieft  zu  haben,  blon  nach  den  Tafeln  unter  Bei« 
baife  des  Lehrers  Beispiele  rechnen.  Hierzu  ist  noch  eine  kam 
gefasste  Gebrancbsanweisuug  gegeben.  Die  Berechnung  besteht  ans 
2  Teilen:  erst  wird  die  Zeit  der  mittleren,  dsmn  der  wahren  Phase 
berechnet;  hiernach  wird  noch  untersucht,  ob  der  Kenmond  and  der 
Vollmond  von  Yerfinstemng  bei^eitet  ist  H. 


Vermificlite  IScbrifteiL 

Bulletin  de  l'Acad6mio  Royale  des  scicuces,  dos  lottros  et  des 
beaux-artä  de  Belgique.  06  —  07  annee,  S"*  s6rie,  t  iX  —  XIII. 
Braxelles,  F.  Hajcz. 

Matbematisohen  Inhalts  sind  folgende  Artikel. 

P.  Mansie n:  Ueber  die  Metbode  der  kleinsten  Quadrate.  9.  — 
lieber  eine  Form  des  Eestes  iu  der  Taylor'scheu  Formel  und  in  der 
von  Ch.  Lagrange.  10.  —  Bcstimmnng  des  Restes  in  der  Gauss- 
schen  Quadratnrformei  XI.  —  Ueber  das  letzte  Theorem  von  For- 
mat 13. 

Ch.  Lagrange:  Neue  Formel  ftlr  die  Entwickelang  der  Fanc- 
tionen,  insbesondere  der  Integrale.  9.  —  Lösnng  des  allgemeinen 
Problems  von  Wrooski  und  eines  andern  Problems  betreffend  die 
Integration  der  Differep*?^  IQi 
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G,  Lp  man:  Nulc  betreflfend  die  Untersuchung  der  Biegungs- 
moineDto  und  Schwerkräfte  erzeugt  in  einem  Stabe,  der  in  seinen 
Enden  anterstützt  i«t  and  autor  dem  Eiiidusse  einer  bewegten  Last 
sich  biegt  9. 

J.  Dornyts:  lieber  gewisse  Reiheuentwickelungen.  (Bericht), 
9.  —  Ueber  die  ap}»i  oxiniative  Berechnung  gewisser  bestimmten  Inte- 
grale 11.  —  Ueber  cme  Classe  conjugirtf  r  Viilocke  (Bericht).  12. 
—  Ueber  eiuige  Eigenschaften  der  SümimvLiriantcn.  13. 

J.  De  T i n y :   Ueber  die  Biccati'sche  (jieichong  und  ihre  dop- 
pelte Verallgemeiijeruug.  9. 

M.  da  Silva:  Ueber  eine  l!>age  der  Theorie  der  eUiptischen 
Fanctionen.  10. 

E.  Catalan:  Aufgaben  unbebLiuimter  Analytik.  9.  —  Mathe- 
matische Belustigung.  9.  —  Ueber  eine  Classe  von  DilTereiitial- 
gleichangon.  12.  —  Bemerkungen  über  gewisse  bcstiimute  Integrale 
(Bericht).  13.  —  Ueber  eine  numerische  Tafel  und  ihre  Anwendung 
auf  gewisse  Transcendenten  (Bericht).  13.  -  Bemerkungen  ttber 
eine  tri  nomische  Gleichung.  13. 

Jamet:  Theorem  Ober  die  geodätischen  Linien  der  Botations- 
flächen. 

E.  Ccbäro:  Ueber  das  Stadium  der  arithmetischen  Begeben* 

Leiten  (Benclit).  11. 

C.  L.  Paige:  Ueber  die  Anzahl  der  Grup])en,  welche  höhere 
Involutionen  auf  demselben  Träger  gemein  habeu.  11.  —  Ueber  die 
Homographien  in  der  Ebene.  12.  —  Untersuchnugen  Uber  das  Pen- 
taeder. 13. 

PhytikaUBchen  Inhatts  Bind  folgende. 

üirn:  Experimentelle  und  analytische  Untersuchungen  aber  die 
Gesetze  des  Ausfinsses  und  des  Stoffes  der  Gase  in  Function  der 
Temperatur  (Bericht).    9.  —  Die  moderne  Kinetik  and  der  Dyna- 

nüsmus  der  Zukunft  (Bericht).  12. 

G^rard,  Y an  Weddingen  und  Jacqnet:  3  MitteUungea  zur 
Verbessernng  der  Aerostaten  (Bericht).  9. 

P.  De  Heen:  Ueber  die  Spauimrig  der  gesättigten  Dämpfe. 
Modificatiunea  anzubringen  am  Gesetz  von  Daltou.  9.  —  Bestim- 
muug  lieb  (joDiiiressibilitätscoefficienteu  einiger  Flttssigkeiten  and 
Vaiiationen  dieser  Grusse  mit  der  Temperatur.  Theoretisches  Ge- 
setz der  Variationen  jenes  Coefficienten.  9.  —  Ikstiinmuug  einer 
empirischen  Relation  zwiscLien  der  Inunpispaunung  und  dem  Coeifi-  . 
denten  der  innern  Reibung  der  Flüssigkeiten.  iO.  —  Note  in  Be- 
treflf  einer  Arbeit  von  Robert  Schiff  übur  die  speciüsche  Wärme  der 
Fltissigkeiteü.  12.  —  Bestimmung  der  Variationen  des  Coefficienten 
der  innern  Reibung  der  FIOssigkeiteA  oiit  der  Temperator.  Theore- 
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tische  Betncfatnogen ,  welehe  atn  der  Beobaebivig  dieser  GrOsse 

fliessen.  BestimmaDg  einer  tbeoretiseheii  Formel,  welehe  die  elasli- 
scben  Krftfte  der  ges&ttigten  Dämpfe  in  Function  der  Temperatur 
aaedrttckt  11.  —  Note  betreffend  du  Qeiets  der  Ansdefanbarkeit 
der  Flüssigkeiten.  11. 

G.  Van  der  Mensbru^glie:  Versuch  über  die  mechanische 
TLeorie  der  UberÜaciiüüspaüiiuug ,  der  Verdampfung  der  Flüssig- 
keitcD.  9.  Ueber  die  NicLtstabilität  des  Gleiciigewichts  der  Ober- 
üäeheüschicht  einer  Flüssigkeit.  11.  12. —  Ueber  einige  merkwQrdigo 
Wirkungen  der  Molecnlarkräfte  bei  Berührung  eines  festeu  Kürpers 
und  einer  Flüssigkeit 

E.  Van  Anbei:  Experimentelle  Untersnchnngen  über  den  Ein- 
fluss  des  Mäguetismus  aaf  die  Polarisation  in  elektrischen  Medien. 
lÜ.  12.  —  Transparenz  des  PlaUus.  11. 

P.  Stroobaüt:  Neue  Untersuchungen  über  die  schoiubaro  Ver- 
grösseruug  der  Gestirne,  der  Sonne  und  des  Mondes  am  Horizont  10 

£.  Gerard:  Anwendung  des  ielephous  bei  Untersuchung  der 
Verrücknng  der  elektrischen  Linien.  11.  ü. 

Ainsaire  de  rAcadimie  Boyalo  des  sdeneeBi  des  lettrea  et  des 
beavx-arU  de  Belgiqne.  1886.  1887.  Ginqnante-troisi^e  annöe. 
Bmxelles,  F.  Hayez. 

Das  Anuaire  eniliält  auss(  r  dem  Kalender  Geschichte  nnd  Jahres- 
bericht, Statuten,  Organisation  und  Eigentum  der  Akademie,  orteilte 
nnd  «isgeschriebene  ii'reise  und  Biographien.  H. 

Annales  de  ia  Faculte  des  scionces  de  Toulouse  pour  les  sci- 
ences  roath^matiques  et  les  scicnces  pbysiques,  publiees  ])ar  un  co- 
mit^  de  r^daction  compos6  des  professeurs  de  mathemaques,  de 
physiquo  et  de  chimie  de  la  Facnlt^,  sons  les  auspices  du^Ministöre 
de  rinatmction  publique  et  de  hi  Municipalit^  de  Toulouse,  avec  le 
concours  des  Conseils  g^n^raux  de  la  Hante-Garonne  et  des  Hantes- 
Fjrr^ntes.  Tome  I.  Annöe  1887.  Paris,  Osatbier-Vilian. 

Biese  neae  Zeitschrift  pnblicirt  mathematische  and  physikaUsehe 
AbhandUiiigeB,  grOsstaDtdls  verfiMSt  Ton  gegenwärtigen  mid  froheren 
Professoren  der  Facoltät,  nnd  gibt  zum  Schlnss  ein  sachlich  ein^ 
geteiltes  hiliographisches  Verzeicbniss  beginnend  mit  dem  Jahre  1868. 
Der  erste  Band  enthalt  folgende  Abhandlnoge». 

£.  Picard:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichnngen  nnd  die 
algebraischen  Trsnsformaüonsgi  uppen. 

P.  Appell:  Ueber  das  Oleichgewicht  eines  biegsamen  nnd  idcht 
dehnbaren  Fadens. 
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E.  Goars ftt:  Ueber  ein  Problem  bnttgttcli  auf  Correii  dop- 
]Mller  Krflmmoiig. 

G.  Koenigi:  Ueber  die  Form  der  GurreD  eonskaotar  Spiiuiang. 
Ueber  die  CvrveD,  deren  Tangenten  einem  linearen  GompleK 

angehören.  —  Ueber  die  Anwendung  gewieser  qnadratisdier  Foimen 
in  der  Geometrie. 

P.  Garbe:  Experimentelle  Untenodiangen  aber  die  StiaUnng. 

H.  Andojer:  Beitrag  rar  Theorie  der  intermediären  Bahnen. 
X.  Brillonin:  Fragen  der  Hydrodynamik.  H. 

Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
Lcfflcr.  10.  Mit  luhaitsvcrzeichuiss  der  Bäudc  1—10.  Stock- 
holm imi.  F.  0.  G.  Beyer.  Berlin,  Mayer  a.  MüUer.  Paris, 
A.  Hermaoo. 

Der  10.  Band  enthält  folgende  Abbaodlasgen. 

J.  Hack 8:  Ueber  Summen  ¥on  gröestcn  Gaoien. 
M.  A.  Stern:  Ueber  den  Wert  einiger  Beihettf  welche  von  der 
Function  E(x)  abhängen. 

K.  Schwering:  Ueber  gewisse  tiioomische  oomplexe  Zahlen. 
M  Lc  ri  h:  Ein  Satz  der  BeihentheoriOw 

G.  Kobb:  Ueber  die  Bewegung  eines  materiellen  Pnnkta  auf 
einer  Rotationsfiäche. 

K.  Boblin:  Ueber  die  Bedeatung  des  Princips  der  lebendigen 
Kraft  für  die  Frage  von  der  Stabilität  dynamischer  Systeme. 

B.  liipsehits:  Zur  Theorie  der  kmmmen  OberflAehea.  —  B»* 
wds  eines  Satzes  ans  der  Theorie  der  Sobstitntionen. 

H.  Dohr  ine  r:  Die  Mioimalflachen  mit  einem  System  sphari- 
aeher  KrflmmnngsliDien. 

8.  Plneherle:  Ueber  gewisse  durch  bestimmte  Integiale  dar- 
fSatattle  teetionale  Operationen. 

0.  SUide:  Ueber  eine  Gattnag  tiaascendenter  Baumcoordi- 
unten. 

Ii.  Leoornu:  Ueber  die  Flachen,  welche  dieselben  Symmetrie- 
ebsnen  be^tsen  wie  eins  der  regelmässigen  Polyeder. 

G.  Humbert:  Ueber  die  algebraishen  Integrale  der  algebrai- 
aehan  Diiarentiale. 

T.  J.  Btieltjes:  Tafel  der  Werte  der  Summen  St  —  l»-*. 

J.  Weingarten:  Zur  Theorie  des  Fl&cbenpoteutials. 

H.  Poiucarö:  Bemerkuogea  ttber  die  lirsguiaren Integrale  der 

linearen  Gleichungen. 

G.  K  0  e  n  i  g  s :  Ueber  eine  Classe  von  Formen  von  DiiTerentialen 
uuil  über  die  Theorie  der  Systeme  von  Elementen. 

E.  A.  Stenbcrg;  Ueber  einen  Spedalfall  der  Lamö'schen  Dif- 
fereüüal^oichaog.  H. 
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Litterarischer  Bericht 

xxnL 


Arithmetik,  Algebra  und  reiue  Analysis. 

Curso  de  analyse  infiuitesimal.  Por  F.  Gomes  Teixeira, 
Director  da  Academia  Polytechnica  do  Porto,  profossor  na  mesma 
Academia,  antigo  professor  na  Univcrsidade  de  Coimbra,  socio  cor- 
respondente  da  Academia  Real  das  Sciencias  de  Lisboa,  etc.  (Cal- 
enlo  differencial).  Porto  1887.  Typographia  Occidental.  356  S. 

Angenacheinltch  ist  das  Buch  zunächst  für  die  Vorlesungen  des 
Verfassers  an  der  polytechnischen  Akademie  in  Oporto  bestimmt  and 
erwirbt  sieb  das  Verdienst  die  Kenntuiss  der  Differeutialrecbnung  in 
Portugal  namentlich  unter  den  Technikern  zn  verbreiten.  Es  be- 
handelt in  der  Einleitung  die  Theorie  der  Imaginären,  der  Summen 
und  Prodacte  unendlicher  Reihen,  der  Kcttenbrücbe  nnd  der  Func- 
tionen, dann  der  Reihe  nach  die  Begriffe  der  Grenzen  nnd  Stetig- 
keit, die  Diflferentiation  der  Functioosclassen,  Anwendungen  anf  Conren 
und  Flftcben,  bAhere  Differentialqnotienten,  den  Tajrlor'Bchen  Satz 
mit  Anwendongen,  n.  a.  anf  Maxima  nnd  Minima,  geometrische  An- 
wendungen deeeelben,  Functionen  in  Reiben  dargestellt  und  Func- 
tionen von  Imaginftren.  Die  Einleitung  erklärt  und  erörtet  die- 
jenigen Grundbegriffe,  welche  beiUebergang  von  der  niedem  Algebra 
zur  Analysis  hinzukommen.  Die  Art  wie  dies  geschieht  entzieht 
sich  unserer  Benrteilung,  da  es  uns  nicht  wol  begreiflich  scheint, 
wie  Jene  Begriffe,  namentlich  der  der  Irrationalzahlen,  durch  das 
Beigebrachte  zum  Verstftndniss  gelangen  können.  Wir  müssen  eben 
zu  dem  Yerfiuser  das  Vertrauen  haben,  dass  er  den  Bildungsgang 

▲ick.  d.  Math.  n.  Phj«.  2,  Beih«,  leU  YL  g 
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der  PortQgtosen  besser  kennt  und  die  Verantwortong  dafilr  anf  ndi 
uehmcn  kann,  dass  seine  Methode  fftr  seine  ZnhArer  die  angemessene 
ist  Der  eigentliche  Garsns  ist  davon  aaabhftngig  und  ohne  Be- 
zngnabme  darauf;  er  ist  auf  Uebermittelung  des  bentigeii  Stand- 
punktes der  Theorie  nnd  besonders  auf  ansfibende  Praxis  gerichtet« 
der  Vortrag  leicht  verständlich.  fi. 

Grundriss  der  Diflftjrcntial-  und  Integral-Hecbiiuiig.  I.  Theil: 
DiÖerential-Rechnung.  Von  M.  S  t  e  i m  anu  .  Dr.  ]>!iil.,  weil.  Pro- 
fessor an  der  tecbnischeu  Hochsciiuie  zu  liaunover.  Fünfte ,  voll- 
ständig umgearbeitete  und  vermebrte  Autlage  mit  ü6  Figuren  im 
Texte  herausjjegebeu  von  Dr.  Ludwig  Kiepert,  Professor  der 
Mathematik  au  der  tcchmscben  Hochschule  zu  Hannover.  Hannover 
im  üelwing.  465  S. 

Das  Uuch  gehört  zu  denjenigen  LebrbQchern,  welche  dem  An- 
fänger das  Lernen  leicht  machen  wollen,  in  der  Tal  aber  es  ihm 
nur  leicht  machen  nicht  zu  lernen,  viel  zu  treiben  ohne  darüber 
ins  Klaro  zu  kommen.  Der  Bearbeiter  sagt  zwar,  dass  er  /ahlreicbo 
Irrtflmer,  die  sich  in  den  früheren  Auflagen  befinden,  richtig  zu 
Stelleu  hatte.  Glcichwol  ist  der  bekauute  elementare  Fehler  unbe- 
rechtigter Umkehrung  stehen  geblieben.  Gleiches  kann  man  fttr 
Gleiches  setzen,  aber  nicht  umgekehrt:  Grössen  sind  darum  nicht 
gleich,  weil  ihre  Substitution  ein  Resultat  nicht  iindert.  Dem  ent- 
gegen wird  hier  der  Satz  aufgestellt:  endliche  Grossen  würdcu  durch 
Addition  unendlich  kleiner  nicht  geändert,  und  zwar  geht  zur  Be- 
gründung nichts  vuiuus  als  eine  kurze  Er  örterung  des  Begriffs  des 
Grenzwerts,  so  dass  die  Bebaupluiig  sk  h  blusb  aut  den  Schluss  von 
lim(x-f-^)  lini«  auf  x-\-t  =  x  stat/t.  Der  Fehler  ist  kein  vor- 
öbergehender.,  der  sich  im  Fort^'aiiL'  ausgliche;  nein,  in  ebenso 
sorgloser  Weise  geht  es  weiter.  Die  ganze  Theorie  der  Unendiichen 
wird  durch  ausweichenden,  schiefen  Ausdruck  in  ein  für  den  Au- 
fUnger  undurchdriuglichcs  Dunkel  gehüllt.  Gleich  anfangs  wird  auf- 
gestellt, eine  veränderliche  Grösse  werde  unendlich  klein,  unendlich 
gross,  wenn  sie  sich  der  Grenze  Ü  nähere,  bzhw.  grösser  als  jede 
beliebige  Grösse  werde.  Hiernach  würde  oiiLiibar  die  Grösse  erst 
dann  uneudlich  klein,  unendlich  gross  sein,  wenn  die  Grenze  0  er- 
reicht, bzhw.  alle  Grenzen  ülx  r.schritten  wären,  d.  h.  es  würde  sich 
ergeben:  unendlich  'kleine  Giusscn  (die  nicht  null)  und  unendlich 
grosse  sind  überhaupt  undenkbar.  Der  Anfänger  wird  also  sogleich 
in  die  alte  Sackgasse  geführt,  in  welcher  ihm  nichts  übrig  bleibt  als 
aul  Selbbtdenken  und  Verstehen  der  Theorie  zu  ^ crzichtt  n  und  die 
Schlüsse  des  Lehierä  uuchzuahmeu.   Dass  wirklich  der  Vcriuääer  den 
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Bcigriff  des  üaeBdUeheii  ia  das  Jenseit  attes  Oenkanft  fsri^,  be- 
fltfttigt  flberdim  die  HinsnliDgang ,  dass  die  Beseidurans  Uemeii 
(grossen)  OrOssen,  mit  denen  wir  reebnen,  als  unendlich  Udn  (gren) 
ein  abgekllnrter  Ansdmck  sei,  bei  dem  man  den  fragüohen  Denk« 
process  als  nacbfolgend  im  Bewnsstsain  sn  ballen  babe.  Yen  Jenem 
endlosen  Denbprocess  neiss  die  analytische  Praxis  nichts;  jene  Be- 
grüfe  sind  hier  in  gMchem  Falle  mit  denen  der  Elementarmathe- 
matik. Es  ist  klar,  dass  ein  einxelnes  Drrieck  ein  allgemeines  Drei- 
edL  reprftsentirt,  bloes  weil  keine  Besonderheit  anfgesteUt  ist  Ebenso 
reprftsentiren  andi  irgend  wieviele  Teflbogen  einer  Gurre  nebst 
Sehnen,  solange  die  Zahl  nnd  Kleinheit  nicht  feskgesotst  ist,  jede 
Zahl  nnd  Kleinheit  In  dieser  Eigenschaft,  also  yermOge  der  blossen 
Kichtbestimmnng,  ist  nnd  heisst  (nicht  symbolisch  oder  abgekürzt, 
sondern  im  einfachen  eigentlichen  Sinne)  die  Zahl  nnendlich  gross, 
der  Teilbogen  nebst  Sehne  nnendlich  klein,  nnd  durch  einen  be- 
kannten indirecten  Schlnss  (in  welchem  von  fortgesetzter  Teilung 
gar  nicht  die  Rede  ist)  beweist  man  die  genane  Richtigkeit  der 
Quadratur-  oder  Rcctiticationsformel.  Oerade  der  Satz  aber,  welcher 
diese  Scblussweiso  lehrt,  gerade  das  Fundamentalpriucip  der  Infinite- 
simaltlicorie  fehlt  iu  Stegemaun's  DitTorciitialrechiiuLig  uüd  ist  anch 
vom  Bearbeiter  uicht  rmmizt.  Nach  dessen  Darstellung  muss  der 
Leser  glauben,  die  l  urinti  werde  erst  genau,  sobald  das  Ziel  der 
Veränderung  erreicht  sei,  sobal  d  das  Polygon  mit  der  Curve  zusam- 
menfällt, also  nie,  weil  das  nie  geschieht.  Durch  Aufweisung  der 
genauiiteu  Fehler  ist  wol  zur  Genüge  gezeigt,  dass  die  Grundlegung 
der  gesamten  hier  behandelten  Theorie  eine  sehr  mangelhafte  ist. 
Die  Lehrmethode  steht  noch  auf  einem  überwundenen  Standpunkt. 
Dafür  ist  es  keine  Entschuldigung,  dass  das  Bin  h  tür  Techniker  be- 
stimmt ist,  die  kein  intensives  Studium  beabsichtigen.  Denn  die 
exacteu  Principicn  der  Infinitesimaltheorie  sind  weit  eiutachi  r  als  die 
hier  gegebenen  Erklärungen,  welche  um  die  Sache  herumgelieii  ohne 
den  rechten  Punkt  zu  treflten.  Der  Inhalt  des  Lehrbuchs  ist  der  ge- 
wöhnliche: ausser  der  Ditierentiation  der  Functionen  wird  behaudeit 
der  Taylor'sche  Satz,  die  Maxima  und  Minima,  Bestimmung  von 
Fnnctionswerten  durch  die  Stetigkeit ,  unendliche  Reihen,  Anwen- 
dungen fluf  Curven  und  krumme  Flächen ,  Theorie  der  complexen 
Grössen.  Za  jedem  Thema  sind  Uebangaau|gaben  gestellt. 

Hoppe. 

Resum6  du  coors  d'analyse  infinitesimale  de  Taniversite  de  Gand. 
Tai  r.  Mansiou,  Professeur  ordinaire  ä  Tuniversit^  de  Gaud, 
Con  spoudant  de  l'Acadömie  Royale  de  Belgiquc,  de  la  Saci6t6  Roy- 
alt»  des  Bcieuceä  de  Liege  et  de  la  So€i6t6  Mathdmatii^ue  d'Amäler- 
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dam.  Ciacal  diff6rentiel  et  firiiioipeB  de  Cftlcol  integral  fWis  iad7« 
QMthier-Vülan.  300  8. 

Das  Vorliegende  ist  der  Inhalt  der  Vorlosungon  des  Verfassers ; 
es  lehrt  die  Prinoipien  der  Theorie  der  elementaren  Functionen; 
andere  als  die  in  den  Elementen  vorkommeuden  Functiotien  sind 
also  ansgeschloBsen;  dagegen  werden  die  unabhängigen  VariabelD 
allgemein  als  coraplcx  anfgefasst,  ohne  Anwendung  jedoch  der  krumm- 
linigen Integrale  von  Gauchy,  ausgebend  von  der  Dehuition  = 
C09y-\'i9iny^  <?*  =  <;**,  wo  s  =  a ■  +  Der  Beweis  für  die  Regel 
der  Derivatiou  der  zusammgesetzten  Functionen  wird  aus  deu  be* 
sondern  Regeln  bezüglich  aut  Summen,  Producte  und  Expouential- 
functionon  abgeleitet,  ebenso  für  den  Satz  der  Inversion  der  Deri- 
vationen ohne  Recurs  an  ein  Postulat.  Iliriiiiis  üossen  sich  die  ge- 
samten Formeln  der  Diffcrentialgleichium  m  {iliicher  AUgenn  iuheit 
begründen.  Die  Absolmitte  des  Buchs  sind :  Einleitung,  fnndanuuitulo 
Eigenschaften  der  Derivirtpn  .  Intetrrale  und  Reihen,  Ditiuroutiation, 
Eigensclialteu  der  Functionen,  Anhang,  orgäu^eude  Noten.  Die  zwei 
letzten  sind  weisen  der  kurzen  Fassung  der  zwei  ersten  Abschnitte 
hinzugefügt.  Die  Jici  ersten  Capitel  des  Anhangs  enthalten  eine 
historische  Skizze  der  Fortschritte  der  Analysis  des  Unendlichen, 
die  üeberaet/ung  der  ersten  Artikel  von  Leibniz  und  Nevston  über 
die  Differeuüaigieichung  und  eine  Kotiz  über  die  verschiedenen  Auf- 
fassungsweisen der  Theorie  der  Uueudiichkleiueu  von  Kepler  bis 
Caucby,  worin  der  Verfasser  bewiesen  /u  haben  glaubt,  dass  schon 
Leibniz  und  Newton  die  Intiuitcbimalrechuuiii^  so  verstanden  haben 
wie  IT)*)  Jalire  später  Cauehy.  Die  zwei  folgenden  Capitei  beweisen 
das  Fundaniontalprinei]»  iler  Gren/methude:  P^ine  beständig  wachsoude 
Variable  hat  einen  endlichen  oder  „uneudliclien  Grenzwert*'.  Die 
Theorie  der  Grenzwerte  ist  schon  vorher  behandelt.  Ein  Capitel 
handelt  vom  Priucip  der  Substitution  Unendlicliklciner  mit  neuer 
Begründung  namentlich  in  Anwendung  auf  Rectiticatiou ,  Quadiätur, 
Kubatur.  In  einem  Capitel  über  die  fundamentalen  Eigenschaften 
der  Derivirteu  und  deu  Zusantmenhaug  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung wird  der  Satz  bewiesen,  dass  Functionen  vOn  gleicher 
Derivirter  constaute  Differenz  haben,  und  die  Weierslrass'sche  Func- 
tion ohne  Ditforeutial  besprochen.  Bei  Abfassung  des  Bachs  erklärt 
der  Verfasser  die  Lehrbücher  von  Schaar,  Catalau,  Gilbert,  Cauchy, 
Duhamel,  Lipschitz  und  Schriften  von  Geuocchi,  Peftno  und  Darboox 
zu  Rate  gezogen  zu  haben.  H. 

Die  Det  riiiinaüteu  iu  genetischer  Behandlung  zur  Einführung 
fllr  Auftnger.   Von  Adolf  Sickenberg  er,  Professor  am  k.  Maxi- 
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milkUHgymiiMiiim  In  Mflnclieii.  Zweiter  Abdruck.  MlInclijDii  1887. 
TlieoiUr  Axtkmmsm,  80  8* 

Die  Selirift  htl  2wei  versdiiedene  BeBtiamrangen ,  die  der  Ter- 
teer  mii  groiiem  Ge^ohick  zur  Decknog  za  Inrineen^lieiiifllit  ist« 
die  wir  aber  der  BeiirCeiJiuig  we^ßn  tau  einander  halten  mUnen. 
Der  Titel  bestimmt  eie  siir  £inlübning  fttr  Anftnger.  Von  diesem 
Gesicbt^nakt  ans  betracbtet  worden  pädagogische  liftngel  Yor- 
trefflicbe  ganz  in  Schatten  stellen.  Aber  .das  Torwort  selbst  stellt 
dimn  Zweck  in  zweite  Linie;  es  geht  ?on  einer  formell  analytischen 
Untersnchnng  ans,  deren  Gang  durch  ihr  Ziel  schon  voigeielchncC 
ist,  and  iDgt  nnr  zum  Schlnss  die  Aeusserung  bei,  dass  derselbe  Lehr- 
gang auch  mir  einen  strebsamen  Schaler  eines  Gymnasiums  verständ- 
lich und  nntzbriogeod  sein  solle.  Die  Ausführung  zeigt  folgenden 
Grundgedanken.  Durch  die  B6zon^sche  Methode  der  Aufldsnng  hin- 
reichender Systeme  linearer  Gleichungen  wird  jede  Lösung  sogleich 
als  homogsne  lineare  Function  der  bekannten  Glieder  dargestellt.  Die 
Coeffidenten  stehen  im  Verhftltniss  von  Unterdetermioanten.  Betrachtet 
man  also  die  Theorie  der  Glcichungssjsteme  fOr  nGesnchte  als  bekannt, 
so  bietet  sieb  hierin  ein  Uebcrgang  znr  Theorie  für  n-|-l  Gesachte. 
Demgeoiasä  wird  hier  nach  einander  die  Theorie  für  2,  dann  3,  dann 
beliebig  viele  Gesuchte  entwickelt  und  dabei  einige  Eigenschaften 
der  Determinanten  her^jelritot  Um  dies  indes  in  Ausführung  /u 
bringen,  warcii  gar  mancht;  DiscussioLieu  und  Beweise  iu  Bot  reff 
der  Identitäten,  der  \  üizcichcn  etc.  nötig.  Alle  Deducüoücu  sind 
mit  aosgezeich neter  Klarheit  und  Pracision  vorgetragen  und  zeugeu 
von  nngemcinor  Beherrsi  hung  dos  Stoffes.  Frageu  wir  nun ,  abge- 
sehen vom  didaktischen  Zwecke,  nach  Wert  und  Bedeutung  des  Ge- 
leisteten, so  kann  man  unter  der  genetischeu  Behandlung,  wie  es  der 
Titel  nennt,  wol  nnr  jene  recurrente  Darstellui^  verstehen,  die  statt 
der  güwühuiichen  indopendenten  Form  der  Entwickeiung  der  Deter- 
miaaatenlehre  gegeben  worden  ist.  Im  allgemeinen  pflegt  mau  der 
indepeudenten  Form  vor  der  recnrrenten  den  Vorzug  zu  geben-,  im 
vorliegenden  Falle  verdient  sie  den  Vorzog  ganz  besonders:  die 
Rechnung  mit  ganzen  Determinanten  ist  elegant  uml  durehscbau- 
lich,  mit  Zerlegung  achweriäliig  und  mit  allerhand  Umstandliebkeiten 
vorknüpft;  jede  Zerlegung  annnllirt  teilweise,  was  durch  die  Deter- 
minante erreicht  war.  Von  dieser  Seite  aus  betrachtet  lässt  also 
die  voränderto  Bchandlungsweise  nnr  einen  Rttckschritt  crkenneu. 
Was  aber  nicht  auf  dem  Titel  steht,  der  Aufbau  der  Detenninanten- 
theorie  auf  der  Basis  der  Tbeorie  d(^r  Gieichungssystcme,  iyl  wcnigsten.s 
eine,  wenn  auch  willkürlicb  selbst  f^'e\Täblte,  durch  nichts  geforderte, 
doch  originelle  Aufgabe  gegeuüher  der  gewöhnlichen,  combinatori- 
achen  Be^rttadutig,  «elcber  .die  .hOßtakg  dar  QlMchuugsajrateue  aU 
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Anwendimg  nachfolgt.  Die  Ansfllhning  liat  geselgt,  welolie  Fragen 
dabei  zn  behandelii  Bind.  Hiiiriu  allem  ist  die  eigentüche  Leistvog 
der  Arbeit  m  sehen;  das  tnccessive  Aufsteigen  war  der  Weg,  aaf 
dem  der  Yerfssser  dasn  gelangte,  vielleicht  der  einzige  mögliche,  wo 
nicht,  wol  kanm  der  empfehlenswerte.  Was  nnn  die  Verwendnng 
der  Methode  zur  Mnfnhrang  der  Anftnger  betrifft,  so  ist  in  voriie- 
gender  Bearbeitnng  die  Kenntniss  der  AaflOsnng  der  linearen  Glei- 
chnngen  nach  irgend  einem  YerfUiren  voransgesetit ,  das  Ordnnngs- 
princip  im  Ansdmck  der  Lösungen  hingegen  soll  ^>en  erlernt  wer- 
den.  Der  Lehrgang  beginnt  mit  einigen  Beobachtungen  am  System 
zweier  Gleichnngen,  deren  Zweck  dem  SchOler  verborgen  bleibt  Im 
Fortschritt  som  Systeme  dreier  Gleichungen  würde  er  den  Zweck 
ahnen,  wenn  die  Beobachtangen  analoge  wftren.  Allein  hier  wird 
erst  nach  Beductionen  und  Discussionen  das  Ziel  erreicht  Oberhaupt 
die  analoge  Form  herzastellee,  deren  Uebereinstimmung  der  Schaler, 
dem  die  Idee  der  Anordnung  fremd  ist,  nicht  wahrnimmt  Er  bat  also 
wiedemm  keine  Aufklärung  erhalten«  muss  Schritt  f&r  Schritt  dem 
Vortrage  reeeptiT  folgen  und  hat  fOr  den  weitem  Fortsdiritt 
nur  den  Blick  auf  unabsehbar  ausgedehnte  Discussionen;,  die  bei  4 
und  5  Gleichungen  bevorstehen.  Ist  endlich  nach  andauernder  Auf* 
merksamkeit  das  Ziel  erreicht,  so  kann  er  gewisse  Eigenschaften  der 
Determinanten  registriren,  ist  aber  in  deren  Gebranch  an  den 
einfachen  weitreichenden  Schlflssen  noch  immer  nicht  eingeweiht  und 
wird  sich  bei  Anwendung  mit  Zerlegung  iu  Untcrdctcnnlnanten  be- 
helfen.  Wenn  man  weiss,  wie  leicht —  freilich  erst  bei  einiger  Ver- 
trautheit der  Schüler  mit  den  Elementen  der  Comhinatorik  und  mit 
Substitutionen  —  sich  sämtliche  Hauptsätze  der  Determinantenlehre 
ohne  alle  Deductlousketten  durch  directe  Schlüsse  entwickeln  lassen, 
so  muss  es  als  eine  anbillige  Zumutung  erscheinen,  dass  sie  sich 
erst  durch  alle  Schwierigkeiten  des  successlvcn  Aufeteigens  hindurch- 
arbeiten sollen.  Andere  Autoren  haben  bei  Bearbeitung  der  Detern 
minantenlehre  für  den  Schalgebrauch  den  gleichen  Ausgangspunkt 
wie  in  dieser  Schrift  gewählt,  verbanden  aber  damit  die  Bestimmung 
iür  die  Mittelclassen  der  Gymnasien,  nm  die  Schüler  der  Algebra 
schon  am  Gewinne  teilnehmen  zn  lassen,  ein  Gewinn  der  für  sie 
offenbar  ganz  illusorisch  ist  Der  Verfasser  hat  nach  allem  nur  die 
höchste  Classe  im  Sinne.  Hoppe. 


Allgemeine  Untersuchungen  über  die  unendliche  Beihe 
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Von  Carl  Friodricli  Gauss.  Mit  EiosclilDss  der  oschgelisseneD 
FortseCsmig  ans  dem  Latoinisofaflii  flberaetrt  tob  Dr.  Helaricli 
Simon.  Beilin  1888.  JnUiis  Spriiiger.  86  8. 

Diese  bei  ihrer  Kürze  so  reichhaltige  Arbeit,  doren  Inhalt  als 
weseoUicher  Teil  jedes  Lehrcursus  über  bestimmte  Integrale  allge- 
mein bekannt  i«t ,  von  der  vor  nicht  langer  Zeit  nur  wenige  Exem- 
plare existirten,  bis  sie  in  der  Gesamtausgabe  der  Werke  wieder- 
erscbien,  ist  nun,  weniger  durch  die  Verdeutschang,  deren  das  Gaass*- 
sehe  Latein  kaum  bedarf,  fils  durch  die  gesonderte  Ausgabe,  dem 
Gehrauche  des  Emzeloen  näher  gerückt,  was  gewiss  dem  Wuüsrh(! 
Vieler  entspricht.  Dem  historischeu  Interesse  hat  der  Uebcrsetzer 
einerseits  durch  treue  Wiedergabe,  andrerseits  durch  Sonderung  des- 
jenigen Teiles,  welcher  als  Fortsetzung  aus  dem  Nachlass  aufgenom- 
men ist,  Rechnung  getragen  und  am  Schlüsse  des  Ganzen  Anmer- 
kungen litterarischen,  historischen  und  erklärenden  Inhalts  hinzu- 
goftlgt  Die  Fortsetzung  enthält  die  Entwickolung  der  linearen  Dif- 
fercntialgleicliaiig  2.  Ordanng,  welcher  die  OaoBs'sche  Function  r 
genllgiL  H. 


üeber  zwei  universelle  Verallgemeinerungen  der  algebraischen 
GrundoperatioDen.  Von  Dr.  Oskar  Simony,  a.  o.  Professor 
au  der  Wiener  Hochschule  für  Bodencultor.  Sitzungsber.  d.  kais. 
Akad.  d.  Wiaseusch.  XCL  Febr. 

Das  Yorfiegende  ist  «En  nener  Yersndi«  imaginlre  ZaUen  Ton 
höherer  ah  sweiftcher  Manniefa&ltii^eit 

in  die  Bechnang  etnziifUiTeii.  Die  Begriffe  der  Operationen,  von 
denen  Addition,  MultipHcation  nad  Potentimog  in  Betracht  gezogen 
wertlen ,  werden  durch  Fordemngen  bestinimt«  so  dass  deren  Ver- 
mehrung und  Wcglassuüg  Verengnng  und  Erweiterung  des  Bogrifi 
bedeuten.  In  der  Wahl  der  Anordnung  leitet  die  Analogie;  Not- 
wendigkeil wird  nicht  beansprucht.  Es  ergibt  sich,  dass  die  Coef- 
ticienten  des  Resultat  es  jeder  Operation  immer  erst  nach  Hinza- 
füguug  weiterer  bescliränkejider  liedinguugeu  vollständig  bestimmt 
werden  können.  Durch  eine  geouiotrische  Charakterisirung  soll  dann 
die  Unbestimmtheit  gehoben  werden.  Dies  führt  zur  zweiten  Ver- 
allgemeinemng.  Auf  das  Nähere  einzugehen  würde  zu  weit  führen. 

IL 
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Geometrie. 

Gönn  de  g^omitrie  de  la  FacnlU  dee  Sdeneet.  Le^ons  lor  la 
gfoMe  des  stirfiMses  et  les  appliostioiis  g^omMqneB  du 
caloal  infinitteimaL  Far  Oaston  Darbeax,  Membro  de  rimlitait, 
Profeeaeiir  h  la  Faentt^  des  SeieEcee.  Fjreaütee  partie.  (HaAraliUa. 
Coordoratos  corviUgiies.  SnrüMMS  miiiiiDa.  Paris  1887.  Gaatliier* 
yUlan.  618  8. 

Das  Buch  behandelt  die  Theorie  der  Curveu  nnd  FlÄohoii  iu 
analytisch  kinomatlBcher  AufTassnng ,  und  gehört  hiernach  der  znr 
Zeit  noch  am  weaigsten  vertietLiiea  Classe  geornt  trivher  Arheiton 
fin,  die  sich  in  wesentlichem  Gegensatze  gegen  zwei  gegenwärtig  weit 
mehr  im  Vordergruüdo  stehenden  Cinssen,  den  RvnthetiBcheii  und 
alL-'f'hraischon,  d.  h,  dio  Gebildi'  als  (  oiibtruction  pniiiitiv  gegebener 
Gleichuiij^t'ii  1)(  trachtenden ,  bcüüdct  und  ihre  verdiente  Beaehtung 
neben  jenen  zu  erringen  hat.  Der  kinematische  Ausgang8]iunkt  ist 
allgemeiner  gewählt,  als  es  für  die  geometrische  Verwendung  erfor- 
dert wird.  Es  ist  die  momentano  Rotation  eines  Trieders ,  das  mit 
einem  Parameter  variirt.  Sind  p,  r/,  r  die  Cunipoueuten  der  Rotations- 
geschwindigkeit, die  sich  bekanntlich  auch  verbaJfcn  wie  die  Ri<-h- 
tongscosinas  der  Rotationsaxe ,  so  sind  für  festen  Scheitel  die  Rn  h- 
tangscosinus  jeder  der  3  Triederkantea  o,  y  beattiumt  durch  das 
System  dreier  Differeutialgleiehongea 

-  =  ßr-m  g|=yi»-«»*i  ^— ^a-ft»  (8) 


dessen  vollständiges  Integral  durch  Orthogonaisubstitution  ans  jeder 
specieileu  Losung  hervorhcliL  Für  varürenden  Scheitel  kommen 
noch  Terme  hinzu,  deren  Berücksichtigung  indes  jener  Integration 
erst  nachfolgt  Wird  nun  das  Trieder  von  der  Tangente ,  Ilaupt- 
aud  Binorniale  einer  Curve  gebildet  und  durch  ein  Trieder  von 
gleicher  Stellung  nnd  festem  Scheitel  ersetzt,  so  f;il!t  die  Rotations- 
axe in  die  eine  SeiteuHache,  <j  vorscbwindet,  nnd  r,  p  verhalten  sich  wie 
die  Goincidenzwinkel  der  Tangente  und  Krümmungsaxe  (mithin  wie 
KrQmmnng  nnd  Torsion).  Die  3  Diflferentialgleichnngen  sind  dann  die 
Fundamentalformeln  der  Curventheorie,  und  ihre  Integration  lö?t  das 
Problem,  ans  der  gegebenen  Relation  von  KrOmmungs-  und  Torsions- 
winkcl  dio  Curve  zn  finden.  Die  Keduction  des  Problems  auf  eine 
imasinäro  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  war  bekannt.  Hier  wird  sie 
nach  gleicher  Melhudo  allgemeiner  behandelt  Zunächst  führt  letz- 
tere die  edtigen  Bewegung-gleit  hungen  eines  beliebigen  Trieders  auf 
dieselbe  Form  zarttck,  und  selbst  diese  werden  vorher  erweitert  aa^ 
die  Form 
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£s  folgt  DQQ  ab  Basii  der  Flächentheorie  die  Betrachtang  eines  mit 
2  Parametern  u,  v  variirenden  Trieders.   Yi^irt  u  allein,  v  alloin, 
so  ergeben  sich  2  Systeme  (8),  aus  denen  3  Bedingnngsrelationen 
zwischen  pqr,  V\^\^\  her\'orgehen,  wenn  eine  gleichzeitige  Variation 
von  tt,  o  möglich  sein  soll.    Sind  diese  erfüllt,   und  man  hat  eine 
Lösnnir  für  das  eine  System  (8) ,  die  dem  andern  nicht  gentigt ,  so 
ergibt  sich  daraus  eine  zweite  Lösung  für  das  erste,  genf^fjt  sie  aber 
ticin  /svciten  für  irgend  ein  n  -=  tt,^,  so  genügt  sie  ihm  für  jedes  u. 
>«ach  einigen  Folgerungen  und  specielleu  Anwendung:!'!!  worden  dann 
die  Theorien  der  conjugirten  Liniensysteme,  der  KrümmuügsÜnieu 
»icr  asymptotischen  Lininn,  der  conformen  Afibildung,  der  Fünfkugel- 
roordinaten  und  der  Krümmungslinien  in  taii^ciitiellcu  Coordinaten 
entwickelt.    Fast  die  Hälfte  des  Buchs  nimmt  dann  die  Thf  riric  der 
der  Minimalflächon  ein.   Nach  einer  historiccbon  Uebersicbt  werden 
die  kk'insteu  Flächen  iu  puuctuellcn  und  tungeutiellen  Coordinaten, 
ihre  couforme  Abbildung,  die  adjuugirte  Hächc  von  Bonuet,  die 
Formeln  von  Monge,  die  algebraischen  Miuimaltlilchen,  die  Formeln 
von  Schwarz,  das  Problem  von  Plateau,  die  Formeln  von  Weierstrass 
und  venchiedene  Anwendungen  behandelt.  H. 

Ueber  Flfldien  zwdter  OrdoaDg.  Ein  Bdtng  sa  deren  Theorie. 
YoB  Wilhelm  Seh  midie,  Lehnntflpnktilcaiit  Beilage  svBi  Pto- 
gnmni  des  Gymnasionui  in  Baden.    Baden-Baden  1887.    4^.  15  S. 

In  den  „Heiträgen  zur  Oeonetrie  der  Lage''  beweist  von  Staudt 
p.  28.  einen  Satz,  welcher  einen  Teil  der  Flächen  2.  Ordnung  de- 
Hoirt.  Diesen  wählt  der  Ver&sser  als  Ausgangspunkt  fOr  eine  Theorie 
der  Blächeo  2.  Ordnung  ^  discntirt  die  Schnitte  der  Ebenen  mit  der 
Fläche,  indem  er  die  Principien  der  Standrscbcn  Geometrie  als  be- 
kannt vmnssetzt,  and  beweist  r^n  geometrisch  26  Lehrsätze. 

H. 

Eiulübruiig  iu  die  Geometrie  der  Kegelschnitte.  Znm  Gebrauche 
flir  höhere  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  Richard  Heger, 
a.  o.  Honorarprofessor  am  Königl.  Polytechnikum  und  Oberlehrer 
am  Wettiner  Gymnasium  zu  Dresden.  Mit  Uolzbchuitteu  im  Tcito. 
Brertau  1ÖÖ7.   Eduard  Trewcudt.   Gl  S. 

Der  Lehrgang  nimmt  seinen  An&ng  beim  ebenen  Schnitte  des 
fenatan  Kegele  nad  MwliMt  daraus  mit  ZuhnUemhme  einfacher 
'Seebainig  die  Taiagentiini'  «nd  iFoealtheoiie.  Dann  aalt  'nM  «^ie 
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Gleidrang  der  Cum  zagesogoii.  Es  folgt  wdtar  te  Reihe  nch: 
die  qnadratisdie  Paukt-  ond  StrahleninvolatloD,  der  Kfeiekege!«  deam 
ebene  Sobnitte,  projecti?e  Punktreiheii  nnd  StralilbflBchel,  die 
BchoitCe  iIb  Enengniflse,  FttcheDinhalt  Mit  den  dnseliieii  Smee 
sind  viele  üetrangen  verbonden.  K 

Methodik  der  stetigen  Deformation  von  zweibiättrigcn  Rieraann'- 
sehen  Fiäcbea  Von  Fritz  Hof  mann.  Mit  vielen  in  den  Teit 
eingedruckten  Figuren.  Halle  a.  8.  1888.  Lonia  Nebert.  50  S. 

^emann'sche  Flächen''  wcrdoii  zor  Abkürzung  die  hier  alldo 
in  Betracht  gezogenen  Flachen  genannt,  welche  zugleich  zweiblättrig, 
sowie  geschlossen  sind,  aber  aucli  Selbst dürchdringungscurven  be- 
sitzen. Die  erste  liier  gelöste  Aufgabe  lautet:  einfache  Methoden 
anzuheben,  nach  welclien  eine  Uiemauu'äche  Fläche  durch  stetige 
Vcizerruug  identisch  gemacht  werden  kann  imt  andern,  besonder« 
charakteristischen  Flächen  von  einer  solchen  Beschaffenheit,  dm 
sich  auf  ihnen  die  Untersuchung  topologischer  Fragen  besonders 
übersichtlich  gestaltet;  für  welche  insbesondere  jener  den  Riemano'- 
sehen  Flächen  anhaftende  missliche  Umstand  wegfällt,  dass  die  geo- 
metrische Vorstellung  durch  das  Auftreten  der  Selbstdurchdringungs- 
curven  gehindert  wird.  Die  zweite  gelöste  Aufgabe  ist  die  umfre- 
nmgehrte:  Methoden  anzugeben ,  welche  eine  directe  Umvvaadluug 
einer  beliebig  vorgogebeueu  igescblossenen  Fläche  in  eine  Biemano'- 
scho  Fläche  gestatten.  H. 

Axonometrie  nnd  Perspektive  in  systematiscbein  Zusnniinenbsuge 
dargestellt  von  Dr.  Cbristian  Beyel,  Privatdosent  am  eidgenMi- 
seben  Polytechnikum  in  Zürich  und  Assistent  fbr  darstellende  Gso* 
metrie.  Mit  9  Tafeln  in  Steindruck.  Stuttgart  1887.  J.  B.  Metttor* 
57  S. 

Unter  der  Bezeichnung  ,,centri8che  Axonometrie^'  wird  nach  Vo^ 
gang  von  Guido  Hanck  die  Axonometrie,  Perspective  und  schiefe 
Parallelperspective  zusammenbegriffen.  Bei  Behandlung  dieses  Ldtf^ 
gebiets,  bestimmt  fikr  Zeicbner,  ist  die  Anwendoag  von  RecbQoog 
mit  einigen  wenigen  Ausnahmen  vermieden  worden.  Die  Hsapt- 
abschnitte  sind:  Einleitung,  centrische  Axonometrie,  schiefe PscsUsI- 
speetivo.  Der  Klarheit  des  Vortrags  kOnnen  wir  kein  Lob  9end«> 

E 

Ueber  den  Zußanmicuhaug  gewisser  topologischer  Thatsadieü  oii^ 
neaen  Sätsen  der  höheren  Arithmetik  nnd  dessen  theoretiadie  Be- 
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deatang.  Von  Br.  Oskar  8i  tnony,  a.  o.  Profenor  an  der  k.  k.  Hoeh- 
fchnle  fftr  Bodencaltur  in  Wien.  Mit  2  Tafeln  und  1  Holnchnitt. 
SitzQDgsber.  d.  kais.  Akad.  d.  Wiasensch.  XGVI.  Jnni  1887.  98  8. 

Es  wird  eine  Methode  vorgefahrt  die  mflglicheD  Knotenverschlin- 
gongen  eines  andarchdriDglicben  geschlosseneD  Fadens,  d  h.  solcher 
Gestalten,  welche  ans  dem  kreisförmigen  Faden  durch  keine  stetige 
Deformation  hervof|seliea  ktonen,  anter  teliche  Gesetze  zu  bringen. 
Znent  kandelt  es  sieb  um  gesetzmässige  Eneognng  solcher  Knoten- 
vcrschlingiiiigen.  Sie  werden  dadurch  arnrege  gebracht,  dass  der 
Faden  lerschnitten,  gewissen  Enden  gemdnsame  Botationen  ertdlt, 
und  die  Enden  nach  Terscbiedener  Anordnung  Terknapft  werden. 
Ein  dasu  dienender  Apparat  wird  beschrieben  und  abgebildet  Die 
Berecbnnng  Mrt  au  Sfttien  Ober  die  Primaablen  und  Aber  Ketten* 
brftehe.  Zu  einem  angehenden  Bericht  möchte  wol  der  Gegenstand 
zu  oomplidrt  sein.  H. 
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tiesehiehte  der  JbiUi«iiialllk 

Auualcn,  mathematische.  Hrsg.  v.  F.  Klein,  W.  Dyk,  A.  Mayer, 
31.  Bd.   (4  Hfte.)   1.  Hft   Leipzig,  Teabner.  prcplu  20  Hk. 

BoltzmaDD,  L.,  Gustav  Robert  Kirchhoff.  Festrede.  Leipzig, 
J.  A.  Barth.   1  Mk. 

Jahrbuch  flb.  die  Fortschritte  d.  Mathematik,  begründet  r.  C 
Ohrtmann.  Unter  Mitwirkung  v.  J.  Mllller  n.  A.  WangeriD.  Hr^g. 
V.  M.  Henoch  a.  £.  Lampe.  17.  Bd.  Jhrg.  1886.  1.  Hft.  Berlin, 
G.  Reimer.  11  Hk. 

Methode  uid  PrincipieB« 

Dedekind,  B.,  Was  sind  n.  was  wollen  die  Zahlen?  Bratm- 
Bdiweig,  Yieweg  &  8.  1  Mk.  60  PI 

Zimmermann,  W.  F.  A.,  Natnrkräfte  n.  Natnrgesetse.  4.  All. 
11.— IS.  L^.  Berlin,  Dammler*«  Verl.  ä  50  Pf. 

Sarnndangen. 

Baule,  A.,  Sammlung  v.  Aufgaben  d.  prakt.  Geometrie  ucbst 
kurzer  Anleitung  z.  Lösung  derselben.  Berlin,  Springer.  Kart.  1  Mk. 

Brockmann,  F.  J.,  Sammlung  v  Aufgaben  aus  allen  Gebieten 
d.  Elomentarmathcmatik  uebst  LösgQ.  od.  LösangsaadeatuDgeii.  Pa- 
derborn,  F.  Schöningh.    1  Mk. 

Budde,  W.,  physikal.  Aufgaben  f.  d.  oberen  Klassen  hOh.  Lchr- 
anataltcn.   Braunschweig,  Vieweg  Ji:  S.    2  Mk.  50  Pf 

Dohne,  F.,  prakt.  Rechenbuch.  1.  Tl.  3.Afl.  Riga,  Stieda's 
Verl.   1  Mk. 

Heis,  E. ,  Sammlung  v.  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  d.  allgem. 
Arithmetik  n.  Algebra.  73.  AIL  Köln,  DaMoot-Öchauberg.  3  Mk. 
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Litterarischer  Bericht 

XXIV. 


Mechanik. 

Anaytische  MecliaDik.  Von  J.  L.  Lagrange.  Deutsch  ber- 
aasgegebeu  you  Dr.  ü.  Servaa.  Berlin  lbö7.  Julius  Springer, 
640  a 

Die  erste  Auflage  der  M^canique  «oalytiqne  erschien  1788^  to& 
der  3.  Auflage  der  1.  Beid  1811,  der  Ste  1815.  I>er  1.  Band  nod 
die  ersle  HUIte  des  2ten  ist  von  Lagrauge  aeibat  Iierausgegeben ;  die 
Yellendiuig  des  2.  Bandes  flbemalimen  Prooyi  Garnier  and  Lacroix. 
Eine  dritte,  ?on  Bertrand  Teranataltete  «nd  mit  Anmerlcnngen  var- 
seliene  Ausgabe  erschien  185d — 1855.  Der  gegenwärtigen  dentachen 
Uebersetsnng  liegt  die  %  Ansgahe  sngmnde.  Ihr  Torana  geht  die 
LebenageacUchte  des  Verfassers,  Jeseph-Lonia  comte  de  Lagrange, 
geboren  in  Turin  am  S5.  Januar  1786,  gestorben  in  Paris  am  10. 
April  1813.  Der  Verfisaaer  derselben  ist  nicht  genannt;  ala  Quellen 
sind  angefahrt:  M6m.  de  l'institut  1812,  Journal  de  TEmpire  1813, 
Tir^  et  Potel  und  Coasali.  Hierauf  folgt  daa  Yersdchnisa  der 
Schriften.  Lagrange  war  Stifter  der  Turiuer  Aicademie,  ward  1766 
Ton  Friedrich  n.  an  die  Akademie  in  Berlin  berate,  nach  dessen 
Tode  er  sich  1787  nach  Paris  begab  und  auch  wfthrend  der  Bevo- 
Itttion  daselbst  verblieb.  H. 

Elemente  der  Statik.  Von  L.  PoiuBot.  Atitorisirtö  dontscho 
Ansgahe.  Nach  der  von  15er tr and  bearbeiteten  zwölften  Auflage 
des  französischen  Originals  lierausgegebeu  von  Dr.  H.  Ser?U8.  Mit 
4  üthographirten  Tafeln.  Berlin  1887.  Julius  Springer.  173  S. 

Aiik.  4.  ICtSk.  1.  nifg.  aStiht^TMlTL  4 
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Das  Werk,  welehM  zuerst  1803  erschien,  ist  schon  zweimal  iiiB 
Deutsche  übersetzt,  nach  der  4.  Auflage  yod  Lambert,  nach  der  &ten 

von  Hartmann.  Es  enthält  in  4  Capiteln  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  und  der  Krftftepare,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der 
Systeme  von  Erftften^  die  Theorie  des  Schwerpunkts  und  die  der  ein- 
fachen Maschinen.  Der  Heraasgeber  hat  eine  kone  Lebensgeschichto 
des  Verfassers  voransgeschidct  Hiernach  ist  Icbstorer  am  3.  Janoar 
1777  in  Paris  geboren  und  am  15.  Dccembcr  1859  ebendaselbst  ge- 
storben. Er  war  von  1806  bis  1821  Goneral-Inspector  der  Univer- 
sit&t,  ausserdem  war  er  Lohrer  am  Polytechnikum  und  ward  Mit> 
glied  der  Akademie.  Zwei  Entdeckungen,  die  seinen  Ruhm  begründet 
haben,  bezeichnen  wesentliche  Fortschritte  der  Wissenschaft:  die 
Theorie  der  Krftftepare  nnd  die  der  Notation  nnd  Prftcession. 

H. 

Nene  Theorie  der  Bdhoag.  Ton  N.  Petroff,.  tuuserl  mss. 
General-M^or  des  Genie-Gorps,  Professor  an  der  MÜitftr-Ingenieor- 
Akademie  nnd  am  technologischen  Instttnte  zn  8t.  Petersbnig.  Mit 
Genehmigung  des  Ver&ssert  ans  dem  Bassischea  flbersetst  von 
L.  Wurzel,  kais.  rass.  CoÜegienrath,  Ingenieur  des  Ministeriums 
der  Verkehrsmittel.  Von  der  kais.  mss.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  8t  Petersburg  mit  dem  Lomonosowpreise  gekrOate 
Schrift.  Hamburg  nud  Leipzig  1887.  LeopoU  Voss.  187  S. 

Die  Arbeit  xeichriLt  sich  aus  durch  die  unßcnK'ine  Beharrlichkeit, 
mit  welcher  der  Verlasser  die  Ursachen  der  giosson  Differeuzeu 
zwischen  allen  Theorien  und  Beobacliiungeu  verfolgt  hat  Er  be- 
ruhigt sich  bei  keiuem  uugcnau  zutreffenden  Ergebniss,  soiiilt m  zieht 
stets  die  Verschiedenheit  der  Umstände,  unter  denen  die  abweichen- 
den Resultatü  gcwouucu  worden  «ind,  und  alle  möglichen  EiDHüsüe 
in  die  Untersuchung.  Aiicrdiugs  bleiben  bis  zuletzt  unberechenbare 
Elemente  in  den  Formeln,  so  dass  die  Anwendbarkeit  nur  unter 
bestimmten  Beschränkungen  constatirt  werden  küDutoj  jedenfalls  sind 
aber  die  Formeln  brauchbarer  als  die,  welche  er  vorfand.  Sein 
eigenüicheij  Ziel  ist,  die  Keibung  zwischen  ausreichend  geschraiertcn 
festen  Flächen  zu  bestimmen.  Er  fasst,  wie  es  schon  vor  ihm  ge- 
schehen ist,  den  Vorgang  iu  diesem  Falle  als  Kcibuug  von  Flüssig- 
keiten auf.  bemznfolgo  betrifft  der  grösste  Teil  seiner  üntcr- 
snchnngen  die  Reibung  von  Flüssigkeiten,  die  durch  Köhren,  und 
zwar  von  kreisförmigem  Querschnitt,  strömen.  Voraus  geht  dio 
Theorie  der  Kcibuug  zwichen  trockenen  Flächen,  jedoch  nur  der 
Vollständigkeit  wegen  auf  bisherigem  Standpunkt  Die  hauptsäch- 
lichen bchiussfolgcrungcn,  die  er  aus  den  Untersuchungen  zieht, 
sind  folgende.   Sind  dio  MaschiuentoÜe  gut  an  einander  getkchiusäen, 
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reiehlleb  geBchmiort  und  der  Druck  nicht  tlb«nnft88ig,  borfthfcn  sieb 
die  Hetallteile  nidit,  so  Ist  der  Reibangswidenttiid  du  R«tiltat  der 
innereik  Beibung  der  Scbmierschicbt,  jede  Umche  also,  welche  die 
innere  Beibung  dieser  Schiebt  ftadert,  wird  auch  den  Beibongs- 
widerrtaad  des  Maschinenteils  ftadem.  Unter  sonst  gleichen  Be- 
dingangen  ist  die  Beibang  der  Maschinenteile  der  Grösse  der  Be- 
rfihmngsfläcbe  der  sich  reibenden  Teile  proportienal.  Der  Belbnngs- 
widerstaad  ist  der  relativen  Oeschwindigkeit  der  sich  reibenden 
Flächen  proportionai.  Er  steht  in  umgekehrtem  Yerfailtnisse  rar 
0icfce  der  Schmierschicht.  Letztore  ist  bei  reiehlicher  Sohmiemng 
der  Quadratwurzel  aus  dem  relativen  Normaldrucke  proportional. 
Wird  die  Form  der  Beibungsftächcn  durch  die  Belastung  umgestaltet^ 
so  verändert  sich  mit  der  Dicke  der  Schmierschicht  der  Beibungs* 
coeffident.  Der  Verfasser  hat  seine  theoretischen  Besultale  mit  den 
Versuchen  von  Hirn,  Kirchweger,  Böckelberg  und  Thurston  ver- 
glichen und  auch  selbst  umfangreiche  Versuche  angestellt  H. 

Zur  Ermittelung  des  Luftwiderstandes  nacli  der  kiuetischea 
Theorie.  Von  Edmund  Tocpl er,  Dr.  pbüos.  Wien  1886.  Carl 
Gerold's  Sohn.   24  8. 

Es  wird  der  Widerstand  der  Luft  gegen  die  Bewegung  einer 
Fläche,  unter  der  Annahme,  dass  die  LuftmoledUe  nnabhingig  von 
einander  sich  in  allen  Bichtnngen  bew ^n,  berechnet  und  als  Haupt* 
resultat  die  Formel  gefunden: 

wo  V  die  Geschwindigkeit  der  Fläche,  Sl  das  arithmetische  Mittel 
der  Geschwindigkeiten  (der  MülecüleV)  bezeichnet.  Wegen  allza- 
grosser  Häufung  dunkler,  mehrdouüger  Ausdrücke  und  unvollstän- 
diger Sätze  würden  wir  nicht  im  Stande  sein  im  lir  ühtr  die  Schrift 
zu  berichteu  ohne  üefahr  den  Gedaukcü  des  Verlasacrs  zu  ver- 
fehleu.  II. 


Technik. 

Die  Wirknngsgesetse  der  dynamo-elektrischen  Maschinen.  Von 
Dr.  F.  Auerbach,  Privatdocent  an  der  Universitftt  Breslau.  Hit 
84  Abbildungen.  Wien,  Pest,  Leipzig  1887.  A.  Hartleben.   250  8. 

Entsprechend  dem  wirklichen  geschichtlichen  Entwickclungs- 
gange,  demgem&ss  die  Theorie  der  technischen  Verwendung  folgend 
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sich  iü  wenigen  Jahren  zu  eiuera  umfangreichen  Wissenszweig  ent- 
faltot  bfit.  wird  auch  hicT  die  Throne  anf  ihrem  neuesten  Stand- 
jiunkte  ini  Anschliiss  au  die  Technik  vorgetragen.  Die  Lehrgegeu- 
Stande  simi  der  iUnhe  nach:  Batterieströmr ,  Bewegung  im  magneti- 
schen 1^  elde,  magnetelektriscbe  Maschinen,  Gesetze  der  Magnete  und 
ElektroTnaguetP,  dynamoelektrische  Maschinen  im  ;ill<,^eiüeineu ,  Be- 
ohai  htuiigeu  an  solchen,  ihre  Theorie,  Ilauptschlussmaschiuen, 
NebenschlussmaachiDen,  Conipouiidnias<  hineu,  speciello  Probleme.  Die 
AbbildoDgen  sind  weiss  auf  schwarzem  (irunde  Voraus  geht  ein 
Namen-  und  Sachregister  und  eine  Zusammenstellung  der  Litteratur. 
Das  Bach  bildet  den  38.  Band  von  des  Verlegers  „elektrotechnischer 
Bibliothek.''  H. 


Die  Constructiun  der  magnetclektrischeu  und  dynamoelektrischen 
Maschinen.  Von  Gnstav  Glaser-De-Cew.  Fttnfte,  umgearbeitete 
ond  Ycrmehrto  Aaflage  von  Dr.  F.  Auerbach,  Privatdocent  an  der 
UolyersitAt  Bredaa.  Mit  80  Abbildungen.  Wien,  Pest,  Leipzig  1887. 
A.  Hartieben.  358  8. 

Der  Inhalt  des  Buches  ist:  Principien  und  historische  Entwickc- 
long,  Maschinen  lOr  WechBeUtrOme ,  Maschinen  fOr  gleichgerichtete 
Ströme,  und  zwar  Ringmasehiaen,  Trommelmaacliinen ,  verschiedene 
Systeme  f  Unipolannaschincn ,  ferner  Constructionidetaüs  und  Htüh" 
apparate,  Anwendung  der  elektrischen  Maschinen  m  Erzeugung  des 
elektrischen  Lichtes,  verschiedeno  andere  Anwendnngen,  nftmlich  zur 
Galvanephistik,zum  Schmelzen  und  zur  ReiumotaUgewinnong,  zum  Tele- 
graphireO)  für  Laboratorien  und  medicinische  Zwecke  und  zur  Kraft- 
übertragung* Der  Anbang  enthält  Formeln  zur  Construction  von 
Elektromagneten.  Aus  den  frühern  Auflagen  ist  der  Abschnitt  über 
die  physikalischen  Gesetze  weggeblieben,  der  jetzt  durch  die  ge- 
sonderte Ausgabe  des  vorher  besprocheneu  Buchs  „Wirknngsgesetze 
etc'^  —  vertreten  wird.  H. 


Vademecuni  fürEloktrotcehaiker.  Praktisches  Ililfs-  und  Notizbuch 
für  Ingenieure,  Elektrotechniker,  Werkmeister,  Mechaniker  u.  s.  w. 
Herausgegeben  von  E.  Rohrheck.  IriLrenicnr  tin  Idektrotechiiik, 
unter  Mitwirkung  des  Herrn  Jv  Grunwald,  iii^etiicur.  Fünfter 
Jahrgang  des  Kaieuders  (in-  Eiektrotechuikcr.  18ÖÖ.  Mit  Tielen 
Holzschnitten.  Halle  a.  a  WUhelm  Knapp.  252  S. 

Soviel  sich  bei  blosser  Dorehstcht  des  Buches  ohne  eignen  Be* 
trieb  urteilen  Usst,  ist  darin  in  nmsicbtigsler,  vielseitigster  Welse  ftx 
alle  erdenklicbeo  Anwendungen  dnrch  praktisch  geordnete,  ans- 


42 


reichende  Angaben,  beginnend  mit  der  abstracten  Wisieiiscliaft  und 
eingehend  auf  die  speciellon  Erfordernisao  der  Praxis,  gesorgt.  An« 
zeigen  eventueller  Desideraten  zur  Ergänzung  für  spätere  Jahrgftnge 
würden  aonacb  nur  Sache  derer  seieiip  die  das  Buch  gebrauchen. 

H. 

Zeitschriit  für  Elektrotechnik.  Organ  des  Elektrotecliuischcn 
Vereins  in  Wien.  Kedacteur:  Josef  Kareis.  IV.  Jahrgang  1ÖÖ6. 
Wien  1886.  belbstverlag. 

Der  4.  Jabiigang,  der  erste  weloher  im  Selbitf eriaeo  dai  Tereine 
eraGheint,  enthalt  folgende  Abhandlungen  nnd  Vorträge: 

A.  V.  Waltenhofen:  Beiträge  zur  Anwendung  der  Gesetze  des 
Elektromagnetismus.  —  Torsionsgalvanometer.  —  Acciunalatoren 
von  Farbaky.  —  Magnetisimngse&rve  bei  verschiedenen  Eisensorten, 
Anwendung  zur  Bestimmung  der  Härte.  —  Fröhlich'sche  Theorie  der 

dynamoclektrischen  Maschinen. 

J.  Sack:  Die  elektrischen  Uhren. 

W.  Penkert:  .Berechnung  der  Elektromagnete  bei  Compoiind'- 
Maschinen.  —  Transformation  der  Wärme  in  elektiisehe  Energie. 
Bestimmung  des  Wirkungsgrades  eines  Transformaton.  —  MitUere 
Intensität  des  magnetischen  Feldes  bei  DynamomaadiiaeD. 

Rysselberghe:  Telephonie  auf  lange  Disteaa. 

Hammerl:  Verhalten  ringförmiger  Magnete. 

B.  T.  Fischer-Treuenfeld:  Miütär-TelegrapUeu 

J.  Zacharias:  Elektrieitit  als  Motor  Air  Laad-  and  Wasssr« 
fthneoga. 

M.  Barstya:  Elektrische  Zttadaag. 

H.  V.  Jflptaer:  Unirersal-ElektrlcitätsaieiBer. 

J.  Stephan:  Charakteristik  einer  Wechselstrommaschiae. 

H.  jailich:  Best  d.  Intens,  per.  Terind.  elektr.  StrOme. 

D.  Tamliras  Bliteableiter^ystom  von  Meisens. 
0.  Zickler:  Magaetisirongscanre. 

B.  Lewaadowski:  Neaerangen  an  Inductionsi^kparaten. 

E.  Girardt  Selbstiadaetioa  ia  elektrischen  Lsitora. 

H.  Sack:  (^pecifische  ladactioaaeoastaatoa  voa  StehlsHbea. 
J.  Kolbe:  Magnetische  Kraftliniea. 

C.  Grawiakel:  Ersatz  von  Telegr.  Batterien  daich  elektrische 
Maschiaea*     Stromarbeit  ia  oberird.  Telegraphealeitnngea. 

Kteiaer  aad  Hofmeister:  Helligkeit  aad  Arb^fBitanch 
elektrischer  GlQhlampea. 

J.  Kessler:  Normallastrameat  Ar  abs.  Messungen. 

F.  Bechtold:  Elektrische  Feaermelder. 
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F.  Drexler:  Elektrische  Messinstrumentc. 
J.  Moser:  Elektr.  u.  therm.  Eigensch.  v  Salxlö-uugcn. 
Strciiitz  uud  Aulinger:  Galvanischo  Polarisation  des  Bleies. 
AoBserdem  viele  kürzere  AuMtze.  H. 


Erd-  and  Himmelflkunde. 

Geonomie  (natliematiscbe  Geographie)  gestutst  auf  Beobachtoiig 
und  elementare  Berechmug.  Fflr  Lehrer,  Studirende  md  samSeibit- 
nntenicht  Gearbeitet  von  Dr.  Tb.  Epstein,  Lehrer  an  der  Beel- 
scbnle  „Phi!antropin<*  in  FrankAirt  a.  M.  Mit  166  HobEechnitten  ün 
Text  nnd  18  Fignrentafehi,  wovon  12  mit  Sternbildern  anf  blanem 
Gründe.  Wien  1885.  Carl  Gerold's  Sohn.  576  S. 

Der  Name  „Geonomie'*  soll  der  bezeichneten  Doctrin  die  Stel- 
lung des  besondern  Teils  der  Astronomie  geben,  der  sich  auf  die 
Erde  als  Astron  besiebt.  Eine  eigentümliche  Anffassang  mochte 
dadurch  kaum  ausgedrückt  sein,  da  die  mechanische  Theorie  für  die 
Erde  keine  andre  ist  als  für  die  andern  Planeten,  die  tellurischen 
Vorgänge  nicht  ohne  Zuziehung  der  übrigen  Himmelskörper  erklärt 
werden  können,  bei  Begrenzung  des  Lehrstoffs  aber  die  gleiche  Frei- 
heit bleibt  wie  in  jeder  mathematischen  Geographie.  Die  Haupt- 
abschnitte des  Buchs  sind:  Hülfismittel  und  Vorbereitaogiii,  Gestalt 
nnd  Grösse  der  Erde,  Bewegung  der  Sonne,  Ueborgang  mm  Cop- 
percanischen  System,  der  Mond,  geonomischo  Physik,  in  welchem 
letzten  auch  Ebbe  nnd  Flut  behandelt  ist  Besonders  ausführlich  ist 
über  die  Messungen  Auskunft  gegeben:  es  werden  nicht  bloss  die 
BalfBmittei  nnd  Berechnung  erklärt,  sondern  mehr  noch  die  facti- 
scben  Measongen,  ihre  Schicksale  und  Erfolge  mitgeteilt.  Die  An* 
Wendungen  der  Mathematik  beschränken  sich  anf  die  elementare 
der  Schule,  welche  durch  Vortrag  einiger  Lehren  von  den  Coordi- 
naten  und  v  on  der  Ellipse  erweitert  wird.  Dagegen  sind  alle  Gegen- 
stände der  Uimmelsdynamik,  also  auch  die  Planetenbahnen  nur  qua- 
litativ in  Betracht  gesogen,  die  Keplefsehen  Gesetze  gar  nicht  er- 
wähnt. H. 


Astronomische  Geographie»  £in  Lehrbnch  angewandter  Mathe* 
matik.  Von  Prof.  H.  C.  £.  Martns,  Direktor  des  Sopkien-Beal- 
gymnasiums  in  Berlin.  Mit  100  Figuren  im  Texte.  Zweite  Alflage, 
mit  vielen  Zusätzen.  Leipzig  1888.  C.  A.  Koch.  888  S. 
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Die  1.  Auflage  ist  im  260.  litt.  Bericht  besprochen.  Die  gegen- 

wiirtige  2.  Auflage  briugt  mehrere  Verbesserungen  und  viele  Zusätze, 
unter  andern  eine  Ycranschaulichung  der  Knirnmung  der  Erdober- 
fläche; auch  sind  viele  geachichtliche  Bemerkungen  hinzugefügt,  für 
welche  die  Geschichte  der  Astronomie  von  Mudolf  Wolf  (in  Bern) 

hauptsächlicli  als  Quelle  benutzt  worden  ist.  Da  der  Gesamtetoff 
tur  tili  Halbjahr  bei  4  wuchentlichen  Lehrstunüeu  als  /ii  gross  er- 
achtet ward,  so  hat  der  Verfasser  d^rLiiif  giTechnet,  dass  das  Capitel 
über  das  Erdsphäroid  iu  einem  anderu  Halbjahre  im  Aiischluss  au 
daä  ätereomt'tiiache  Gebiet  behaudelt  werden  könnte.  H. 

Hydrologische  Stadien.  Von  Heinrich  Gravö,  behördlich 
antoriairter  und  beeideter  Zivil-Iogenienr,  Architekt,  Mitglied  mehrerer 
gelehrten  Gesellschaften  und  wissenschaftlichen  Vereine,  Korrespon- 
dent der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt»  etc.  1.  Heft  Wien  1887. 
Alfred  Hölder.  59  S. 

Diesem  1.  Hefte  soll  eine  noch  nicht  begrenzte  Reihe  weiterer 
Hefte  folgen.  Die  darin  t^üthalteueu  Arbeiten  gehen  aus  dem  im 
Vorwort  dargelegten  Gedanken  hervor,  dass  künstliche  Anlagen  zur 
Gewinnung  von  Naturproducten  und  zur  Bekämpfung  verderblicher 
Elemente  noch  grossenteils  ohne  gehörige  Kenntniss  der  Wege,  auf 
denen  die  Natur  dem  Menschen  ihre  Gaben  zuiulirt  und  die  Schäden 
mässigt  und  ausgleicht,  unteraommen  werden,  dass  daher  der  mo- 
nnntane  Gewinn  beträchtlichen  Schaden  für  die  Zukunft  nach  sich 
ziehen  kann.  Die  einzelnen  Artikel  sollen  nun  der  Uutersut  Imng 
dabin  einschlagender  Fragen  gewidmet  sein.  Das  1.  Heft  enthält  ü 
Artikel.  Der  erste  gibt  eine  Uebersicht  über  die  Ilülicnmes- 
sungen  in  einem  Teile  Oesterreichi ,  naraentlicli  ausgehend  auf  die 
Bestimmung  der  Höhen  der  Pegel  österreichischer  l'Iusse,  und  stellt 
die  Resultate  zusammen.  Der  zweite,  „biudieu  ul)er  die  Bildung 
uud  Ergibigkeit  der  Quellen",  geht  hauptsächlich  auf  den  IJurch- 
gang  des  Wassers  durch  Steinarten  ein  und  erörtert  die  Verände- 
rungen, welche  der  natttrliche  unterirdische  Wassorlauf  durch  künst- 
liche Ableitong  des  Wassers  erleidcu  muss.  H. 

Wetter-Telegraphic  und  Sturmwarnungen  iu  Nordamerika.  Von 
J.  G.  Hagen,  S.  J.  Separat- Abdruck  aus  dcu  „btimmen  ans  Maria- 
Laach''.  Freibarg  i.  Br.   18Ö6.  Herder.  49  S. 

Die  Schrift  berichtet  ftber  die  Veranstaltongen,  welche  von  Seiten 
der  Vereinigten  Staaten  snm  Sofantze  der  Landeeprednetlon,  des 
Handels  nnd  der  Seefahrt  gegen  sentOrende  Wetterrorgflnge  dnrch 
Anwendnng  der  Telegraphie  nnd  der  Signale  getroste  worden  sind. 
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Ihre  3  Abschnitte  behandelu  einzela  geschichtliche  Eutwickeluüg  des 
Wetterdienstes,  dessen  Organisation  nnd  Tätigkeit.  Die  Schnt2- 
massregelii  begauneu  1819,  mehrten  und  erweiterten  sich,  bis  1870 
auf  Betrieb  des  Brigade-Generals  Albert  J.  Myer  eine  Organisation 
ins  Leben  trat,  welche  ganz  unter  miiitäriscbor  Verwaltung  stand, 
aber  auch  TOn  vielen  andern  Seiten  Unierstützung  fand.  Von  ihr 
giengen  täglich  3  mal  Wetter-Bulletins  aus,  die  anfangs  an  24  Städte 
telcgraphirt  wurden,  bald  uacbher  auch  Wetterprognosen ;  das  Ein- 
trefl'eu  angesagter  Stürme  stieg  von  70  proc.  mit  der  Zeit  auf 
proc.  Die  Tätigkeit  der  Institution  dehnte  sich  bald  auf  immer  mehr 
Ziele  aus:  auf  dem  Wiener  Meteorologen-Congress  1873  ge^^auu 
Myer  die  Mitwirkung  aller  europäischeu  Staaten  und  Culturstaatcn 
aller  Erdteile  zu  dem  Plane  gleichzeitige  Beobachtungen  anzuordnen. 
Die  neueste  Geschichte  meldet  voe  Bfickgang  der  Erfolge,  an  dem 
die  Wendung  der  öffentlichen  Meinung  zunächst  gegen  die  Nordpol* 
fahrten,  dadurch  vermittelt  gegen  alle  ünternehmangen  zugunsten 
der  Insütation  achnld  war.  Die  2  letiten  Abschnitte  eotfaalten  1^ 


Astronomischef  Wandkalender  für  das  Jahr  1888.  Gezeichnet 
von  P.  Manojlovits,  königl.  serbischer  Vice-Consol.  Text  von 
Dr.  K.  Zelbr.  Wien  1888.  Carl  Gerold's  Sohn. 

Die  Gesamttnfel  beiteht  m  8  HImmelalailien,  die  lieh  Ober  die 
Zone  der  Ekliptik  erstrecken  nnd  die  Bahnen  der  Bonne,  dar  Pla- 
neten nnd  die  Oerter  des  Voll-  nnd  Nenmondee ,  bei  festen  Fixster- 
nen, im  Lnnfo  des  Jahres  1886  darstellen.  Tabellarisch  steheo  dar» 
unter  die  Himmelserscheinnngen  fOr  Jeden  Ts«.  H. 

Met43orologische  Zeitschrift.  Herausgegeben  von  der  Oester- 
reichischeu  Geseliscbatt  für  Meteorologie  und  der  Deutschen  Meteoro- 
logischen Gesellschaft  Redigirt  von  Dr.  J.  Hann  (Wien,  Hohe 
Warte)  und  Dr.  W.  Köppen  (Hamburg,  Seewarte).  Vierter  Jahr- 
gaug  1887  (zugl.  XXH.  Bd.  d.  Zeitschr.  der  Oeaterr.  Ges.  for  Met) 
Berlin,  JL  Asher  n.  Co* 

Der  4.  Band  enthftlt  folgende  Abhandlungen: 

Biermann:  Zum  Klima  der  Eanarischeii  r««<d«. 
Kleiber:  Periodische  Schwankungen  to  Atmospkize  swisclien 
beiden  Halbkugeln  der  Erde. 

Lang:  Beobaehtnng  der  SduMsMedning. 
Groitmui:  Zur  synoptiidien  Karte  d.  norditianl  Oc. 
Obermeyer:  Beobaclitiiiigssteaonaiif  dem  Giplol  te  SennUiek. 
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Hann:  Goschichte  der  met  Station  auf  dem  Sonnblick.  —  Be- 
obachtuDgen  daselbst  —  Beobachtungen  der  österr.  Polarstation  auf 
Jan  Mayen. 

£rk:  Yerticale  Verteiluag  des  Niederschlags  am  Nordabliaiige 
der  bairischen  Alpen. 

Ekhelm  and  Hagstrdm:  Hohe  der  Wolken  im  Sommer  an 
Upsala. 

Draenert:  KttsteDkllma  der  Provinz  Pernambuco. 
Hellmann:  Jfthrliche  Periode  der  Niederschlage  in  den  deut- 
schen Mittelgebirgen. 

L4ska:  Gewitter  in  Prag. 

Hugo  Hey  er:  Uatersnchpngen  Aber  das  Sättignngsdeficit.  — 
Hftnfigkeit  gegebener  Temperatnrgrappen  in  Norddentschland. 

Hofimann:  Phänologie  nnd  Wetterprognose. 

Fritz:  Reeoltate  der  PolarUchtbeobachtnngen. 

Woeikof:  Zum  Klima  von  Korea. 

Bei  mann:  Gewitterersch^nngen  im  scUesiscfaen  Gebirge. 

Nenmayer:  Magnetische  Landesaafhahme  von  Frankreich. 

Köppen:  Einiges  Aber  Wolkenformen.  —  Gewitter  vom  13.  bis 
17.  JoU  1884.  —  Hannos  Atlas  der  Meteorologie. 

Vettin:  Einwirkung  der  bar.  Minima  nnd  Maxima  auf  die  Bich- 
tnng  des  Wolkenzuges. 

Upton:  Met  Beobachtungen  bei  Sonnenfinsternissen. 

BrAckner:  üeber  die  Zahlung  der  Begentage. 

üle:  Beob.  der  Wassertemperatur  in  der  Saale  bei  Halle. 

Thirring:  Zun  Klima  von  China. 

Weihraneh:  Met  Beob.  zu  Fort  Bae. 

Seidh  Temperatnrrerteilnng  im  Gebiete  der  Karawanken. 

Malier:  Ueber  Yerluste  äusserer  Energie  bei  der  Bewegung 
der  Luft. 

Lines:  Ueber  einige  die  Wolken-  nnd  Lnftelektricität  betref- 
fende Probleme. 

Waehlowski:  Die  Niederschlagsverhältnisse  in  der  Bukowina. 

Brandis:  Bogen  und  Wald  in  Indien. 

Bnys-BaUots  üeber  simultane  Beobachtungen. 

Yolger:  Quellentheorie  auf  meteorologischer  Basis. 

AnguBtin:  Jährliche  Periode  des  Windes. 

Werner  Siemens:  Zur  Frage  der  Lufststrdmang.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Mitteilungen  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  liambnrg,  Nr.  5. 
ausgegeben  1885.  Bedigirl  vuu  Kr lisb,  Abiburu  imdBock.  ^'r.7. 


Digitizeü  by  LiOOgle 


47 


LSUammdfT  Berkkt  XXI Y. 


ausg.  1887.  Red.  v.  Wa^nier,  Koldewey  und  Bock.  Nr.  b. 
ausg.  1888.   Red.  v.  Koldewcy,  Houpe  und  Bock. 

Der  Inhalt  von  Nr.  6.  ist  im  15.  litt.  Bor.  S.  38.  aufgeführt 

In  Nr.  5.,  7.  und  8.  sind  folgende  Vorträge  (Heferat)  und  Ab- 
handlungen mitgeteilt. 

Hoppe:  Historische  Mitteilungen  zur  Elektricitätslehre  and 
PotcntialtUeorie.  5. 

F.  H.  Beitz:  lieber  den  Maroograph  für  den  Hafen  von  Mar- 
seille. 5. 


Bock:  Hydrodynamik  nach  dem  Hamilton'scheu  Princip.  5.  — 
lieber  eine  neue  zahlentheorctische  Function.   G.  7. 

Schulze:  Zur  Geschichte  der  hypcrgeometrischeu  Kcibe.  5. 

Keferstein:  Beitrag  zur  Theorie  des  Billardspicles.  5  — 
Eine  Methode  znr  Bestimmung  der  primitiven  Wurzeln  der  Con- 
gmenz  ^"^slmodp,  für  einen  reellen  Primzahlraodul  p.  8. 

P.  Jaerisch:  Zur  Theorie  der  Lame'schen  Functionen.  7. 

Köpke:  Ueber  das  Princip  von  der  Condensation  der  Singu- 
laritäten bei  Hankel  und  Dini.  a 

Koldewej:  Ueber  einige  Entwickelangen  aus  der  Theorie  der 
Deviadou  der  Compasse  an  Bord  eiserner  Schüfe  8. 

E.  Liebenthal:  Bm  Potential  des  Ellipsoids.  8.  H. 

Proceedings  of  the  Canadian  Institttte,  Toronto.  Boing  a  con- 
ti nuation  of  the  „Canadian  Jonmal''  of  scienoo,  literatnre  aad  hl- 
8toi7.  Third  series  Vol.  IV.  [Wholo  No.  Vol.  XXH.  No.  146.] 
Toronto  1887.  Tho  Copp.  Clark  Company,  limited. 

Der  4.  Band,  bestehend  aus  2  Heften,  cntluilt  die  in  21  Sitzunfrcn 
gebalteueu  Vorträge.  Keiner  derselben  berührt  mathematische  oder 
physikalische  Gegenstände.  H. 

Bulletin  de  hi  8oci6t6  Mathtoatiqne  de  Franoe.  Pnbltt  par  loa 
Seeritairea.  (Bed.  O.  Hmnbert)  Tome  XV.  Paria  1887.  A«  eiige 
de  la  8oGi6t6. 

Der  15.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

0.  Callandroan:  Ueber  die  Entwickelang  der  Fnnctionen  in 
Reihen  nach  der  Hachrorin'Bchen  Fonnel  im  Falle  einer  reellen 
Variabein. 

Demartros:  Ueber  die  Totalkrttmmnng  der  Fliehen.  —  Ueber 
ainoQ  Punkt  der  Flftohenüieorio. 


Kopeke:  Ueber  die  Reihe  £wk{n\mn),  5. 
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Jamet:  Ueber  das  auharmoDiBche  Yerhältniss  einer  Curvo  3. 
Ordnung. 

A.-C.  Laisant:  Ki  üiaiuuugsrailien  in  den  isoguiialeü  Trans- 
formationen. —  Neuer  Beweis  des  Fundamentalsatzcs  der  Theorie 
der  Gleichungen.  —  lieber  die  nicht-isogonaieu  ebenen  Traublur- 
mationen.  —  Trigonometrische  Sätze. 

L.  Neu:  Aiticulirtes  Systtni  um  zu  einer  gegebenen  Curve  iio- 
zuglich  auf  eine  Axe  die  syminetrische  zu  zeichueu, 

R.  Perriu:  Ueber  das  System  von  -1  sirnuitaneu  bmiutü  For- 
men, deren  2  linear,  2  quadratisch. 

A.-E.  Pellet:  Abbandluug  über  die  algebraische  Theorie 
der  Gleichungen. 

E.  Goursat:  Note  über  einige  pseudo-elliptische  Integrale. 

A.-H.  Anglin:  Sätze  tlber  die  Determinanten.  —  Ueber  die 
Cocfficienten  des  allgemeinen  Gliedes  in  gewissen  Entwickelungen. 

M.  d'Ocagne:  Ueber  eine  Quelle  von  Identitäten.  —  Integration 
einer  recorrenten  Reihe,  welche  in  einer  WahrscheinUchkeitsaiifgabe 
auftritt  —  Ueber  einen  in  der  Algebra  nnd  Analysis  ntttzlichen 
Begriff. 

£.  Collignon:  Eine  graphische  Methode  der  Integration. 

G.  Fonret:  Bemerknng  Ober  gewisse  nameriache  Detenninaaten. 
£.  Picard:  Ueber  die  hyperfaGheischen  Fanction«n,  welche  aas 

den  bypcrgeometrischea  Reihen  mit  2  Yariabeln  hervorgehen.  — 
Bemerkung  Uber  die  linearen  Gruppen  endlicher  Ordnung  mit  3 
Yariabeln. 

Gar  Talle:  Darlegung  einer  Caspary 'sehen  Methode  der  Uater- 
sucbong  von  Gurren  im  Räume.  —  Note  Uber  die  vom  Duhamel 
und  Lam6  erhaltenen  Auedrttcko  fttr  den  Uebergang  von  Wirme  in 
nicht^isotrope  EOrper. 

Lorch:  Neuer  Beweis  der  Fnndamentaleigenechaft  des  enler'- 
sehen  Integrals  1.  Gattung. 

de  Presle:  Beweis  des  Tragheitsgesetses  der  quadratischen 
Formen.  —  Entwid^elong  der  Jacobi'schen  Functionen  B  nnd  H  in 
Products  und  Untersuchung  der  Functionswerte  bei  Division  der 
Periode  durch  eine  ganze  Zahl. 

D6siri  Andr4:  Satz  aber  die  quadrstischen  Formen. 

H.  Poincarö:  Ueber  die  fundamentalen  HnN>the8en  der  Geo- 
metrie. H. 

Matbesis,  recucil  matb^matique  4  Tusage  des  ^coles  speciales  et 
des  etablissements  d'instroction  moyenne.  Pnbliö  par  P.  Mansion, 
Profeeseur  ordiuaire  ä  TUniversit^  de  Gand,  Corrospondent  de  TAca- 
d6mie  royale  de  Belgiqne,  etc.,  et  J.  Neuberg, Professenr  iTUw« 
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versitz  de  Li^ge,  Membre  de  la  Soci6t6  royato  des  scienceg  de  Li^, 
avec  la  collaboratioii  de  ])lusieTir8  Professcors  beiges  et  Strängen. 
Tome  septiime»  «mto  1887*  Gaad  1887.  Ad.  Hoste.  Pari«,  Qan- 
thiet^ViUars. 

Der  7.  Band  enthalt  folgende  AnMtse. 

Mister:  Eigenschaften  der  AgnesTscben  Cnrven. 

E.  Yigariö:  lieber  die  complementaren  Punkte. 

T  ach  er:  Ueber  den  triplicatorischen  Kreis. 

J.  Casey:  Eigenschaften  dreier  ähnlichen  Figuren. 

Cesiro:  Bemerkungen  znr  infinitesimalen  Geometrie. 

P*  H.  Schonte:  üeber  die  Normalen  des  Winkels  o. 

E.  Catalan:  Ueber  die  Dividirbarkeit  der  Zahlen. 

£.  Lucas:  Ueber  die  neunte  vollkommene  Zahl. 

Laisant:  Verschiedene P'ormulirungen  einer  einzigen  Kigcuschaft. 

A.  Servis:  Ueber  die  Umkehrbarkeit  der  linearen  Xransfor- 
roation. —  Geometrische  Interpretation  der  quadratischen  birationalen 
Transforrnatiüü.  —  Geount rieche  Interpretation  der  speciellen  qua- 
dratischen birationalen  Trauslormation.  —  Ueber  die  vollkommenea 
Zahlen. 

G.  dcLongchamps:  Ueber  die  Rectification  einiger  bemerkens- 
werten  Curven. 

C.  Bergmans:  Sätze  über  die  Parabel. 

J.  Ncnberg:  Boberts'sche  Kugel.  —  Transmutationen  eines 
Breiecks. 

M.  d'Ocagne:  Die  cjkiisclien  Coordinaten.  Einige  Eigen- 
schaften des  Dreiecks. 

Van  Dorsten:  Anwendung  der  Eigenschaften  dreier  ähnlichen 

Figuren. 

M'Cay:  Ueber  diu  KiepurL'öche  Hyperbel. 
P.  Mausion:  Weierstrass'scbe  stetige  Function  otine  Differen- 
tial. (Auszug.) 

Fr.  Deroyts:  Lineare  Erzengong  einiger  Corven  zaviel£aclien 

Elementen. 

E \\\ Ml  e  r  i  c  h :  Constmctioosprobieme  bezttgUch  auf  die  Geometrie 

des  Brocani'sLdieii  Kruisus. 

Schoentjes:  Ueber  eiue  Erzeugoogsweiae  der  bypwbolischen 

Spirale. 

Hierzu  kommen  zalüreicbe  Lösungen  in  diesem  Journal  gestellter 
Angaben.  H. 

Atti  della  Reale  Accadcmia  dei  Lincei,  Anno  CCLXXXIV.  1887. 
Serie  quartü.  KeudicouLi  pubblicati  per  cura  dci  Segretari.  Volume 
III.   Borna  lbti7.   V.  SalvuccL 
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Der  8.  Band  enhält  ioigende  loatbematische  Arbeiten. 

Ricci:  üeber  die  covariante  Derivation  zu  einer  qnadrati- 
ichen  Differential-Fonn. 

Tiaalii:  üeber  die  Correlatioiieii  (in  2  Räumen  von  S  Dimeiuio- 
nen),  welclie  12  Elementar^Bedingangen  geniigen.  —  lieber  die  von 
2  Fandamentalfonnen  2.  Gattung  erzeugten  Figoren,  nater  denen 
eine  Tiel&cfae  Correspondenz  besteht 

Pieri:  (Jeber  das  Correspondenz-Princip  in  eiaeni  lieüebigeii 
linearen  n  dinensionalen  Ranme. 

Briosebi:  Uelier  die  hyperelliptischen  Functionen  e. 

Biancbi:  üeber  die  doppelt  unendlichen  Strablensyiteme.  — 
Ueber  Weingarten's  Systeme  in  den  R&nmen  constanter  Krümmung. 

Pincherle:  Oonstmction  nener  geeigneter  analytischer  Ans- 
drflcke  sur  Darstellniv  tou  FnnctIoneQ  durch  eine  unendliche  An- 
zahl einzelner  Punkte.  —  üeber  die  Tergleichung  der  Singularitäten 
zweier  analytischen  Functionen. 

Yol terra:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen.  ^  Ueber 
die  Functionen,  welche  you  anderen  Functionen  abhängen.  —  Ueber 
eine  Erweitemng  der  Riemann'schen  Theorie  der  Functionen  com- 
plexer  Yariabeln. 

Abetti:  Begriffe  der  cfaristUchen  Kopbten  und  Abessinier  vom 
Kalender. 

Cantoni:  Conjoctoron  über  die  Wirkung  in  die  Feme. 

Segre:  Ueber  die  algebraischen  Manniuhialtigkeiten,  die  von 
einer  einfach  ancudiichen  Reihe  von  Ränmen  gebildet  werden. 

Besse:  Einige  partielle  Differentialgleichungen  1.  Ordnung. 

Siacci:  üeber  die  Winkel  des  weitesten  Wurfes  (bei  Luft- 
widerstand). H. 

Transactions  of  the  Wagner  Free  Institute  of  Science  of  Phila- 
delphia. Publisheü  undcr  tbe  direction  of  the  Facolty.  Vol.  I. 
Philadelphia  1887. 

Diese  neue  Zeitschrift  ist  der  Erforscljunp;  dvs  Inlandes  in  Hin- 
sicht auf  Zoologie,  Botanik  und  Geologie  gewidmet.  Das  Institut  ist 
1855  von  William  Wagner  (gestorben  im  Jan.  1886)  gegründet  und 
wird  verwaltet  von  einem  Curatoriom  und  einer  Facultät  bestehend 
aus  4  Professoren,  die  seit  1885  regelmässig  Vorlesungen  fOr  freies 
Publicum  ballen.  H. 

Annuaire  pour  Tau  1888,  publik  par  Ic  Bureau  des  Longitudes. 
Avec  des  noticcs  scientifiques.  Prix:  1  fr.  50  c.  Paris  1888. 
Gantbier- Yillars  et  FUs. 
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Depidg  le  7  mMiidor  an  UI^  le  Bareui  dM  Longitades  n'a 
jamais  laias^  passer  nne  amte  Bans  pablier  son  Aaaaaiie.  Oatre 
loB  domi6es  pratiques  qai  forment  le  fondB  iovarlable  de  ce  recaeil, 
celtti  qni  vient  de  parailre  contient  des  artides  beancoap  plus  ^tendas, 
de  vMtables  Trait^,  aar  lea  HonDaies,  la  Statistiqne,  la  Mineralogie, 
la  Meteorologie,  etc.  II  renferme  de  plns  nne  dloquente  et  magistrale 
etnde  de  M.  Janssen  snr  TAge  des  etoiles;  nne  Kotice  dans  laqnelle 
M.  TAmiral  Monchez,  Birectenr  de  rObsenratoire ,  a  r§aiii  tons  lea 
renseignements  relatifs  k  Pexecntion  de  la  Garte  photographiqae  du 
Giel,  dont  il  a  ete  le  promotonr;  des  Notes  de  M.  Comn  sar  lea 
Calendrien  et  snr  la  Constmction  dos  cadrans  solaires;  enfin,  le 
captlvant  r^cit  d*on  voyago  accompli  par  M.  d*Abbadie  en  Orient, 
•  ponr  mesnrer  des  coordonn6es  magnetiqnes,  en  d6pit  dos  ignorances 
et  des  manTMS  Tonlobs  reneontres  dans  cette  lointaine  expedition. 

Ganthier-Yillars  et  Fils. 


uiyui^ed  by  Google 


uiyui^ed  by  Google 


uiyui^ed  by  Google 


Teil  W. 


TafW. 


cUr  Cissoicie. 


Fi  ff.  2. 


Digijfzed  by  Google 


/ 


uiyui^ed  by  Google 


uiyui^ed  by  Google 


I 


by  Google 


STANFORD  UNIVERSITY  LIBRARIES 
STANFORD  AUXILIARY  LIBRARY 
STANFORD,  CALIFORNIA  94305-6004 
(415)  723-9201 
All  books  may  be  recaiied  öfter  7  days 

DATE  DUE 

O 

28D  nI« 

CO 

CD 

cn 

